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PREFÁCIO 


A revisão da edição original deste livro foi empreendida com 
trés objetivos em mente. O primeiro é tornar o livro mais voltado 
para o estudante, ampliando discussões e proporcionando maior 
número de exemplos e ilustrações para melhor esclarecer os 
conceitos. Para auxiliar aínda mais o leitor, foram acrescentadas, 
em muitas seções do texto, sugestões para a resolução de 
problemas. O segundo objetiva é enfutizar a utilidade do cálculo 
por meio de aplicações atualizadas de derivadas e integrais, O 
terceiro objetivo — tornar o livro tão livre de erros quanto possível 
— foi alcançado por meio de um exame cuidadoso do texto 
explicativo, aliado a uma verificação minuciosa de cada exemplo 
e exercício. 


[MODIFICAÇÕES PARA ESTA EDIÇÃO 


Sugestões diversas, oferecidas por professores c revisores, fest 
taram na necessidade de reescrever e reorganizat à obra. Tüdi- 
camos a seguir as principais modificações.” i 


VOLUME 1 


CAPÍTULO 1' O número de seções de revisão foi reduzido 
de seis para três, e demonstrações de resultados do pré-cálculo 
foram substituídas por exemplos sobre desigualdades, equações 
e gráficos. 


CAPÍTULO 2 Há maior ênfase na significação gráfica dos 
limites. Utilizam-se uma aplicação física e afirmações não muito 
rigorosas para motivar a definição e-ô. Na Seção 2.4 são 
estudados os limites que envolvem infinito Gel, 


N.R.: Para facilitar o trabalho do aluna, o livro original foi dividido em dois volumes, O primeiro volume contém os 
capítulos 1 a 10 e o segundo, 11 a 19, Ambos contêm Prefácio, Apéndices e Índice Analítico. 


XIX 
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CAPÍTULO 3 ` As interpretações da derivada como coefi- 
ciente angular da tangente e como taxa de variação de uma 
função foram consideradas simultaneamente, e não em seções 
separadas. Na Seção 3.2 foram introduzidos a regra da potência 


- para «números: racionais’ e.o: conceito de derivada de ordem. - 


superior. Deu-se maior ênfase ao uso de diferenciais como 
aproximações lineares de valores de funções. 


CAPÍTULO A - A definição de concavidade foi modificada 
de modo a tomar mais fácil estabelecer a relação entre o sinal 
de uma derivada e a forma de um gráfico. Uma nova seção, 
intitulada Resmo dos Métodos Gráficos, inclui uma lista de 
passos, ou estágios, para esboçar o gráfico de uma função. 


CAPÍTULO 5 Antiderivadas e integrais indefinidas são 
estudadas nas duas primeiras seções, em lugar de em capítulos. 
diferentes. Há quinze novos exemplos relativos a integrais 
definidas, 


CAPÍTULO 6 Quase tados os exemplos sabre aplicações 
de integrais definidas foram refeitos, de modo a substituir limites 
formais de normas por um método mais intuitivo utilizando 
diferenciais, Dão-se sugestões sobre estratégia para determina- 
ção de áreas e volumes. 


CAPÍTULO 7 A demonstração da fórmula da derivada de 
uma função inversa é dada na primeira seção e não na última. 
As integrais da tangente, da' co-tangente, da secante e da 
cos-secante são estudadas na Seção 7.4 (e não no Capítulo 8). 


CAPÍTULO 8 Os tópicos considerados restringem-se às 
funções trigonométricas e hiperbólicas inversas. 


CAPÍTULO 9 Foram melhoradas as explicações e as su- 
gestões referentes aos métodos de integração. 


CAPÍTULO 10 Para facilitar a referência, as definições e 
notações para formas indeterminadas são apresentadas em tabelas. 
O estudo da fórmula de Tayler foi transferido para o Capítulo 11. 


VOLUME H 


CAPÍTULO 11 Deu-se maior ênfase às diferenças entre 
segiiências, &omas parciais, somas de séries infinitas e ao fato 
de que os testes de convergência não determinam a` soma de 
uma séric. Foi completamente reorganizado o material sobre a 
representação de funções por séries de potência e sérics de Taylor. 


ee pen 
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CAPÍTULO 12 Incluem-se aplicações adicionais do cálcu- 
lo envolvendo seções cônicas, de modo que o estudo não se 
limite simplesmente a uma revisão de tópicos de prê-cálculo. 


CAPÍTULO 13 Foi acrescentado e incorporado a exem- 
plos e exercícios o conceito de orientação de uma curva. 


CAPÍTULO 14 Para facilitar a visualização e o esboço de 
superfícies, muitos exemplos ilustram o traço da superfície em 
cada plano coordenado, O estudo das coordenadas cilíndricas e 
esféricas passa para o Capítulo 17. 


CAPÍTULO 15 A introdução às funções com valores ve- 
toriais foi reescrita e integrada à noção de curva no espaço. 
Deu-se proeminência à utilização do comprimento do arco como 
parâmetro. 


CAPÍTULO 16 Dezesseis novas figuras contribuem para 
dar maior ênfase aos gráficos e à interpretação geométrica das 
funções de diversas variáveis. Na Seção 16.4 explica-se o método 
de Newton para um sistema de duas equações não-lineares. 
Ampliou-se o estudo sobre os multiplicadores de Lagrange. 


CAPÍTULO 17 A definição de integral dupla e métodos 
de cálculo estão englobados em uma seção, em lugar de duas. 
O estudo da integral tríplice em coordenadas cilíndricas e 
esféricas é feito em duas seções separadas. 


"CAPÍTULO 18 Há uma exposição mais detalhada dos 
campos vetoriais conservativos e da técnica de determinação de 


uma foigão potencial a partir do gradiente, Em dois novos * 


exemplos aplicam-se o teorema de Stokes e o conceito de 


` circulação à análise dos ventos no interior de um tomado, 


CAPÍTULO 19 A última seção é dedicada às soluções de 
equações diferenciais por meio de séries, 


ll CARACTERÍSTICAS DO TEXTO 


APLICAÇÕES A edição original continha exemplos de 
aplicação abrangendo áreas como engenharia, física, química, 
biologia, economia, fisiologia, sociologia, psicologia, ecologia; 
occanografia, meteorologia, radioterapia, astronáutica e transpor- 


te, Esta lista, já por si bastante extensa, foi acrescida de | 


exemplos e exercícios que incluem aplicações modernas do 
cálculo ao planejamento de computadores, análise de graus de 
temperatura e medida da espessura da camada de ozônio, efeito 
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estufa, circulação dos ventos dentro de um tornado, energía 
liberada pelos terremotos, densidade da atmosfera, movimento 
dos bragos de um robô e efeitos do gås radon sobre a saúde. 


dora que imprima gráficos; todavia, funções ou superfícies 
complicadas podem exigir um equipamento computacional so- 
fisticado, Como a precisão numérica depende também do tipo 
de dispositivo computacional utilizado, algumas respostas apa- 


EXEMPLOS . Exemplos bem estruturados apresentam so- recem arredondadas para duas casas decimais; em. outros Casos, 


i luções de problemas análogos aos que constituem as listas de a precisão pode chegar a oito casas decimais. 
exercícios. Muitos exemplos contêm gráficas, quadros ou tabelas i E T 
que auxiliam o estudante a compreender os processos e as H PLANEJAMENTO DO TEXTO E DAS FIGURAS, 


" soluções. Há também ilustrações legendadas, que constituem 
breves demonstragóes-do uso de definições, leis ou teoremas. 
" Sempre que viável, incluem-se aplicações que indicam a utili- 

dade de um tópico. 


foi completamente reestruturado de modo a tornar as:discussões 
mais fáceis de seguir e a enfatizar conceitos importantes. Todos 
os gráficos foram refeitos. Os gráficos de funções de unta ou 
1 duas variáveis foram gerados em computador e desenhados com 


y S alto grau de precisão, utilizando a mais moderna tecnología, 
EXERCÍCIOS As listas de exercícios começam com pro- i 


i blemas de rotina e progridem gradativamente até exercícios mais FLEXIBILIDADE 
complexos, Muitos exercícios contendo gráficos foram acrescen- 
tados a esta edição. Os problemas aplicados geralmente vêm no 
fim das listas, para permitir ao estudante ganhar confiança eur 
manipulações e idéias novas antes de tentar questões que exijam , 
análise de situações práticas. Uma característica desta edição é : Earl W. Swokowski 
a inclusão de mais de 300 exercícios marcados com o símbolo 
* , destinados especificamente para serem resolvidos com o : 

auxilio de uma calculadora científica ou um computador. Exi- 
i gem-se recursos gráficos para alguns desses exercícios (veja 
observações contidas no tópico Calculadoras). 


As instituições de ensino que utilizaram 

as edições anteriores do livro atestam a flexibilidade do texto. 

i Segúes e capítulos podem ser reordenados de diferentes manei- 
ras, dependendo dos objetivos e da duração do curso. 


P RESPOSTAS A seção de respostas na parte final do livro 

E contém as respostas da maioria dos exercícios de número impar. 
Considerável esforço foi desenvolvido para tornar esta seção unt H 
instrumento de aprendizagem e não um simples repositório de E i 
dadas para conferir respostas. Para ilustrar, se uma resposta éa 
área de uma superfície ou o volume de um sólido, dá-se uma Y 
integral definida adequada juntamente Com seu valor. Para ; 
muitos exercícios numéricos, as respostas são dadas tanto na 
forma exata como em forma aproximada. Incluem-se gráficos, 
provas e sugestões sempre que forem convenientes. 


CALCULADORAS Como os estudantes podem ter acesso i 
a diversos tipos de calculadoras ou computadores, não procura- 
mos categorizar os exercícios marcados com El O enunciado de 
um problema deve proporcionar informação suficiente para 
indicar ou sugeric o tipo de calculadora ou computador disponí- , 
vel para obter uma solução numérica, Por exemplo, se um 
exercício indica que se deve aplicar a regra trapezoidal com 
n=4, qualquer calculadora é adequada, desde que a função não 
seja muito complicada. Já para n=20, é recomendável uma — - , 
calculadora programável ou um computador, Se a solução de um 
exercício envolve um gráfico, pode ser adequada uma calcula- 
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AQ ESTUDANTE. 


.. O eálculo foi descoberto no século XVII como instrumento para 

` — investigar problemas que envolvem movimento. Para estudar 
E na idades constantes e ao longo de — 

lares, a álgebra e a, trigonometria... 


«cálculo — a derivado, - 


Embora o cálculo tenha se desenvolvido para resolver 
problemas de física, sua potência e versatilidade levaram aos 
mais diversos campos de estudo. As aplicações atuais da 
derivada incluem a investigação da taxa de crescimento de 
bactérias em uma cultura, a predição de resultados de uma reação 

`. química, a mensuração de variações instantáneas na corrente 

; elétrica, a descrição do comportamento de partículas atômicas, 

` a estimativa da evolução de um tumor na terapia radioativa, à 
previsão de resultados econômicos e a análise de vibrações num 
sistema mecânico. 


A derivada também é utilizada na resolução de problemas 
que envolvem valores máximos ou mínimos, tais como fabri- 
car unia caixa retangular de volume dado e pelo menor custo, 
calcular a distáncia máxima a ser percorrida por um foguete, 
obter o fluxo máximo de tráfego através de uma ponte, 
determinar o número de poços a perfurar num campo petroli- 
fero de modo a obter a produção mais eficiente, determinar o 
ponto entre duas fontes luminosas no quat a iluminação seja 
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máxima e maximizar o lucro na fabricação de cesto produto. Os 
matemáticos frequentemente utilizam derivadas para determinar 
tangentes a curvas e para auxiliar na análise de gráficos de 
funções complexas. 


‘Outro conceito fundamental do cálculo — a integral 


definida — 6 motivado pelo problema da determinação de áreas 


de regiões com fronteiras curvas. Tanto quanto as derivadas, as 
integrais definidas são também utilizadas nos mais diversos 
campos. Veja algumas aplicações: determinar o centro de massa 
ou o momento de inércia de um sólido, determinar o trabalho 
necessário para mandar uma sonda espacial a outro planeta, 
calcular o fluxo sangüínco. através de uma artéria, estimar: a 
depreciação do equipamento de uma fábrica, determinar a 
quantidade de diluição de um corante em certos testes fisiológi- 
cos. Utilizamos também integrais definidas para investigar 
conceitos tais como área de uma superfície curva, volume de um 
sólido geométrico ou comprimento de uma curva. 


Ambos os conceitos de derivada e integral são definidos 
por processos de limites, A noção de limite é a idéia inicial que 
separa o cálculo da matemática elementar. Sir Isaac Newton 
(1642-1727) e Gottfried Witheln: Leibniz (1646-1716) descobri- 
tam independentemente a conexão entre derivadas e integrais, e 
a invenção do cálculo é atribuída a ambos. Muitos outros 
matemáticos deram importantes contribuições ao desenvolvi- 
mento do cálculo nos últimos 300 anos. 


. As aplicações do cálculo aqui mencionadas são apenas 
algumas dentre as muitas que serão estudadas neste livro. 
Certamente não poderemos discutir todas as apticações do 
cálculo, inclusive porque sempre novas aplicações vêm sendo 
desenvolvidas à medida que a técnica avança. Qualquer que seja 
o campo de interesse, do estudante, o cálculo quase que certa- 
mente será utilizado em alguma investigação pura ou aplicada. 
Talvez o próprio estudante venha a desenvolver mais uma 
aplicação para este ramo da ciência. 


INTRODUÇÃO 


Capítulo 11 


SÉRIES INFINITAS 


Pata x real, podemos em geral obter sen x, e, 
In x, arc tg x e valores de outras funções 
transcendentes utilizando uma calculadora 
auuma tabela. Um problema mais fundamen- 
tal consiste em determinar como as calcula- 
doras calculam esses números, ou conto se 
constrói uma tabela. Na Seção 11.6 estudare- 
mos COMO as séries infinitas (somas infinitas 
de certo tipo) podem ser usadas para obter 
valores funcionais. Especificamente, se uma 
função f satisfaz certas condições, desenvol- 
veremos técnicas para representar f(x) como 
umasérie infinita cujos termos contêm potên- 
cias de uma variável x, Substituindo x por um 
número c e determinando (ou aproximando) 
a soma infinita resultante, obtemos o valor 
(ou uma aproximação) de f (c). Isto é, em 


essência, o que uma calculadora faz quando , 


calcula valores de funções. 


Esta nova maneira de representar fun- 
ções é a principal razão para o desenvolvi- 
mento da teoria das cinco primeiras seções. 
A representação, por séries infinitas, de sen 
x, & e outras expressões permite-nos abordar 
problemas que não podem ser resolvidos por 
métodos finitos. Por exemplo, restringindo- 
se x convenientemente, podemos calcular in- 


2 

tegrais como f sen Vx dx e f &* de-algo 
que não nos era dado fazer no Capítulo 9, 
Outra aplicação, no Capítulo 19, é a utiliza- 


cão de séries infinitas para estender as defi- ` 


aições de sen x, & e outras ao caso em que x 
Zum número complexo a + bi, com a e b reais 
ei «1, 
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11,1 SEQUÊNCIAS 
Notagáo (11.1) 
Definição (11.2) 


Denota-se uma segiiéncia infinita arbitrária como 


Por conveniência, referimo-nos às sequências infinitas 
simplesmente como segilências. Podemos encarar (11.1) como 
uma coleção de números reais em correspondência biunívoca 
com es inteiros positivos. Cada número a, é um termo da 
seqúéncia. A seqüéncia é ordenada, no sentido de que existe um 
primeiro termo, a, um segundo termo, a, €, se n denota um 
inteiro positivo arbitrário, um x ^ termo a, ` 


Podemos também definir uma seqüéncia como uma fun- 
ção, Lembremos que uma função fé uma correspondência que 
associa a cada número x do domínio exatamente um número 
f (x) do contradomínio. Restringindo o domínio ao conjunto dos 
inteiros positivos 1, 2,3, -n obtemos uma segiiéncia, 


Neste texto, o contradomínio de uma seqüéncia será o 
conjunto dos números reais. Se uma função fé uma seqüéncia, 
então a cada inteiro positivo k corresponde um número real (10. 


Os números do contradomínio podem ser denotados por: - 


` DL, TD 
Os três pontos no final indicam que a segiiência não termina, 


Nate que a Definição (112) conduz à` forma indicial 
(11.1), fazendo-se a, = f (K) pará cada inteiro positivo k. Reci- 


procamente, dada (11.1), podemos obter a função f em (11.2). 


fazendo POD = a, para cada k. 


Encarando uma seqüéncia como uma função f, podemos 
considerar seu gráfico em um plano xy. Como o domínio de fé 
o conjunto de inteiros positivos, os únicos pontos do gráfico são 


(i, aih (2, gh D gh C a» - 


onde a, 6 o 1 ^^ termo de segiência (ver Figura 11.1). Às vezes 
usamos o gráfico de uma sequência para ilustrar o comporta- 
. mento do n "^ fermo a, quando n cresce. indefinidamente. 
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SEQUÉNCIA 


opi 
: a 


6) Bomm 


e fort 


o NM 


Ga) 
(e (a) * KEN 
Ga) o 


6a) 
EO OD PEN SO O RR S OO 


EA? 


Figura 11.1 Gráfico de uma seqüéncia. 


Outra notação para uma sequência cujo a "^ termo é o, e 
le . Por exemplo, asegiéncia(2"] tem 2" como n"? termo, Utilizan- 
doa notação de (11.1), escrevemos esta segiiência como segue: 


Dic UEBA E 
Pela Definição (11.2), a seqüência [27] é a função f com Pia = 


«2º para todo inteiro positivo zt. 


» n 
to) [zs z} 


EXEMPLO T ^ 


Relacione os quatro primeiros termos e o décimo termo de cada 
segilência: ` ` ` 


(6) [2 + (0,17) 


SOLUÇÃO 


. Para achar os quatro primeiros termos, fazemos sucessivamente 


n=1,2.3e 4 na fórmula de o, Obtém-se. o décimo termo 
fazendo n = 10, Após simplificação, obtemos: 


nn TERMO QUATRO PRIMEIROS DÉCIMO 
TERMOS TERMO . 
A 1234 i0 
nal 2345 1i 
2+(037 2,1, 201, 2001, 2,0001  2,0000000001 
Cay DN 1_49_1 100 
3n-1 7 $58 1 WI 
4,4,4,4 4 


es 


pa ga 
p^ E 
Eus Red 


E] 
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Para algumas sequências, damos O priméiro termo a, 
juntamente com uma regra que permita determinar qualquer 
termo q, , y à partir do termo precedente a, para k == 1. Istoé o 


que constitui uma definição por recorrência; a seqüência se 
diz então definida pot recorrência. 


EXEMPLO 2 


Achar os quatro primeiros termos e o 41 ^" termo da sequência 
definida por 


2,7364, í 2a, para Ed 
SOLUÇÃO ` 


A segiiência é definida por recorrência, já que o primeiro termo 
é dado, juntamente como uma regra para achar a,, p conhecido 
4, Assim, os quatro primeiros termos da seqüência são 


a=3 
a=20=2:3=6 
2,722,22:2:3 2233-12 


20,22:2:2:32 23524 


as 


Escrevemos os termas conto produtos para visualizar a natureza 
do termo de ordem n. Prosseguindo, obtemos a; = 2* - 3 e a, = 
25-3; o que sugere que a, = 2º"! 3. Podemos usar a indução 
matemática para provar que a suposição é correta, Utilizando a 
notação de (11.1), escrevemos a segiiênciacomo — ' 


3,12:3,2:3,22 3, 23, 


Uma seqüéncia lag pode gozar da propriedade de que, 
quando n cresce, a, $6 aproxima de um número real L, isto é, ta, 
~ L| = 0 se n é suficientemente grande, A título de ilustração, 
suponhamos que 


a 2+ 6) 
Os primeiros termos da sequência (a,) são 
2-1,2+1,2-1,2+ 2312 + do zw 
Qu, equivalentemente, 


1,5, 2,25, 1,975, 2,0625, 1,968753, 2,015625, ... 


eiert 
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Definigáo (11.3) 


Tudo indica que os termos estão cada vez mais próximos 
de 2 quando n cresce. Note que, para todo inteiro positivo n, 


bh -432Be fr 


o número 1/2", e então le, — 2], pode tornar-se arbitrari 
próximo de 0, desde que escolhamos n suficientemente gra, 
De acordo com a próxima definição, a segliência tem portinii 
2, Qu converge para 2; escrevemos 


sn be) J-> 


Este tipo de limite é quase o mesmo que lim f (x) = L, dado 
m 


no Capítulo 2, A única diferença é que se f (ni) = a, o domínio 
de féo conjunto de inteiros positivos, e não um intervalo infinito 
de números reais. Tal como na Definição (2.16), mas usando a, 

em lugar de f(x), enunciamos a seguinte definição. é 


Pode-se dar, para o limite de uma Sequência, uma Dier 


tação gráfica semelhante à do limite de uma função na Pigura” 

2.32. A única diferença é que a coordenada-x de cada ponto do 

gráfico é um inteiro positivo. A Figura 11.2 € o gráfico de uma 

seqüéncia (a,) para o caso específico em que lim „a, =L. Note 
nmo 


que, para qualquer € > 0, os pontos (ai, a) estão entre as retas 

y =L a €, desde que n seja suficientemente grande. Natural- 

mente, a maneira como a, se aproxima de L pode variar em 

e à ilustrada na figura (ver, por exemplo, Figuras 11.3 e 
6). ` 
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Definição (11.4) 


Figura 11.2 


Se pudermos fazer a, tão grande quanto quisermos, esco- 
Jhendo z suficientemente grande, então a segiência (a,) diver- 
ge, masainda assim utilizamos a notação de limite e escrevemos 
lim a, = co, Segue-se uma especificação mais precisa deste fato. 


noo 


"Tal como no caso das funções na Seção 2.4, lim a, = e não 


not 


significa que o limite exista, mas sim que o número a, cresce 


sem limite quando n aumenta. Analogamente; Jim a, mm sig. 


ne 


` mifica que a, decresce sem limite quando » aumenta, 


~. divergência de seqüéncias. A prova decorre das Definições . 


- Teorema (11.5) 


Kä 


O próximo teorema é importante porque nos permite usar 
resultados do Capítulo 2 para investigar a convergência ou 


,013)6Q19. 


Cap. 11 Sèries infinitas 7 


O exemplo seguinte ilustra o uso do Teorema (11.5). 
EXEMPLO 3 


Sea, =1+ à, determine se 10, converge ou diverge. 
SOLUÇÃO 


Façamos f (n) 1: 4 e consideremos ` 


fO=1+ ipn todo número real x — 1. 
Do que vimos na Seção 2.4, obtemos 
lim f (5) = lim (zl 1.i.0-1 
1. sn xj geo rem X 
Logo, pelo Teorema (11.5), 
lim ( 1+ 1) ER 
a D 


Assim, a segiência (a, converge para 1, 


A Figura 11.3 ilustra a diferença entre 


tim PIE e lim (pa 
mo... x a—- n 


Note que; para t+ (1/0), 8 função f é contínua sex zip: 
o gráfico tem uma assíntola horizontal y = 1, Para 1 + (1/1) 
consideramos apenas os pontos cujas coordenadas-x são inteiros 
positivos; : -. ] 


() lim (Ja lim EA 


na 


eo 


Figura 11,3 


&8 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 11 


E D 


tt 


Figura 11.4 
y 
Ay 
` pote dt 
x 
B! Figura 11,5 


a fera) 


EXEMPLO 4 

Determine se a seqiiéncia converge ou diverge: 

6) (cm! 

SOLUÇÃO 

(2) Fazendo f (x) = ix — 1, f (x) existe para todo x 21e 


lim (ja? = 1) = 0 


m 
Logo, pelo Teorema (11,5), 


lim Gu = 1) = 0 


eres 


Como o limite não existe, a seqüéncia diverge. O gráfico da 
Figura 11.4 ilustra a maneira como a seqüéncia diverge. ` 


(b) Fazendo 1 = 1, 2, 3, ..., vemos que os termos de (- 1)" W 
oscilam entre 1 e — 1, como segue 


1á-11,-11-1. 
conforme ilustrado na Figura, 11.5. Assim, lim (- 1)" "1 não 
À be 


existe, c a seqiiência diverge. 


O próximo exemplo mostra como se pode usar a regra de 
1'Hópital (10.2) para achar limites de certas seqiiéncias. 


EXEMPLO 5 
Determine se a seqüéncia | x | converge ou diverge. 


SOLUÇÃO 


Seja f (x) = Sx/& para todo número real x. Como f toma a forma 
indeterminada elo, quando x — «o, podemos aplicar a regra de 
PHôpital, obtendo 

marine? 


- Logo, pelo Teorema (11.5 , lim (nde) = 0. Assim, a seqiién- 
gi m qi 


cia converge para O. 
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RECEN E Nr 


Teorema (11.6) 


A demonstração do próximo teorema ilustra a aplicação 
da Definição (11.3). 


i BUE mou BEES ` 


im Jl. co se el >1 
e Mia 


DEMONSTRAÇÃO ` 


Se r 0, é trivial que o limite é 0, Suponhamos O < hi<1. Para 
provar (1) por meio da Definição (11.3), devemos mostrar que, 
para todo E > 0, existe um número positivo N tal que 


sen » N, entáo |r"—0| < E 


A desigualdade |j" — 0| « é equivalente a cada uma das desigual- 
dades seguintes: 


It se, let eme, ntn |rd eine n> däi 


Inverte-se o sentido da desigualdade final porque la fr] ¿negativo 
se 0 « |r | « 1. Aúltima desigualdade nos dá uma chaye para a 
escolha de N. Consideremos separadamente os dois casos E < 
10€=1.Se € «1, então in E <0 e fazemos N = la Ella Ms. 
Nesta hipótese, se a > N, então a última desigualdade da lista € 
verdadeira e, assim, também o é a primeira, que é o que quería- 
mos provar. Se E = 1, então In € a Cedafins/nt 
caso, se N é um número positivo arbi 2 
n» Na última desigualdade é novanx 


Para provar (ii), seja |r |> 1 e consideremos uni: múin 
positivo arbitrário P. As desigualdades seguintes são e K 


RP 
T" Je 
Lchsbinlchzsiebaillsbhbus iniri 


Escolhendo N = lu PAn | r |, então, sempre que n >N, a última 
desigualdade é verdadeira e, assim, também o é à primeira; isto é, 
rf» P. Pela Definição (11.4), isto significa que lim | r TN 

DEE 
EXEMPLO 6 


Relacione os quatro primeiros termos da sequência e determine 
se a sequência converge ou diverge. 


a er O0 mn 


E 


EES CH 
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SOLUGÁO 

(a) Os quatro primeiros termos de Lä são 
24 bl 
3'9 EUR. 


Fazendo r= E então, pelo Teorema (11.6)(i) com fr} =2 «t 


lim (9".= 0 


ne» 
Logo, a seqüéncia converge para 0. 
(b) Os quatro primeiros termos de [(1,01)') são 
1,01, 1,0201, 1,030301, 1,04060401 
Fazendo r = 1,01, então; pelo Teorema (11.6)(1), 
tim (1,01 — co 


rm 


Como o limite não existe, a seqüéncia diverge, ` 


Podemos estabelecer para seqüéncias:teoremas análogos':: 


aos enunciados no Capítulo 2 para somas, diferenças, produtos 
€ quocientes de funções. Por exemplo, se (a,) e (b, são 
segiiências convergentes, então 


lim (a, +b) = lima, + lim b, 


na a 
dem (4h) "(zl 
“eto, . 
Se a, c pata todo n, a següléncia [2,6 c, Guy c, .. e 


linc-c 


am 
Da mesma forma, se c é um número real e kum número racional 
positivo, então, como no Teorema (2.18), 


e 
dim, i 29 


EXEMPLO 7 


d 
Determine O limite da segiiência | M } 
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SOLUÇÃO 


Queremos achar lim a, , com a, = 27/51? — 3). Dividindo 
nm 


numerador e denominador de a, por nº e aplicando teoremas . 
y P! p 


sobre limites, obtemos: 


D. lim 2 
tim 2r = lim - ana 
nae SHi-3. paw S m ZS lim [5.- (3/22)]- 
m 
Ru 2 
im 5 — lim (3/14) 5 $ 
An quam 


Logo aseqiéncia tem como limite à o quese pode provar também 


por meio da aplicação da regra de PHôpital a 2:7/(53 = 3). 


D próximo teorema, análogo: ao Teorema (2.15), afirma que 


se os termos de uma seqüéncia estão sempre compreendidos entre. 


“Teorema do sanduíche” para 
“sequências (11.7) 


os termos.correspondentes de duas. segiiências que têm o mesmo. 
limite L; ontão a sequência dada também tem por limite. 


. EXEMPLO 8 - 


. 2 
Determine o limite da segiiência | SE s } 


` SOLUÇÃO - 


Como 0 < cos? n < 1 para todo inteiro positivo zi, 


con 1 
geleet? 


Aplicando o Teorema (11.6) com r = 1 temos 


D 


1 1 
dm palm (5) =o 
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Além disso, Him 0=0. Deene do Teorema (11.7), com 


um 


a, =0,b,= (cos? 1/3 cc, = Un, que 


2 
i . 009 n 
lim 20 
E? 
am 


Logo, o limite da segitência é 0. 


Pode-se demonstrar o teorema seguinte aplicando a Defi- 
^ nição (11.3). 


à m Teorema (11.8) | se ji 


T " s EXEMPLO 9 


d 
H 
Suponha que o n ^^ termo de uma seqúéncia seja 
% 
1 
— Leni ZS 
4, C0 D 


Prove que lim a, = 0, 
amo 


SOLUÇÃO 


Os termos da sequência são alternadamente positivos e negati- 
vos. Por exemplo, os sete primeiros termos são 


i Let, i,t, db al, 
m ‘arb PTE PTET 
d deca de 
Como lim la] = tim 7 = 0, 
nao nao H 


decorre do Teorema (11.8) que lim a, = 0. 
De 


Uma sequência é monotónica se os termos sucessivos são 
não-decrescentes: 


4,50, 5. 44,5. 
ou se são não-crescentes: 
4242024, Bon 


"Uma segiiéncia é limitada, ou cotada, se existe um núme- 
ro real positivo M tal que la] s M para todo k. Como ilustração, 
a sequência 


Se lini fa | 0, então tim “a, =0, | 
q ee amo Mo 
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(ua 1234 L|. 
DEN 2':3'4'S'" n E "7 
é monotónica (pois os termos são crescentes) e limitada (pois 
+ A + X) < 1 para todo A). A Figura 11.6 ilustra o gráfico:da 
sequência. Note que qualquer aúmeró.Mz 1.6 uico: 
seqiiéncia; entretanto, se K < 1, então K não éümi colá; pois 
Kk 1) quando k é suficientemente grande. É 


O próximo teorema é fundamentál para desë 
Figura 11.6 posteriores. 


Teorema (11.9) [ ` ` Uma seqüéncia monotónica, cotada, tem limite., : 1 
EEN onol ! 


Para provar o Teorema (11.9), é necessário utilizar uma 
propriedade importante dos números reais. Enunciemos primei- 
ro algumas definições. Se S é um conjunto não-vazio de reais, 
então um número real u é cota superior de S se x « e para todo 
x em S. Um número v é extremo superior de $ se v é cota 

- superior e nenhum outro número menor do que v écota superior 
de S. Assim, o extremo superior é o menor número real não 
inferior a todo número de S. Para ilustrar, se S é o intervalo 
aberto (a, b), então qualquer número maior do que b 6 cota 
superior de S; todavia, o extremo superior (isto é, a menor cota 
superior) de S é único c é igual a b. 


A afirmação seguinte constitui um axioma para o sistema de 
números reais. 


Propriedade de completude 
(11.10) 


DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA (11.9 


Seja (a,) uma seqüéncia monotônica limitada coi termos 
náo-decrescentes, Assim, 


4,545.54, Su 


e existe um número M tal que a, «M para tado inteira positivo 
k. Como M é uma cota superior do conjunto $ de todos os 
números da sequência, decorre da propriedade de completude 
que Stem um extremo superior £ tal que L s M. (ver Figura 11.7). 


VISITED 


LE 


CEET 


SC 
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pel, 

L + 

. (N a)» 

L-e 5 . TE 

€ del $a) y=L-e 
(ta) 
+ tt - 
1 2 30» NNai NA x 
Figura 11.7 


“Anotação S — I —» S € uma abreviação 
de Suscetível — Infectada -» Suscetível e 
siguífica que uma pessoa que se cura não 
fica imune à doença, podendo contraita 
novamente, Um exemplo de tais doenças 
éa blenorragia. 


Se € » 0, então L — € não é cota superior de $ e, então, 20 
menos um termo de fa,) é maior do que L — € isto é, 


L-€«aypara algum inteiro positivo N, 


de acordo com a Figura 11.7, Como os termos de [a,) são 
não-decrescentes, 


SA Ely o Se 
e, assim, 
L-€«a, para todo n z N 
Decorre que, se > N, então 
OsL-a «€ on E-al<e 
Pela Definição (11.3), isto significa que. - 


lima Ls M 


(Ee 
isto é (q,) tem um limite. 


Obtém-se a demonstração para uma segiência {a,} de 
termos não-crescentes de maneira análoga ou então consideran- 
do a seqüéncia (- a, ). 


Como ilustração do Teorema (11.0), a següiéncia monotó- 
nica fn/(n + 1)) mostrada na Figura 11.6 tem extremo superior 
(e limite) 1. 


Há muitas aplicações das sequências. Em particular, as ` 


segliências podem ser aplicadas à investigação do comporta- 
mento no tempo de uma epidemia tipo S — I Sr, Suponha 
que gs médicos liberem boletins diários indicando o número de 
pessoas que foram infectadas com a doença e das que se curaram. 


€———— — 


reem Tt tni date irae grt er 


— presume 
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Indicaremos por 1, 2, ..., 21, ... os dias dos boletins e por N a 
população total. Seja, além disso, 


T,= número de pessoas com a doença no dan 

F „= número de novas pessoas infectadas no dä 

C, = número de pessoas curadas no dia 1 
Segue-se que, para todo x = 1, 


L 


sti 


Lt, 17 C, 


GEM) 


Suponhamos que as autoridades sanitárias constatem que o 
número de novos casos em determinado dia seja diretamente 
proporcional ad produto do número de doentes pelo número de 
não-infectados no dia anterior, (Isto é o que se chama lei da ação 
de massa, e é típica de uma população de estudantes em um 
câmpus universitário.) Suponhamos, além disso, que o número 


de curados em cada dia seja diretamente proporcionalao número 
de doentes no dia anterior. Assim 


Pult e — C, = Hf, 


"4k Oé 


onde a e b são constantes positivas que podem. ser obtidas 
aproximadamente com base.em dados anteriores. Substituindo 
na fórmula precedente em relação a Z, , , temos 

71, +08, 0-1) bI, 


No estágio inicial de uma epidemia, 7, é muito pequeno compa- 


-~ rado com N, e do ponto de vista da saúde pública, 6 melhor 


superestimar o número de doentes, do que subestimá-lo ficando 
despreparados para a disseminação da“doenga.: Comisto em 
mente, abandonamos o termo al da fórmula de Ip, , e 


investigamos a dinâmica inicial da epidemia examinando a 
equação 


La, 91, + al, bl, =(1 + aN =D, 
Fazendo r =1+aN-b,entáo T, , = ri, e, portanto, 


Lar lo rl el m rl m ps m I Mus 


Isto nos dá a seguinte seqüéncia de números de pessoas infectadas: 


Ty pé PAR a PARA 


O número r=1+aN—btem importância crítica. Ser > 1, então, 
pelo Teorema (11.6) (ii), lim, = we a epidemia está progredin- 
GE 


do. Neste caso, quando a é grande, 7, já não é pequeno em compa- 
ração com N, o que invalida a fórmula de f,,, ,. Ser < 1, então, pelo 
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Teorema (11.6)6), lira f, = 0 e as autoridades sanitárias já não 
m 


precisam preocupar-se. O caso r 1 resulta na sequência cons- 
tante Lp fp eres Lo ceo 


EXERCÍCIOS 11.1 


Exeres, L-16: A expressão é o 1? termo a, de uma 
segiiência (a,). Ache os quatro primeiros termos e 


lim q, se existir. 
aa 
D 3 601-5 
f Jn + 2 i Snel 
3 Yu Ven? 
Bos 6 dë 
y CoD eg 
sarl 
r EN 10 4000 
dei +9 (Dat 
At Ba pr vi 
uert aas CDt qa 
T á i 
13 14 (0.1) tá de > 
qua nri 
15 te C 1) 16 E 


Exeres. 17-42: Determine se a sequência converge Ou. 
diverge; se convergir, ache o limite. 


17 kän =] 

Jlacctg D 20 E | 
21 [1.000 — a} E Dm | 
33 1 (- 1! E | Ai mês 

. 25 xu 2% SC 

D gd 23107 ln al 


30 (- 16337] 


y) 


31 (277 sen a] a a] 


28 - n e 5 


DN m 34 1 
is m-i n+ d ZE e 


35 [cos al 36 [4 + sen inj 
È 
EC 38 a 


aic Wi 


7) 
4 VRT Y) gk re - a) 


43 Uma população estável de 35.000 pássaros vive 

m três ilhas. Cada ano, 10% da população da ilha 

A migram para a iha B, 20% da poputação da ilha 

B migram pura a ilha Ce 5% da população da itha 

C migram para a ilha A, Denotemos por A,, B, e 

Ce respectivamente, os números de pássaros nas 

ilhas A, B e C, no uno it antes da ocorréncia da 
“migração, 


(a) Mostre que 
Aj, 1 "094, + 005€, 
B, o 014, + 0800, 
e 
Cio = 095€, + 0208, 


(b) Supondo que tim A „lim Bo clim C, existam, 
ano Cama a 
dê uma aproximação do número de pássaros 
em cada ilha após muitos anos. 


44 Uma população de linces é classificada por idade 
como “gatinhos” (menos de um ano) e adultos 
(gelo menos um ano). Todas as fêmeas adultas, 

. incluive as nascidas no ano anterior, têm uma cria 
a cada més de junho, com uma média de três 


“gatinhos” por cria. A taxa de sobrevivência dos * 


**eutinlos'! é de 50%, enquanto a dos adultos é de 


A o er REA err erre racer err e 
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66 i % por ano. Seja K, o número de “gatinhos”” 
recém-nascidos em junho do i"? ano, seja A, O 
número de adultos, e suponha que a relação de 
machos para fêmeas seja sempre 1. 

3 
(a) Mostre que K, , , = 54 


aA +1 
Anpi S At ok, 


ari? 


: i] bu 
(b) Conclua que A, «EA, E Kan ES o 


queA, IA, e 8 K, Que se 


pode conciuir subre a população? 


(845 Os termos da segiiência definida pela recorrência 
8,5 04,1 m Va, podem ser gerados introduzin- 
do S e pressionando repetidas vezes a tecla VE). 


(a) Descreva o que acontece com os termos da 
segiiência quando k aumenta. 


(b) Mostre que a, = SV o ache lim L^ 
dem 
1846 Se uma sequência é gerada introduzindo-se um 
número e pressionando repetidamente a tecla 


, em que condições a segiléncia tem um 
limite? E 


47 Os termos da segilência definida pela recorrência 
a, = edt, = Cosa, podem ser gerados introdu- 


zindo-se 1 (no modo radiano) e pressionando cos] 


repetidamente, 


(a) Descreva o que ocorre com os termos da se- 
quência quando k aumenta. 


(b) Supondo que lim a, = L, prove quej cos Leal o 
mz 


(Sugestão: lima, = Lo) 
DE 
48 Uma sequência (x,) é definida peta recorcência 
Apa IB i 


(a) Sex, = 3, obtenha uma aproximação dos cinco 
p p e 
primeiros termos da sequência. Prediga 


im Ke 
Am 


(D) Sex, =6, obtenha uma aproximação dos cinco 
primeiros tecmus da sequência. Prediga 
lim 


m 


49 Podem-se obter aproxi 
recorrência 


(a) Aprasime x» X, x4 Ca Se SE N = 10, 


(b) Supondo que lim x, = L, prove que L = YN. 
na 


50 A famosa segiiência de Fibonacci é definida pela , 
recorrência d, , = d, d, comas 


(a) Ache os dez primeiros termos da segiiência. 


(b) Os termos du sequência 1, = 4, , tt, dig uma 
aproximação de v, a razão dured. DE uma 
aproximação dos cinco primeiros termos desta 
segiiéncia. E 


(c) Supondo que fim r, =, prove que 
q 


ERGOE OH 


Exercs. 51-52: Se fé diferencidvel, então a sequência 
{a,} definida pela recorróncia a, (aj), para 
kz 1, convecgitá qualquefique seja acderivada 
f' torcontinuae f (x)| s B < À pora aliia constin- 
te positiva B. 


(a) Para a função f'dada, verifique qué seg: 
converge qualquer que seja ty determinando um 
valor conveniente de B. Eë 


(2) DE uma aproximação, com duas decimais, de 
lima, sed, = 1e também se a =~ 160. 
amo 


51 f(a) = $ sen a, cos a, + 1 


GE 
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11.2 SÉRIES CONVERGENTES OU DIVERGENTES 


Podemos utilizar segiiências para definir expressões da forma 


0,6 4. 0,06 + 0,005 + 0,0006 + 0,00006..... 


onde os três pontos indicam que a soma se prolonga indefinida»: 


mente. Na definição (11.11), tal expressão é chamada uma série 
infinita. Como só podemos somar algebricamente um número 
finito de parcelas, torna-se necessário definirmos o que significa 
esta “soma infinita”. Como veremos, a chave para a definição 
consiste em considerarmos a segiiéncia de somas parciais (S, 1. 
onde 5, é a soma dos k primeiros números da série infinita. Na 
ilustração precedente, 


8,=0,6 
S, = 0,64-0,06 = 0,66 
S, = 0,6 + 0,06 +0,006 = 0,666 
S, = 0,6 + 0,06 +0,006 + 0,0006 = 0,6666. 
etc. Assim, a sequência de somas parciais (S,) pode escrever-se 
0,6, 0,66, 0,666, 0,6666, 0,66666,.... 
Decorre do Teorema (11.15) que 
2 


S, > $ quando n > œ 


Intuitivamente, quanto mais parcelas somarmos na série, mais 
próximos estaremos de 3. Escrevemos, pois, . 


E = 0,6 + 0,06 + 0,006 +.0,0006 + ... 


e dizemos que 2 é a santa da série infinita. 


Com este caso especial em mente, introduzamos a termi- 

` nologia que será usada em todo o resto deste capítulo, Na 

definição que segue, supomos que q, Ay ss Gy » Sejam os 
termos de alguma seqüéncia. 
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m 


resi errem i tss mte eim 


D MIR 


Definição (11.11) 


Definição (11:12) Ty 


Uma série infinita (ou simplesmente uma série) é uma 
expressão da forma 


CU OR m taytan 


où, em notação de somatório; : 


- Ocasionalmente surge confusão entre os conceitos de série 
e segiiência, Tenha em mente que uma série é uma expressão 
que representa uma soma infinita de números. Uma sequência 
é uma coleção de números que estão em correspondência biu- 


nívoca com os inteiros positivos: A sequência de somas parciais: 


da próxima definição é um tipo especial de seqüéncia. que 
obtemos a partir dos termos de uma série. 


Tal como no caso especial introduzido no.comego desta 


seção, definimos a.segiiência-de somas;parciais de uma série 


como segue. 


Pela definição (11.12)()) 
“se 
Se 


të: 
$72, +0,+4, 
EI 


y Eagt a, + ag 
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Befinição (11.13) 


Para calcular Sy, S, S, etc, continuamos somándo mais 
termos da série. Assim, S, ovo é a soma dos mil primeiros termos 


da série X a, Se a seqiiéncia {S,} tem um limite S, dizemos 


que S é a soma da série X a, como na próxima definição. 


Na maioria dos casos é muito dificil achar uma fórmula 
para S, Todavia, como veremos em seções posteriores, é pos- 
sivel estabelecer a convergência ou divergência de uma série 
empregando outros métodos. Na restante desta seção conside- 
raremos várias séries importantes para as quais podemos achar 


uma fórmula para Sp 


EXEMPLO 1 
Dada a série 


Geh L., io. lo. 
1-2*2.3^3-4 CEET ida 


(2) ache Sy Sp Sp Sa Ss e Se 
(b) ache 5, 


(c) mostre que a série converge € ache sua soma 
SOLUÇÃO 
(a) Pela Definição (11.12), as seis primeiras somas parciais são: 


i.i 
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(b) Para achar S, escreveremos os termos da série em forma 
diferente. Por meio de frações parciais, podemos mostrar que 


a ach E WW 
" +i) n nl 


Consegiientemente, az "^ soma parcial da série pode ser escrita 


$ed, td es H, 


ij f OE E EE 
( 3) G ME de 


Reagrupando, vemos que todos os termos; exceto o primeiro c 
o último, cancelam-se, e então 


Sa a ls 


das slin ni 


Assim, a série converge 6 tem par si j 

ção (11.13), podemos escrever 
1 H i H 

"ES DEn ose 


a 1. Tal cómo nd Defini- 


A série 3 Lëintn + 1)] do Exemplo 1 é chamada série 


telescópica, porque, escrevendo-se S, como-em (b) da solução, 
os termos se reduzem telescopicamente a 1 - [14u + DI. 


APS 
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EXEMPLO 2 
Dada a série 


A A A OS 


asi . 

(2) ache Sy, Ba, Sg Ba S, E Se 

(b) ache S, 

(c) mostre que a série diverge 

SOLUÇÃO 

(a) Pela Definição (11.12), 
$,=1,5,=0,5,=1,5,=0,5,=1e5,=0 

(b) Podemos escrever S, como segue: 


S = i sen é ímpar 
n O sen é par 


(c) Como a segiiéncia de somas parciais (S,) oscila entre 1 e0, 
segue-se que lim S, não existe. Logo, a série diverge. 
m" 


EXEMPLO 3 
Prove que a série abaixo é divergente: 


1.1.1 1 
ECKE 


SOLUÇÃO 
Agrupemos os termos da série como segue: 


1,1 

LpGD Gip D EE 
Note que cada grupo contém o dobro do número de termos do 
grupo precedente. Além disso, como aumentando o denomina» 
dor diminuímos o valor de uma fração, temos: 
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` 


Como a soma dos termos dentro de cada conjunto de parênteses 


é maior do que 5 obtemos as seguintes desigualdades: 


s,>1+3+3>30) 

so tried ag 
Sy>1+]+]+1+4>50) 
SyTádeieiebeieiÓ90 


Pode-se mostrar, por indução matemática, que, 
Sa > (k + 1)6) para todo inteiro positivo k 


Segue-se que podemos fazer S, tão grande quanto quisermos, 
bastando usar n suficientemente grande; isto é, lim S, e oo. 


no 


Como RÄ diverge, a série dada diverge. 


A série do Exemplo 3 será útil posteriormente e tem um 
nome especial: 


Definição (11.14) | 


Na próxima seção daremos outra demonstração da diver- 
gência da série harmônica. 


Cestos tipos de série ocorrem com fregiiência nas soluções 
de problemas aplicados. Uma das mais importantes é a série 
geométrica 


arartars. Feit 


onde a € r são números reais, com a ef. 


Teorema (11.15) | Se 


3 
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DEMONSTRAÇÃO 
Ser = 1, então S = ata. as na, e a série diverge, pois 
lim S, não existe. 


re 


Ser=-1, então S, a se ké impar, eS, « 0 se ké par. Como 
à segiiência de somas parciais oscila entre a e 0, a série diverge. 


Ser=1, então 
S = atar +a e toi) 
e rS mar aP ok aÈ h e anh 
Subtraindo os membros correspondentes destas equações, obtemos 
(1-8, =a-art 


a j Dividindo ambos os membros por 1 — , 


Conseqüentemente, 


Dm S, = lim 


nm acm 


= lim 


neo 


a 


Se je] «1, então lim r^ = 0, pelo Teorema (11.6)(0), e então 
peço 


lim S, = =S 


nmw Ter 
Se [+] > 1, então lim r, não existe, pelo Teorema (11.6)(ii) 
m 


e daí lim S, não existe. Neste caso a série diverge. 


am 


EXEMPLO 4 


Prove que a série abaixo converge, e ache sua soma: 


0,6 + 006 + 0,006 +... + É ho, 


SOLUÇÃO 


Esta é a série considerada no começo desta seção. É a série gcomé- 
trica com a = 0,6 e é = 0,1. Como þri < 1, concluímos do Teorema 
(11.15)0) que a série converge e tem por soma 


mo 
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EXEMPLO 5 
Prove que a seguinte série converge e ache sua sonia: 


2.2 2 
Ed qu ent + 


SOLUÇÃO 


A série converge, pois se trata de uma série geométrica com 
r= $ < 1 Pelo Teorema (11.15Y1), a soma é 


Teorema (11.16) 


DEMONSTRAÇÃO 
O nº termo a, da série pode ser expresso como 


4,2$,-5,., 


no 


Se $ é a soma da série X a, então sabemos que tim S¿=8 c 


am 


também que lim S, | =S. Logo 


nubem 


lim a, =im(S,-S, p «Him, —limS, ,—$-S20 

dae ^ ase aan Puma 

O teorema precedente afirma que se uma séric converge, 

então seu termo de ordem n, 4, tem por. limite O quando 

1 > 00, A recíproca é falsa — isto €, se lim a, = 0, não decorre 
DEG 


necessariamente que a série seja convergente. A série harmôni- 
ca (11.14) é um exemplo de série divergente para a qual 


lim o, — 0, Consegientemente, para estabelecer a convergência 
ne 


de uma série, não basta provar que lim a, = 0, já que isto pode 
4m 


ser verdadeiro tanto para séries divergentes como convergentes. 


PARECE neon 


Ge = i 
f d 
. 3 
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: | : 
O próximo resultado é um corolário do Teorema (11.16) t DEMONSTRAÇÃO ` 
€ das observações precedentes. £ 
E Por hipótese, podemos escrever B 
mo Selim o, = 0, então a séri i : | t 
Teste do n "^ termo (11.17) e EC série y 4, 6 divergente. Da, = apt dyt me ENEE A 
(i) Sé lim a; = 0, então é necessária uma investigação 2 Bech bad seed bot Ge hi EA E 
MICE g ` i {1 
adicional para determinar se a série 3 a, $ convergente ou i Denotemos por S, é T, as somas parciais de ordem n de X D 
divergênte: e » t e x b, respectivamente. Segue-se que, sen = k, então 
A próxima ilustração mostra como aplicar o teste do a "^ | 5, 75 E Ta = Te qe 
terma; H ou S, = T, + (5, - TQ à 
ILUSTRAÇÃO d Conseqüentemente, lim S, = fim T, + (S, ~ Tp) 
E ne e 
l É no a l SÉ ; f . . e assim, ou ambos os limites existem, ou nenhum dos dois 
SERIE TESTE DO n * TERMO CONCLUSÃO K ez? EE PO MES ` límites existe. Isto nos dá a conclusão desejada. Se ambas as 
E E sérios convergem, então suas somas diferem por 5,- Ty 
D lim an Diverge, por (11.17) gem, t gas somas diferem por Se Y 
Amd t 2041 2 [0] O Teorema (11.18) implica que à modificação de um 
gek $ número finito de termos de uma série não afeta sua convergência 
E, N Sei : q ou divergência (embora altere a soma de uma série convergen- - 
i lim -a7 i GE i : r » . o, te). Em particular, se substituíssemos os primeiros% termos de 
3 E o à - ata a ie da 
[zn B adicional, SC 3 . 3 a, por 0, a convergência não seria afetada. Segue-se que a 
(LITE) É série 
— tim Lo Necessário Gar O 
2, Yn sex And tigação converge ou diverge conforme Y. a, seja convergente ou diver- 
Mai adicional, por rgeot X Seja ge 
(117 , gente, respectivamente. A sérica, , F hat se obtém de 
À e a, suprimindo-se os k primeiros termos. 
aa im Es Diverge, por-(11,17) . y i 
pue Le 0 
m 


Para fins de referência, enunciemos este resultado como segue: 


e i Teorema (11.19) 
Veremos na próxima seção que a segunda série anterior- 
mente citada converge, e que a terceira série diverge. 


` Opróximo teorema afirma que se os termos corresponden- 
tes de duas sérios são idênticos após certa ordem, então ambas 
as séries convergem ou ambas divergem. 


ué 
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il 


Teorema (11.20) | 3 


EXEMPLO 6 
Mostre que a série abaixo converge: 
1 1 i 
3. 4*3.3* "* Ge3n33)" 
SOLUÇÃO 


A série dada pode ser oblida por supressão dos dois primeiros 
termos da séric telescópica, convergente, do Exemplo 1. Logo, 
pelo Teorema (11.19), a série dada converge. 


A demonstração do próximo teorema decorre diretamente 


da ee (1. 13. 


converge e teri por soma A =B, ` 


É fácil mostrar que, se X a, diverge, então 5 ca, tam- 
bém diverge, para tado c e 0, 
EXEMPLO 7 


Prove que a série seguinte converge, e ache sua soma: 


E A 
A ala + 1) $-! 
SOLUÇÃO 


No Exemplo 1 estudamos a série telescópica 5 1/(uín + 1)] 
onde mostramos que ela converge e tem por soma 1. Utilizando 
o Teorema (LL 20) com c =7 a, = 1/(1(n + 1)], vemos que a 
série 5 7/ulu + 1)] converge e tem por soma 7(1) « 7. 


A série geométrica Y 2/3" - ! converge e tem por soma 


3 (ver Exemplo 5). Logo, pelo Teorema (11.20)(1), a série dada 
converge e sua soma é 7 4 3 = 10. 


—— -———————————— ''''ÁÓÁÁÓ a EE 
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Era 


Teorema (11.20) | se ER a, 6 convergente e X b, é divergent então 


. contradição. Suponhamos, pois; que Y (a, + 


X (a, + b) é divergente, 


DEMONSTRAÇÃO 


Tal como no enunciado do teorema, s 


b, divergente. Daremos uma prova indireta 
mos que a conclusão do teorema é falsa e chegaremos a uma 
b,)éconvergen- 
te. Aplicando o Teorema (11.20)(11), constatamos que a série 


Y la, +0)-01= Y 5, ; 


é convergente, Isto contradiz o fato de que X b, é divergente c, 


então, nossa suposição é falsa; isto $ » (a, + b) é divergente. 


` EXEMPLO 8 


Estabeleça a convergência ou divergência da série 


SOLUÇÃO 


Como Y (1/5) € uma série geom 
$ (1/1) éa série harmônica divergent 
dada é divergente, pelo Teorema (11.21); 


Podemos aplicar as séries infinitas a0 caso da epidemia S 
~> E- S abordado no fim da Seção 11,1, Suponhamos que, em 


` lugar de 7, (o múmero de doentes no dia 1), estejamos intéressa- 


dos no número total S, de indivíduos que estiveram doentes 
entre o primeiro e o z "º dia. Tal como em nossa discussão 
prévia, vamos superestimar $, aproximando o número P, , | de 
novos casos no dia «t + 1 por ol, Assim, 

SI ARABE AR + EF 


2d, + aNl, + aNt, + ai, +... + ol 


"ett 


Lembrando que /, = r7 s com rz 1 aN ~- b, obtemos 


t i H 
| E 
i 
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5 to + alter? ' 
n = I, E aNT, + NH, + ar, 4... 4 aN" 11 0,37 + 0,0037 +... + Roo *e 313 H te à + d 
zl ei a re rhe ero?) , 
A 12068 + 0,000628 + .., + SR + ata ` 
Tal como na demonstração do Teorema (11.15), isto pode ser 1 ` ` "qo 7 ` HR £5 
: E i3 
escrito como: i E EI Yxercs. 33-40; Use o teste do termo de ordena para. : 
i prot U 00d 13 KH zepo E 14 X Gart determinar. sea série diverge, ou se É necessária uma Ü 
$,7 1H + ani, 1-;^1 ) [ de E investigação adicional. , 
-r -r j p 
z x " ` Sn 1 ni 
Ser «1, então 15 Y em. 16 Y Col 33 » == 34 y —— ex 
A A Zaa “Arves C 
Am, S, = I, + aNh "seres. 17-20: Use o Teorema (11.15) para achar ` i 2 1 
todos os valores de x para os quais a série é conver- 35 5 i 36 < 
p a "43 ri f 
1 1 gente e ache a soma da série. net nei ii 
= + . 
t 1 ni pet - m 
Y7i-x4xX-X3 24 (1)tu]4. 
` ` e» Qj y E 38 3 n sen i 
=l b 4 18 133 ea oen eu KA Ve net " 
1 b ` 


191,63, 6-39 w3 
ARA unt 


EXERCÍCIOS 11.2 


b 
-n (525) 


Se a e b são aproximados com base em dados anteriores, este. 
resultado possibilita aos agentes sanitários determinarem uma 
cota superior para O número total de indivíduos que estarão 
afetados em determinado estágio da epidemia. 


Exeres. 1-6: Use o método do Exemplo 1 pata achar 
C) Sp 5, € Sp OS, (0) a somada série, se for 


convergente, 


t 3- Qu + Se: +3) 


E e 
2 (n + Dän + 7) 
SA 
3 —— 
P 4m = 


E 


* X S273 


” 


nominador.) 


Exercs. 7-16: Use o Teorema (11.15) para determinar ` 


sea série geométrica converge ou diverge; se conver- 


Bir, ache sua soma, 

E 3 
73454 tp 
8 3+ 3 


A — 
gatet Ca ho. 


D i i u 
6 2 Viti va (Sugestão: Racionalize o de-: 


. a 
2034G- 24 ES, A E 
3 ul 


fl Exerc: 21-24: A barra indica que os algarismos se 


“repetem indefinidamente, Expresse a decimal perió- ` 


dica como uma série e ache o número racional que ela 
representa. 


21023 22 5,148 . 
23 3,394. ` 2421828... 


Exeres, 25-32: Use à Exemplo 1 ou 3 e o Teorema ' 


(11.19) ou (11:20) para determinar se a séric converge 
ou diverge. 


25 1 1: EN! ` 
KEE) $-6*7* dna" 
1 A l 


i 
NEI 


1-2 -3 ema Do 
1 H 
NET * 


D 
»» In (i + 1) 40 X ln Es 3) 


Exercs. 41-48: Utilize séries conhecidas, convergen- 
tes ou divergentes, juntamente com o Teorema 
(11.20) ou (11.21) para determinar se a série 6 con- 
vergente ou divergente; no caso de convergência, 
determine a soma. 


Berez 
net 

sii A 
D'KAZ 
RER 


sr i 
ss * nne 5] 
46 2 E +1 -i] 


nel 
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ENE 5 3 
g PAR +27 ne 5) 


^m 


o eX 


Xexeres, 49-50; Para a séric convergente dada, (1) 
aproxime $, S, e S} com cinco casas decimais e (b) 


obtenha uma aproximação da soma da série com três 
H casas decimais. 


sen n awi 
é so ML 
49 y Et e SE 


“E at 


51 Seja S, a n" soma parcial da série harmônica. 

Se'M = 3, use o Exemplo 3 para achar um inteiro 
e positivo un tal que S, = Af, e aproxime S, com duas 
E casas decimais, 


H 52 Faça o Exercício 51 com M = 8. 


53 Prove (ou nio) Se Y a, e $, b, são ambas 
divergentes, então y (a, + b, diverge. 


54 Onde está o erro na seguinte “prova” de que a 


n 

] série divergente 3, L-3107 tem soma 0? 
mot 

(Ver Exemplo 2.) 


E 


X Cy 


Deg 
spre] [+ EDI [+0] e 
=0+0+0+...=0 


55 Deixa-se cair uma bala de borracha de uma altura 
de 10 metros. A bola repica aproximadamente 
metade da distância após cada queda, Use uma 
série geométrica para aproximar o percurso total 
feito pela bola até o repouso completo. 


56 A extremidade de nm pêndulo oscila do longo de 
um arco de 24 cm em sua primeira oscilação. Se 
cada oscilação é aproximadamente 5/6 da oscila- 
on precedente, use uma série geométrica para 
obter uma aproximação da distância total percor- 
rida pelo pêndulo até entrar em repouso completo. 


57 Administra-se a um indivíduo uma dose de Q 
unidades de certo remédio. A quantidade que per- 
mangce na corrente sangiíínea ao cabo de £ minu- 


tosé Qe", com c > Q. Suponhamos que a mesma 
dose seja administrada a intervalos sucessivos de 
T minutos. 


(a) Mostre que a quantidade A(A) do remédio na 
corrente sangüínea imediatamente após a 
k ^ dose é dada por 


k-1 
Alk) = 5, E Qe t 


(b) Ache uma cota superior para a quantidade de 
remédio na corrente sangüfnea após um nóme- 
ro arbitrário de doses. 


(c) Ache o menor tempo entre doses que ege i 


que A(k) não excede certo nível M, M » Q. 


58 Suponha que cada unidade monetária introduzi- 
da na economia reciceule como segue: 85% da 
unidade original são gastos, em seguida 85% 
daqueles 0,85 são gastos e assim por diante. 
Determine o impacto econômico (o total gasto) 
se $ 1.090.000,00 são introduzidos na economia, 


59 Em um programa de erradicação de epidemia, 
Hiberam-se diaciamente na população N moscas 
macho esterilizadas, e 90% dessas moscas sobre- 
vivem a um determinado dia, 


(a) Mostre que o número de moscas esterilizadas 
ya r após dias é dado por N + (0,9) 
(ON, 


(b) Sc objetivo do programa, a longo alcance, é 
manter 20.000 moscas esterilizadas na papu- 
lação, quantas moscas devem ser liberadas 
cada dia? 


60 Certo remédio tem meia-vida de cerca de 2 horas 
na corrente sangiínea. A cada 4 horas adminis- 
tram-se doses de K miligramas, com Ka ser ainda 
determinado. 


(a) Mostre que o número de miligramas do remé- 
dio na corrente sangúínea após a n "? dose é 
K+ H Kta t Or = UK, e que esta soma 


é aproximadamente ik para grandes valores 
den. 


(b) Se mais de 500 miligramas do remédio na 
corrente sangüínea é considerado um nível 
perigoso, determine a maior dose possível que 
possa ser administrada repetidamente por um 
longo período de tempo. 


eege 
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(c) Ref. Exercício 57. Se a dose Ké de 50 miligra- 
mas, com que freqüéncia pode ser administra- 
da com seguranga? . 


61 Aprimeira figura exibe uma sequência de quadra- 

dos Sy S5. ..., Sy  Denotemos por a, A, e P,O 

lado, à área e a perímetro, respectivamente, do 

quadrado S,. O quadrado 5, , , se constrói a partir 

: de S, ligando-se quatro pontos de $, com cada 

G ponto à distância de F a, deum vértice, conforme 


mostra a segunda figura. 
(a) Ache uma relação éntre Apa Cp 
(b) Ache a, A, e P,. 


GN 


(c) Calcule Y) Pe 7 An: 


nei DER 


11.3 SÉRIES DE TERMOS POSITIVOS 


Na seção precedente estabelecemos a Convergência: 
gência de várias séries por meio de uma fórmula par: 


62 A figura exibe vários termos de uma segiiência 
consistindo em círculos e quadrados «lternantes. 
Cada círculo está inscrito em um quadrado, e cada 
quadrado (exceto o maior) está inscrito em um 
círculo. Seja S, a área do n *? quadradó-e Cia 
área do nº círculo, : 


(a) Estabeleça relações entre S, eC 
Sr 5 


(b) Que porção do maior quadrado está sombréada 
na figura? ` 


suma 


parcial S,, determinando então se lim S, existe ou não. Infeliz- 


u- a 


mente, a não ser em casos especiais como os da série geométrica 
ou da série telescópica, quase nunca é possível achar uma 
fórmula explícita para S, Podemos, não obstante, desenvolver 


testes para a convergência ou divergência de uma séris x a, 


que utilizam o n ^? termo a,. Tais testes não nos dão a soma S 
da série; dizem-nos apenas se a soma existe. Isto é suficiente na 
maioria das aplicações porque, sabendo que a soma existe, 
podemos aproximar o seu valor com um grau arbitrário de 
. precisão, bastando somar um número suficiente de termos da 


sério. 


EE e 
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Teorema (11,22) 


Nesta seção consideraremos apenas séries de termos po- 
sitivos — isto é, séries x a, tais que a, > O para todo n, Embora 


isto possa parecer demasiadamente restritivo, as séries de ter- 
mos positivos constituem o fundamento de todo onosso trabalho 
com séries, Como veremos: mais adiante, a. convergência ou 


divergência. de uma série arbitrária fregüentemente pode. ser . 


determinada a partir da convergência ou divergência de uma 
série de termos positivos. .* ` 


O próximo teorema mostra que, para estabelecer a conver- 
gência ou divergência de uma série de termos positivos, basta 
determinar se a segiiéncia de somas parciais (S,) é cotada. 


DEMONSTRAÇÃO 


Se (5,) é a segiiência de somas parciais da série de termos 
positivos 3 a, então 


Bebe «8, «... 


e conséqüentemente {S,} é monotónica. Se existe um número -. ` 


M tal que S, < M para todo j, então (S,) é monotônica cotada. 
Tal como na prova do Teorema (11,9), 


Im 5, — S sM 


n 


pata algum S, e, assim, a série converge. Se não existe um tal 
número M, então lim S, == ea série diverge, 


nas, 


Podemos utilizar o n Di termo a, de uma série Y a, para 


definir uma função f tal que f (n) = a, para todo inteiro positivo 
n, Em alguns casos, se substituirmos z por x, obteremos uma 
função definida para todo número real x = 1. Por exemplo, 


ai 1 
dado A não Sa SO = qa 


+ 
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Teste da Integral (11.29) 


Figura 11.9 


Substituindo n por x, obtemos f (x) = 147, que é a função 
desejada. Notemos que 


Yi Ae 3 160) =D «FQ + fm) +. 


mul 


O próximo resultado mostra que se uma função f obtida dessa `>- 
maneira satisfaz certas condições, então podemos utilizar a -: . 
: w 


integral imprópria f FG) dx para testar a série $ f(n) guan- 
nel 


to a convergência ou divergência. 


DEMONSTRAÇÃO 


De acordo com a hipótese, seja f (n) = a, e consideremos f (1) 
. para todo real x = 1. A Figura 11.8 exibe o gráfico típico desta 
d função positiva, contínua e decrescente. Se n é um inteiro 


- ilustrado na Figura 11, 8 é 


die fO» fO) EN 


‘Analogamente, à área do polígono retangular circunscrito ilus- 
trado na Figura 11.9 é 


nos 


YADDA ER 
Kéi - 
Como f f(x) dí é a área sob o gráfico de fde 1 a n, 


Y WE f fode s i fe 


Zei 


positivo maior do que 1; a área do polígono retangular Inscrito — >. 
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Denotando por $, a 7 "* soma parcial da série. Í D+ Ora 
+ f (n) u então a desigualdade acima pode ser escrita 


5, - (0 « ff 160r 5 S. 


A desigualdade precedente implica que, se a integral 


E f(x) dx converge e é iguala K > 0, então 
1 n 
S-fü)sK ou S sKef() 


para todo inteiro positivo x. Logo, pelo Teorema (1122), asérie 


5 f ln) converge. 


Se a integral imprópria diverge, então 


lim f $6) dx «c 


ai LU 


amem 


ecomo f fG) de « S, , tomos também lim S, , 9; isto 
1 
é, a série X f (1) diverge. 


Ao utilizar o teste da integral (11.23), é necessário considerar 
LI D 
f FG) de = tim J fG) de 
1 tn 


Assim, devemos integrar f (x) e então tomar um limite. Se P Va 
não é integrável elementarmente, deve-se empregar um outro 
teste para investigar a convergência ou divergência da série. 


EXEMPLO 1 


Use o teste da integral (11.23) para mostrar que a série harmônica 


1,1 1 
La gg to eh 
diverge (ver Exemplo 3 da Seção 11.2). 
SOLUÇÃO 


Como a, =1/1, fazemos, fü) = 1/n. Substituindo it por x obtemos 
f(x) = tix. Como fé positiva, contínua e decrescente para xa 1, 
podemos aplicar o teste da integral (11.23): 


[ie = tim f É de = lim In: n 
É 2 S 


me" px 
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m 


dim [int ail o 


A série diverge, de acordo com (11.23Y (i). 


EXEMPLO 2 
Determine se a série infinita X ne conver 
SOLUÇÃO 


2 2 " 
Como q, — ne^" , fazemos f (n) « n&" e consideramos f (x) = 


a : ai zn N 
xe Sexa 1,fépositivae contínua. Pade-se utilizara derivada 
primeira para determinar se f é decrescente, Como 


f'o- ey pre o e“ 21% <0, 


f 6 decrescente em [1, 0), Podemos, pois, aplicar o teste da 
integral como segue: E 


1 


BE 


afat lim Scb 
Alisa jat ei 2e 


1 


SR EE d 
xe^* dx = limf xe^* de= lim | (Yer 
forte tm se? ae = tin [e] 


tendo, portanto, uma soma S. Mas ndo achamos o valo; 
rico de S, O número 1/(22) na solução é o. valor de unta integral 
imprópria, e não a soma da série. Se quisermos, podér 
uma aproximação de $ utilizando uma Soma pa 
suficientemente grande. (Ver Exercício 59.) 


Pode-se usar o teste da integral também sea fimção f 
satisfaz a condição (11.23) para todo x = k, pura algum inteiro 
positivo k. Neste caso, não fazemos nada mais do que substituir 


a integral em (11.23) por T f(x) dx, o que corresponde a 


desprezar os E — 1 primeiros termos da série. - 


A série seguinte, que é uma generalização da série harmó- 
nica (11.14), terá grande utilidade quando aplicarmas testes de 
comparação mais adiante. 


amas => A tam 
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Definição (11.24) | Umasérie-p, ou sériebiperarmónica, é uma série da forma 


“onde p é um niineio real positivo. ' 


Note que, se p= 1 em (11.24), obtemos a série harmônica, O 
teorema seguinte dá indicação sobre a natureza da série-p. 


Teorema (11.25) 


DEMONSTRAÇÃO 


O caso especial p =1 é a série harmónica divergente: Seja p um 


número real- positivo e p.» 1. Aplicaremos o teste da integral. 


(11.23), fazendo f (u) =1/n? e considerando f (x) 1/3? 
CH, A função f é positiva e contínua para x = 1. Além disso, 
para esses valores de x, vemos que f '(x) DECH e e 
assim f é decrescente. f satisfaz, pois, as condições enunciadas 
no teste da integral (11.23), e consideramos 


fla ü " " . FEE 
ix pedim fis sm [I]. 


tom 


i o. 
= lim (17^ — 1 
e ) 


Sep>1, então, p-1>0ca última expressão pode escrever-se, 


i oq H H 1 
ele 71) - 1550 0-755 


Assim, por (11.231), a série-p converge se p > 1. 


Sc0<p<1, entio1--p>0e 


top into =D => 


o Logo, por (11.23Xii), a série-p diverge, . 
Se ps 0, lim (1/17) » e, por (11.17)(), a série diverge. 


n-o 
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ILUSTRAÇÃO 
SÉRIE-p “VALOR DE CONCLUSÁO 
p 

bc 11 p=2 Converge; por. 
Zä =Le tg he, (11.25), pois 2 » 1.- 
- 101 psi Diverge; por 
P NEE (1125Yi), pois 4 < 1 
o Vet N 3 

1 1 1 p=? „Converge, por 

garlt gat gate WËNSCH EEN 
| p i Diverge, por 


Ata da ds 
EME 


asi 


(1125)Y), pois ¿ < 1 


O próximo teorema permite utilizarmos séries conhecidas - 


convergentes (divergentes) para estabelecer a convergência (di- 
vergência) de outras séries. 


Testes de Comparação (11.26) |' 


DEMONSTRAÇÃO 

Denotemos por S, e T, as somas parciais de ordem n de 
b» ae X b, respectivamente. Suponhamos que y b, seja 
convergente e tenha por soma T. Se a, « b, para todo 11, então 


+8, T, « Te então, pelo Teorema (11.23), 3 a, converge. Isto 


prova a parte (1). 


' Para provar (ii), suponhamos > b, divergente e a, = b, 
para todo n. Então S, = Tp e como T, aumenta sem limite quando `. 
ntende para infinito, o mesmo ocorre com S, Consegiientemen- 


te, $ a diverge. 
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A convergência ou divergência de uma série não é afetada 
quando se suprime um número finito de termos; a condição 
a, sb, o0ua,2b, de (11.26) é entáo exigida somente do termo 
de ordem k em diante, para algum inteiro positivo E 


Diz-se que uma série 3 d, domina uma sério 3 €, se 
c, sd, para todo inteiro positivo n. Nesta terminologia, 
(11200) afirma que uma série de termos positivos que é 
dominada por uma série convergente é também convergente. A 
parte (ii) afirma que wma série que domina uma série de termos 
positivos divergente é também divergente. 


EXEMPLO 3 


Determine se 2 série converge ou diverge: 


1 Se 
e A 245 a 2 Ya - 1 
SOLUÇÃO 


(a) Para todo n= 1, 


E 
245 ^5 3 
Como Y (1/5) uma série geométrica convergente, a sério 
dada também converge, pelo teste de comparação (11.26)1). 


(b) Aséric-p H 1/Vit diverge, e assim também diverge a série 
obtida desprezando-se o primeiro termo 1/41. Se n = 2, então 


1 DI 3 1 


o qr Va 


Decorre do teste de comparação (12060 que a série dada 
diverge. 


Ao utilizarmos um teste de comparação, devemos primei- 
10 escolher uma série 3 b, adequada, para então provar que 
a, sb oua, b para todo inteiro n maior do que algum inteiro 
positivo, Esta prova pode ser assaz difícil se a é uma expressão 
complicada. O teste de comparação seguinte é em geral mais 
fácil de aplicar porque, escolhida X b, basta obter o limite do 


quociente a,/b, quando n=, 


Teste limite de comparação |: 


E 
ba 
EEE PONR EE R 
0 £ € X 
2 2 
Figura 11.10 


Wad 


che 


x 
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Sejam Y a, e y b, sérios de termos pásitivos. Se 


D LA E 
lim =c>0. 
ameba E 


ambas as séries convergem ou àiiibas d'vërg 


DEMONSTRAÇÃO 


Se im (a/b) c » 0, então a, / b, está próximo de c se n é 


ac 


grande. Logo, existe um número N tal que 


sempre que >N 


Se a série $ a, converge, então 5 (c/2)b, também converge, 


porque é dominada por 3 ai, Aplicando (1 120Yii), vémos que 
a série 
ate 
EK (5) (Gi 


Reciprocamente, EK b, converge, então: S “a, fambém 
converge, pois é dominada pela. série convergente 
3 (3c/2)b,. Provamos que > a, converge se e Somente; 
5 b, converge. Consegientemente 5 a, diverge seesoniento 
se 3 b, diverge. i 


converge. 


Se, em (11.27), o limite é O ou c, ainda assim é possível 
determinar se a série p a, converge ou diverge, aplicando a 
teste de comparação do Exercício Si ou 52, respectivamente, 


Para obter uma série Y b, conveniente para ser usada no 
teste limite de comparação (11.27) quando a, é um quociente, 
um bom processo consiste em reter apenas os termos do neme- 
rador e do denominador que têm o maior efeito sobre a magni- 
tude. Podemos também substituir qualquer fator constante c por 
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1, pois Y be b cb, são ou ambas convergentes ou ambas 


divergentes (ver Teorema 11.20). Este processo é ilustrado a 
seguir para diversas séries 


ILUSTRAÇÃO: 
CONSERVANDO OS TERMOS ESCOLHA DE 5, 

a, DE MAIOR MAGNITUDE ' BT? 

EIER Mm 3 1 
4 rr? dë 4m P 
A Ge 2 L 
Yn. nz? HH n 

3 y ! 

GE Yu a 03 i 
GEIER G^ Gë ` Gi Dal 

EXEMPLO 4 


Determine se a série converge on diverge: 


a 


o Y Suv e) p EN 
SOLUÇÃO 
(a) On ™ termo da série é 

E lo. 

a= VETT 


n 


Desprezando o número 1 no radicando, obtemos b, = 1/. Vit, x 
que éo termo de ordem n de uma série-p divergente, com p = 2 i 


Aplicando o teste limite de comparação (11.27), obtemos: 
3 


a, Er P arum 
j dm yim yF pum gu ict 


am 


Como 3 b, diverge, 3 a, também diverge, 


É importante notar que não podemos usar b, = 1/ Era 


como teste de comparação (11.26), porque a, < bp em lugar de 
amb, 


SN 


—— 
SE 


ek 


ps 
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(b) O 1% termo'da série é 
e 30 + Sm 
nº qub. 
Desprezando os termos de menor magnitude do numerador e no 
denominador, obtemos 
E 
2 T 
e, então, escolhemos b, = 1/2". Aplicando o teste limite de 
comparação (11.27), obtemos 


EE E Lt 3 + Sn 
T + L ree SOR 


á d 
lim $ = lim =3>0 


no Dy 


Como, pelo Teorema (0150, X b, 6 uma série. geométrica 


convergente (com rei <1), aséie ` a, também é convergente. 


EXEMPLO 5 


Br t Yn " e 
: e ou diverge. 
CC Determine se $ a, converge ou diverg: 


SOLUÇÃO 


Seja a, = 


w 


Para obter uma série de comparação adequada * b, conserva- 


“mos a apenas as potências mais altas de n no numerador e no 


denominador, obtendo 


gu 8 


- 
um ei 


` Aplicando o teste limite de comparação (11.27) cora b, Aa, 


obtemos: 


im % jim Men? é? 
nos D, nem Semen? d 


Su + 
elm STA e8s>0 
aum Sem xn? 


Como S, b, é uma série-p convergente comp = 5 > 1,decor ` 


re de (11.27) que Y, a, também convergente, 
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Concluiremos esta seção com várias observações gerais 
sobre séries de termos positivos. Seja ` a, uma série de termos 


positivos e suponhantos os termos agrupados de alguma manci- 
Ta, como, por exemplo, 


(q, +4) +4, t (ay + Ag + Ag FA) E ou 
Denotando a última série por 3 b, de modo que 


b, =a, + ay b = ap Du 


ET t Ag t Aaa 


então qualquer soma parcial da série X b, é também uma soma 
parcial de X Ge Segue-se que, se X a, converge, então 
b, também converge e lem a mesma soma. Vale argumento 
análogo para qualquer outro agrupamento dos termos da série 
a, Assim, se tuna série de termos positivos converge, então 


a série obtida agrupando-se os termos de uma maneira ar bitrá- 
ria também converge e tem amesma soma, Já a respeito de séries 
divergentes não é possível fazer afirmação semelhante. Assim 


é que os termos da série divergente Y (~ 1)' podem ser agru- 
pados de modo a originar uma série convergente (ver Exercício 
54 da Seção 11.2). 

Suponhamos, em seguida, que uma série convergente de 
termos positivos 3 a, tenha asoma S e que so forme uma nova 


série » b, reagrupando os termos de uma forma arbitrária. Por 


exemplo, 3 b, poderia ser a série 
d, lgt bs dy d e 


SeT éan "soma parcial de X b, então é uma soma determos 


de Y a, Sem é o maior índice associado ao$ termos a, em T, 
então T, « S, < S. Conseqüentemente, T, < S para todo n. 


Aplicando o Teorema (11: 22), vemos que » b, converge e tem 


soma T « S. A demonstração precedente independe do reagru- 
pamento particular dos termos. Podemos também considerar a 


série 5 a, como obtida pelo reagrupamento dos termos de 


y b, e, então, pelo mesmo argumento, S « T. Provamos que se 
os termos de uma série de termos positivos, convergente, 

a, são reagrupados de uma forma arbitrária, a série resul- 
tante converge e tem a mesma soma. 


eem D mtem errem 
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EXERCÍCIOS 11.3 


Exercs. 1-12: (a) Mostre que a Função f determinada 
pelon ?? termo da série verifica a hipótese da teste da 


integral. (b) Use o teste da integral para determinarse 
asérie converge ou diverge. 


ay Ll 
3 Gs ET 3 (4 +9? 
a mm 
3 $ i i 4 X E D 
KA Ael 
N, LI 
e ed “6 3 1 
" die nn — S) 
ue ay 
Im A alla ay 


- arte n e E 
é 12% — 
» teat A 14 160? 


be 


Exercs. 13-20: Use um teste básico de comparação 
para determinat se a série converge ou diverge. 


a i ^os 
i3 14 L4 
p DEER p est 
T 2 
S cm 16 3 + cos; 
A n3" 2 i: 
1 5 Arta n 18 " arcsec n 
epo £e Däin 
sy "yl 
uan ni 
net 


Exercs, 21-28: Use o teste límite de comparação para 
determinar se a série converge ou diverge. 


D 


e 
A P 1.4 z 3 


ut 


is 


e Ae 1 2 
23i 
ER Vid Sn 


vol 
“mes p. iX 


umi 


Exeres, 29-16: Determine se a série converge ou 
diverge. 


S mat ei Ad 
9 Y 9L 30 Y Ed 
2, LESES PE NÉIER 
-31 mE 

FERE 


38 V um tlan 
5 ne 

2 Vín +1 A danzt 
eg » 

37 Y ue 


ay Qu IN 
a Gra H e +1 
WEEN 
ay em aS afis 
p DEEN X 2 
salna Se a 
45 S 7 4g v ER EZ 
d A Ld A nes 


Exercs, 47-48: Determine todos os reais k para os 
quais a série é convergente. 


Sé E 


q i 
4 3 48 — do 
2 ny X a (la n} 


GE 
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49 (a) Use a prova do teste da integral (11,23) para 
mastrar que, para todo inteiro positivo n > 1, 


i.i i 
Infua Uesiazn 3 + tl ina 


(b) Estimeontúmero de termos daséricharmônicague ` 


devem ser somados para que se tenha S,» 100. 


50 Considere o problema hipotético ilustrado na fi-: . 


gura, Partindo de uma bola de 0,30 m de rajo, uma. 
pessoa empilha bolas verticalmente de tal modo 
que, ser, é o raio da k™ bola, então 


Baer, Vaz Qu + 1) para cada inteiro positivo n. 


(a) Mostre que a altura da pilha pode tornar-se 
arbitrariamente grande. 


(b) Se as bolas são feitas de material que pesa 12 
quilos por metro cúbico, estabeleça um extre- 
mo superior para o peso total da pilha. 


51 Sejam me 3 b, sérios de termos positivos. 


Provequesclim (a /b,) = Qe 5 b, converge, en- : 
n=» 0 


tão p a, converge. (Isto.não se verifica necessa- 
riamente: para séries. que. contenham termos. 
negativos.) 
52 Provegueselim (2,/h)=ne 3 b, diverge, então 
a. $ 
$ a, diverge. y 


53 Seja S a, uma sério convergente de termos posi- 
tivos. Seja Qi) = a, e fcontínuae decrescente para 


x= N, para algum inteiro N. Prove que o em 
Ke ao aproximarmos a soma da série dada 


por y a, é menor do que E FG) dx. 


nei 


Exercs. 54-56: Use o Exercício 53 para estimar. o 


menor nümero de termos que devem ser somados para: ` 


aproximar asoma da série com um erro menor que E. 


GER p E = 0001 s54 m E- 001 
s. ne! 
ER 


1 
a ay" ES 


57 Prove qué se uma série de termos positivos 
pl D converge; então 3 (1/a,) diverge. 


58 Prove que se uma série de termos positivos 
5 a, converge, então 3 Ya, da, converge, 


(Sugestão: Mostre- primeiro que Vagy, ı s 
la, ta; 1/2 


E] 


Exeres. 59-60: Obtenha uma aproximação da soma 
da série dada com três casas decimais. (Use o Exerci- 
cio 53 para justificar a precisão de sua resposta.) 

zl ; m 
59 3 ne = 


set 


a 


y=xe yo In(%) paro k=1,2,30 1523 20,0 
E então os gráficos para Prever sea sério 


2 FA P 5 converge ou diverge, para k = 1,2, 3. 


181 62 Grafe no mesmo sistema de eixos coordenados 
yexeys(nx) para k= 1,2, 3e1sxs200, e 


use então os gráficos para prever se 9 série ` 


3 1 converge ou diverge, para k = 1, 2, 3. 
e Gm n 


eicit pter teme ER 


6t Grafe no: mesmo sistema de eixos. coordenados. - * 
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Teste da Razão (11.28) 


41.408 TESTES DA RAZÃO E DA RAIZ 


— án 


Para que possamos aplicar o teste da integral a uma série de 
termos positivos X a, com a, = f (1), os termos devem ser 


decrescentes e devemos saber integrar f(x). Isto exclui muitas - 


séries que envolvem fatoriais e outras expressões complicadas. 
Introduziremos agora dois testes que permitem determinar a 


convergência ou divergência, quando outros testes falham. In~ . 


felizmente, para certas séries tais testes são inconclusivos, con- 
forme indicado na parte (iii) dos mesmos. 


y a, uima série de termos positivos, e suponhamos 


outro teste. 


DEMONSTRAÇÃO 
.0 Suponhamos | lim AUN )zsL«1esejarum número 


tal que0sL «r«1. Como a, , a, está próximo. de L se n é 
grande; existe um inteiro N tal que, sempre que at =N, 


+1 


KEEN 


d 
Substituindo a por N, N + 1, N +2, — obtemos 
Hy, S GP 
2 
fy o Oy SON 
Bora? Bud" ay 
e, em geral, 
Aen < ay" sempre que em >0 
Decone do teste de comparação (11.261) que a série . 


Ge, VT Gato Gy ur e 
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converge, pois seus termos são inferiores aos termos correspon- 
dentes da séric geométrica convergente 


ay bay A b e 


Como a'convergéncia ou a divergência não é afetada quando se 
elimina um número finito de termos (ver Teorema (11.19), a 


a 
série X a, também converge. 
nal 


(ii) Suponhamos lim (a, , vol = L > 1. Se r é um real tal 
(E 


que L >r > 1, então existe um inteiro N tal que 


el 
LRL > y > 1 sempre quen xN 


d 


Consegilentemente, a, ,, > a, sen 2N. Assim, lim a,» De, pelo 


uma 


teste do enésimo termo (LL.17X1), a série 3 a, diverge. 
A demonstração para o caso lim (a, , da) =% é análoga 
à ima ` 
e é deixada como exercício. 


(iil) O teste da razão nada permite concluir se 


pois é fácil verificar que o limite é 1 tanto para a série convergente 
3 (1/12) como para a série divergente X (1/1). Conseqüente- 
niente, se o limite é 1, devemos empregar um outro teste. 
EXEMPLO 1 


Determine se a série é convergente ou divergente. 


y ES 
SOLUÇÃO 


(a) Aplicando o teste da razão, temos: 


a ' H 
an Dat. n 
lim = lim (an : Si 
d 


ama A, ncm 


TEE 
amo tur F 
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= lim 
ana td 


=0 


Como 0 « 1, a série é convergente. 


(b) Aplicando o teste da razão, obtemos; : 


a 
lim 22 


n>m 


= lim 
& ava (ne 


= Jim mao a 
aa ++ 


Como 3 > 1, a série diverge, conforme (11.28)(ii). 


EXEMPLO 2 


5 MET " e a DN 
Determine a convergência ou divergência de Y d 
Les nl 


D 


SOLUÇÃO 
Apliquemos o teste da razão: 


tim 221 tim EWEN 
a- a, nem (uM ant 


(e + jt m! 


= lim 
ums (ni) DN 


e tio EM pe s 


a-m dI nm D 
1Y 

-limile7ji-e 

acm D 


A última desigualdade é uma consequência do Teorema 
(7.32Y(ii). Como e > 1, a série diverge. 


Zei, KO " 
Se, para uma série $ ap Lia (a, 14/4) = 1, devemos 
me 


utilizar um teste diferente (ver (iii) de (11.28). A ilustração 
seguinte apresenta algumas séries deste tipo e sugestões sobre 
como determinar a convergência ou divergência. 


EE 


"EES 


$ 
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- | y 
ILUSTRAÇÃO i EXEMPLO 3 » 
a, SUGESTÃO -F . ` ai m 
SÉRIES X a, lim t Determine a convergência ou divergência de X d H 
aan Gy 3 a” . 
j É 
. . 2 E Á d 
Ms MAs 1 Determine a convergência pelo testo... i SOLUÇÃO... Ñ 
d Sé = MË eu pi p: comparação: (11.27) com H Aplicando o teste da raiz, ij 
hal n. É 
2 +1 1 Determine a divergéncia pelo teste F M. lim pat tim mi^ 1 
X Vii Sn 3 limite de comparação (11.27) com E . : Mn WO "el om ` 
nos ý b,= i/Vm. y ÜS 
p prum ` M 
inn 1 Estabeleça a divergência usando o = De, n 7 
Um teste da integral (11.23). . gU 
not Como 0 < 1, a série converge. Poderíamos ter aplicado o teste da i 
razão, mas o processo de cálculo do limite seria mais complicado. £u 
O teste seguinte costuma ser útil quando q, contém potên- 7 ` o as 
cias de n; EXERCÍCIOS 11.4- D 
Teste da Raiz (11.29) M M 1 it 
. f ) Exeres. 1-10: Determine lim D 21i. e use o teste da 13 X z M 5 DM * 
aam "De Nt o in i £y 
razão para determinar se a série converge ou diverge, M 
ou se o teste É inconclusivo. a WE? o 
ssa 6 $ dos 
Vu Ln 107 


PE . Ae: 


a 


Ut y y (=! s y (Ly O 
» Ki 2n +1 2, ka ` 
` e 
fv 
, RE Zë: D Ekeres; 19-40: Determine se: a série converge ou ES 
«pode; x convergente ou div gent - diverge. " 
i sy BON e 
DEMONSTRAÇÃO EM 5 A : my E ; 
H 
Se L<1, consideremos um número r arbitrário tal que EEN i» ' ` "TI, 
Aën do finito evt entes a o E 
OsL<r< 1 Pela dofinicio delimite, existe umineiro positivo Pr TFT Pr Ken 21 9988 2 3 mE. 
N tal que, se n z N, ento nva, «rou a, <r, , Zug gi-i 
. LO 
o 9 ER X nl o a 
Como0<r<1, Es é uma série geometricamente convergen- HE tre AY BS 2 E 24 2, A - i 
ne - 
te e, então, pelo teste básico de comparação (11.26), Exercícios 11-18: Achelim Vi, e usco testeda raiz o a 
t ` > 2 n 
n T para determinar se aséri c converge ou diverge, é ouse 25 3 (5) nl 26 3 ^x 
P converge. Conseqientemente, Y , converge . Com o téste é inconclusivo. Fei UU 
= . isto provantos (1). O resto da prova é análogo à do teste da razão. a 5 1 n 5 In n) » b y ow 5 10 + p 
7 . zi rt d e 
[ves [BIBLIOTECA Jew] ; Au ` P EL gc © 
| SALA DE RESERVA; o 


Git (Qui 
29 y SE 30 a 
2 Gei A E 
“o - e yt 
QNS - as ID 
VUA VR V On S 
iua 
a Ina < Ma 
33 -4 3 
P oy A 
/ M METTE 
Li ng i OK El 
a 2 n . 2 a 


11.5 SÉRIES ALTERNADAS E : CONVERGÊNCIA ABSOLUTA _ 


Os testes de convergência estudados até aqui só podem ser 
aplicados a séries de termos positivos. Consideraremos agora 
séries infinitas que contêm termos positivos e termos negativos. 
O tipo mais simples e mais usual de tais sérios é a série 
alternada, em que os termos são alternadamente positivos c 
negativos. Costuma-se representar uma sério alternada como 


P = 
g,70 S CO Ai 
on: BET GH 
com a, > O para todo k. O próximo teorema fornece o teste 


principal para a convergência de tais séries. Por conveniência, 
a 


consideraremos (- 1) 7 1 a,. Demonstração análoga vale 


br 
a 


para X (ia, 


dei 


Testa para séries alternadas |; 
(11.30) 


E . A 0 para todo É. 


EA 


Cp 
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DEMONSTRAÇÃO 


" . Pela condição (1), temos 


A, 2 N, Z Ay Z Ay Z Ag d mpm, um 


a Consideremos as somas parciais 
Oe E geng Sa So Sy Nei 5, 
OG Ss A! . a iu ` 
. que contêm um número par de termos da série. Como: 
Figura 11.11 


S772) (57a) * t (87,102) 
$4, — 4, p4 > 0 para todo k, vemos que 
Ox$,35,5.. S, s... 
isto é, {S,,} é uma séqüéncia monotônica, Este fato evidencia-se 
também na Figura 11.11, onde adotamos uma reta coordenada 
I para representar as quatro somas parciais seguintes da série: 


$,5a,$,2a,7a, $,2 4, — mts, == F Ay m y 


É interessante você procurar determinar os pontos de 1 corres- 
pondentes a Sye S. . 


` Referindo-nosã Figura 11.11, vemos ques, sa, para todo 


inteiro positivo n, o que se pode provar também algebricamente, 
notando que 


Sa, 7 0, (474) EE m O TA 


Assim, (S,,) é uma segiiência monotônica cotada: 
prova do Teorema (11.9),. - 


limS,, =$ Sa, 


LM norm 


para algum número $. 


Considerando em seguida uma soma parcial Sa + QUE 
contém um número fmpar de termos da série, então 


$5,175 + 1, ¿como EM, y, 150, 


tim S. «lin Sy =$ 

a 7 IR ay 
Como tánto a seqüéncia de somas parciais pares como a de 
somas parciais fmpares têm o mesmo limite $, segue-se que 


lim S, 5 $a 


ama 


ou seja, a série converge. 


ET Ogre ear 
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EE uërg 


EXEMPLO 1 
Determine se a série alternada converge ou diverge: 


9 cn zt 9 CO qos 


pel 
SOLUÇÃO 


(a)Sejaa, = Zi = iy 


Para aplicar o teste das séries alternadas (11,30), devemos 
mostrar que 


D ama, , para todo inteiro positivo k. 
(i) lim 2,0. 


me 


Hã várias maneiras para demonstrar (1); Uma delas.consiste em -. 


mostrar que f(x) = 2x/ (457 — 3) é decrescente para zl, Pela regra 
do quociente, 


ne (dx? - 30) - (2x)(8%) 


(4x7 3 
-8&7 -6 
M7 E 3j <0 


Pelo Teorema (4.13), f (x) é decrescente e, assim, f (&) = f(k + 1), 
isto é a = 0,,, para todo inteiro positivo k. 


Podemos também provar (i) diretamente, mostrando que 


6, — 0, 1320. Assim, se a, = 20/44? 3), então, para todo inteiro . 


` positivok, 
Us DE S ERI 
Goei” ARIS 7 Wk iy-3 
8E + BE 6 


“INR + BE M 
Podemos ainda provar que a, 2:6, , mostrando que q, , /a,s 1. 


Para provar (ii), vemos e 


" Zi 
lim a, = lim ad - 
ncm ace 


Assim, a sério alternada converge. 


ee 


Ceman 
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(b) Pode-se mostrar que a,za,, , para todo k, entretanto, 


2n H 
dim, 3 “2º H 
e, assim, a série diverge, pelo teste do n “º termo (11,176). . 


O teste (11.30) para séries alternadas também pode ser 


usado se a condição (I) é válida para k > «t, para algum inteiro.» 


positivo m, porque isto corresponde a omitir os m primeiros 
termos da série. 


Se uma série converge, então a 4 ™ soma parcial S, pode 
ser utilizada para aproximara soma S da série, Em muitos casos, 
é difícil determinar a precisão da aproximação; mas, no caso de 
uma série alternada, o teorema seguinte constitui uma forma 
simples de avaliação desse erro. 


“DEMONSTRAÇÃO. 


A série obtida” pela eliminação: dos a: primeiros termos de < 


H Curta, isto é, 


EN, ED t CI agarra 


também verifica as condições de (11.30), tendo, portanto, uma 
soma R, Assim, 


O CAS 


e IR] 2,17 fasat 6.57 


Utilizando o mesmo argumento empregado na prova do teste das ` 


séries alternadas, vemos que |R | s a, , ,. Conseqitentemente, 
E=|s-Si=lRisa,,, 


que é o que queríamos provar. 
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No próximo exemplo aplicamos o Teorema (11.31) para 
aproximar a soma de uma sério alternada, Para discutir a preci- 
são de umu aproximação, devemos primeiro convencionaro que 
significa precisão de uma casa decimal, precisão de duas casas 
decimais etc. Adotamos a seguinte convenção. Se E é a erro de 
uma aproximação, então esta terá uma precisão de k casas 
decimais se [E] < 0,5 x 107%, Temos, por exemplo 


precisão de 1 casa decimal se [E] < 0,5 x 10752 005 
precisão de 2 casas decimais se Mi 0,5 x 1077: 0,005 


precisão de 3 casas decimais se JE] « 0,5 x 107°= 0,0005 


EXEMPLO 2 


Prove que a série 


1 
p — e eu A ——— 
1- 3i + ty e ho. 


é convergente, c obtenha uma aproximação com cinco casas ` 


decimais da sua soma 5. 
SOLUÇÃO 


O n termo a, = 1/(2n— 1)! tem limite O quando st ^» 00, e a,» 
4, , y para todo inteiro positivo E Logo, a série converge, de 
acordo com o teste das séries alternadas. Aproxiniando S por S,, 
então, pelo Teorema (11.31), o erro cometido éno máximo igual 
a8,, = MQn + 1)L Cateulando alguns valores de a, , q, vemos 
que, paran=4, 


aji i m 0,0000028 < 0,000005 


Logo, asoma parcial S, éuma aproximação deScom cinco casas 
decimais. Como 


i 1 1 
$-1-3*377 
211,21. 0,841468 


6 * 120 ^ 5040 
temos 5 = 0,84147. 


Segue-se de (11.48(2)) que a soma daséricésente, então, 
que sen i s» (0,84147. 
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Definição (11.32) 


Segue-se um conceito útil no estudo de uma série que tem 
termos positivos e termos negativos, mas não alternadamente. 
Permite-nos utilizar testes para séries de termos positivos para 
determinar a convergência de outros tipos de séries (ver Teore- 
ma 11.34). S M 


Umas >: a é absolutamente convergente sóa sério 


DA 
; Ecolivergente;- SE 


Note que se 3 a, é uma série de termos positivos, então 


hj =a, , & neste caso convergência absoluta e convergência 
coincidem. 


EXEMPLO 3 


Prove quea série alternada abaixo é absolutamente convergente: 


SOLUÇÃO 


“Tomando valor absoluto de cada termo, temos 


que é uma série-p convergente. Logo, pel 
série alternada é absolutamente convergente. 


EXEMPLO 4 


A série harmônica alternada é 


apro 1,11, > art 
En alo rg te ten EE 


Mostre que esta série é 


(a). convergente (b) não absolutamente convergente 
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Definição (11.83) Ni 


Teorema (11.34) 


SOLUÇÃO 


(a) São verificadas as condições (i) e Gi) do teste (11.30) das 
séries alternadas, porque 


1 i 
aT 7 Pata todo dee lim È = 0 


am 


Logo a série harmônica alternada é convergente, 


(b) Para testar a convergência absoluta, aplicamos a Definição 
(11.32) e consideramos 


ile yi 


Deg? 


Esta é a série harmônica, que já sabemos ser divergente (ver 
Exemplo3 da Seção:11:2). Logo; pela Definição (11.32), a série 
harmônica alternada não é absolutamente convergente: 


Séries convergentes mas não absolutamente: convergentes, z 
como a série liarmónica-alternada: do: GE 4, recebem um. Bs 


nome especial, indicado na próxima definicáo. — 


O teorema seguinte mostra que a convergéncia. absoluta 
implica convergéncia:::- 


DEMONSTRAÇÃO 


Fazendo b,= a, + la Je aplicando a propriedade— |a | « a, « la, b 
obtemos 


Osathds2jal ou Osbs2lal 


Se X a, é absolutamente convergente, então 3 Ia 6 conver- 


gente e, então, pelo Teorema Q120y), 3 2 |a fé convergen- 


te. Aplicando o teste básico de comparação (11.26), vê-se que 


meio pera AN AN rr 


ei 


tee 
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: absolutos: S 


“EXEMPLO 6 


b, é convergente. Por (11.20)(ii), 3 (b, — la) € conver- 
gente. Como b, — |a, = a, está completa a demonstração. 


EXEMPLO 5 $ 


Seja S qa série.. i i R 


i Lo 4243 4.1 dod 
3*9 3S x E 


onde os sinais dos termos variam de dois em dois, e onde |a,] = 
1/2". Determine se X a, converge ou diverge. 


SOLUÇÃO 


A série não é alternada, nem geométrica, nem tampouco uma 
série de termos positivos, de modo que não se pode aplicar dÉ 
nenhum dos testes estudados: Consideremos:a série-de valores: 


HI H 
Şi- dddedeedie 
Trata-se de. uma sério: geométrica conur= 5 convergente por 
que È < 1, de acordo com o Teorema (11.15)()). Assim, a série 


dada é absolutamente convergente e, pelo Teorema (11.34), é 
convergente. 


Detérmine se a série abaixo 6 convergente ou divergentes” 


sen 2 sn3 sen n 
E UM 


sen t+ + Ho... Ge 
2 3 1 


SOLUÇÃO 


A série contém termos positivos e termos negativos, mas não é 
uma série alternada, porque, por exemplo, os três primeiros 
termos são positivos e os três seguintes, negativos. À série de 
valores absolutos é . 


sena sen d 
m 
: Kä n 
Como Te "ër 
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a série de valores absolutos 3 Neen m] é dominada pela EXEMPLO 6 


sóric-p convergente 5 (1/13), sendo assim convergente. À ; Determine se a série abaixo é absolutamente convergente, con- 
série dada é, pois, absolutamente convergente e, então, conver- : dicionalmente convergente, ou divergente: 
i gente pelo Teorema (11.34). : 


Do que precede, vemos que uma série arbitrária pode ser 


clasificada em exatamente um dos seguintes tipos: + soLUÇÃO 
à () absolutamente convergente : A Aplicando d teste da razão (11.35), btts 
M. (i condicionalmente convergente & ; "A M xs u+ Y PC 
! ` (qui) divergente ; ` a |a] a aA 
B aturalmente, para séries de termos positivos, basta determinar : SE i (adas $ EN Eé? 
: a convergência ou divergência. id m 4 73 


Pode-se utilizar a forma seguinte do teste da razão para 


Logo, por (11.35)(1), a série é absolutamente Eo 
investigar a convergência absoluta, 


Teste da razão para ` MED A série de ten S i nulos, e suponhámos ` Pode-se mostrar que, se uma série 5 a, é absolutamente 
convergência absoluta (11.35) |. 3 E Wh rU convergente e se os termos são reagrupados de maneira arbitrá- 


ria, a série resultante converge e tem a mésma soma que a sério 
original. Já não se pode dizer o mesmo para una série condicio» 


nalmente convergente. Se x 4, $ condicionalmente conver- 


TC, por exemplo, R.C. Buck, Advanced 
" , RA 3 " E 
então, med reu 
ege. Bed. (New York, Meta gente, então, mediante um reagrupamento adequado dostermos, 
podemos obter uma série divergente ou uma série convergente 
- 1978) pp. 238-239. Š 
que tenha qualquer soma prefixada S*, 


bastante habilidade para doendo y Se feste patá diga 
série dada. Essa habilidade só se adquire fazendó-sé muitos 
exercícios que envolvam diferentes tipos de séries. O resumo a 
seguir pode auxiliar na escolha do teste; mas há séries às quais 


A demonstração é análoga à de (11.28). Note que, para as ---não se pode aplicar nenhum desses testes, Em tais casos, pode 
- Séries de termos positivos, os dois testes da razão são idênticos. p om utilizar resultados obtidos em cursos avançados 
le matemática. 


Podemos também formular um teste da raiz para a conver- 
géncia absótuta. O enunciado é o mesmo que o de (1129), 
exceto quanto ao fato de sübstituirmos Va, por Via. 


aprecie eee 


a Pd a cn SETTE T 


EE 
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Resumo dos testes de convergência e divergência de séries 


| 
d 
1 
| 
| 


TESTE SÉRIE CONVERGÊNCIA OU COMENTÁRIOS 
“DIVERGÊNCIA 
n"? termo 5 d Diverge se lim ge 0 Tnconclusivo se lim a, = 0 
d nes no 
+ 
Série geométrica: |. f (i) Converge com. Útil para testes de compara- 
arm a ção seo termo a, é análogo a 
A S=qIpselr]<i arte, a 
(H) Divergese|r]=1 
Série-p 24 G) Convergesep>1 Útil para testes de compara- 
nr (ii) Divergese ps ção seo termo a, é análogo à 
rn in. 

Integral ; S : 7 ; A função fobtidade a, =f (0) 
3 a, G) Converge sef ki C3 de | deve- ser contínua, positiva, 
as converge decrescente. e facilmente 
a, = Pi = integrável, 

(ii) Diverge se f fold É 
1 
diverge 
Comparação Xe» IQ Se X b, converge e A série de comparação. 
EE a, £b, para todo 1, * b, é em geral uma série 
então 3 a converge. geométrica ou uma série-p. 
E Para achar b, em (iii), 
' y considere apenas os termos 
() Se) b, divergee de a, que têm maior efeito 
a, 2 b, para todo n, sobre a magnitude. 
então X a, diverge. 
(ii) Selim (a/b)- c» 0, 
wan IT. 
ambas as séries con- 
vergem ou ambas di- 
vergem. - 
Razão X D SCH Zi fen o) a Inconclusivo seL = 1 
sério ` Du se a, envolve fatoriaisou 
(i) converge (absolutamen-, potências de grau n. 
te)seL «1 
(i) diverge se L> 1 (ou 0) Sea, > O para todo n pode-se 
desprezar o sinal de valor 
absoluto. 
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Continuagáo 


CONVERGÊNCIA OU 
DIVERGÊNCIA 


TESTE. SÉRIE 


lis 


COMENTÁRIOS ` 


Se lim: Wal eL (ouo) a 
a 


Raiz... 

Sa 
série 
(i converge (absolutamen- 


te)seL <1 
Gi) divergeseL > 1 (ou 09) 


InconclusivoseL=1. : 


Útilsea, envolvepotênciasde | 


grau mn. « 


Se a, > 0 para todo n, pode-se 
desprezar o sinal de valor 
absoluto. H 


Converge se d, = d, , p Para 
todo ke lim a, «0 
Deg 


Séries alternadas 


Aplicável somente a séries 
alternadas. 


Y 


E H Jk converge; então 


Útil para séries que conte- 
"ham termos positivos e 


eT X a converge ^^ ^ ternis negativos. 
EXERCÍCIOS 11.5 
Exeres, 1-4: Determine se a série (a) verifica as e bk 
condições (I) e (ii) para o teste das séries alternades $ X Ey Ha 


(11.30), e (b) converge ou diverge. net 
S e ed S ay Zi psan 
1XCUU TL E pots m: 


nl nm 


Gi 


D - ROS 
3 X Eva e) 4c 3 (ay EA 


eto dei mai 


' Exexes. 5-32: Determine se a série é absolutamente 


convergente, condicionalmente convergente ou di- "D Cay g i T 2 Y epe 
vergente, at | 2, | 
n IIS 

: er > | “ze pi B t Ze 

7 ze ird. 5 vi sb. 2 T - n 


ser 
na? 


10 Y Ey ha 


B 


D 
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18 i ci Lt 12 


nel "aun 
y uj nic = a E 
alc 1y n sen i 
eu Ze segu : 
SE yz i : 

2 y = is 
ute ac iy 1 i z 


S d s cos mt 
BS Cr È 2 tu CEE 
A d A j 


sen 
at? 
EG Cay md 
d 
2, u-4 +5 


$»yc»y E 


qui 


11.6 SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Exercs, 33-38: Obtenha uma aproximação com três 
casas decimais da soma de cada série. 


= : RE 
NA ys 
d cci Lawn 
dit ys SE ps 
d anti eum E (dy 
2 zcv $» 5 PA KÉ E 
fe E 


Exercs, 39-42: Use $ Teorema (11.32) para achar um . 
inteiro positivo n tal que S, seja uma aproximação da 


soma da série com quatro casas decimais. 


aco 1 sop 
Sena «4C» 3 
n=l y ami 
al as cy 
a y DN 2e ) IER 


Exeres, 43-44: Mostre que a série alternada converge 
para todo inteiro positivo k. 


Sopla Syd 
4 Y Ci T M CY 


nu not 


. 45 Se A ae X b, são ambas convergentes, 


X a,b, $ também convergente? Explique. 


46 Se X a c X b, são ambas divergentes, 
Y a,b, $ também divergente? 


Md 


Conforme dissemos no capítulo de introdução, a principal razão 
para o desenvolvimento da teoria das seções anteriores é a 
representação de funções coma séries de potêncius — ista é, 
séries cujos termos contêm potências de uma vartávelx. A título 
de ilustração, utilizando a fórmula S = a/(1 —r) para a soma de 
uma série geométrica (ver Teorema (11.15), obtemos 


E ENT 


H 
i-x 


sg? 


ems 
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Detinição (11.36) |-Seja x uma 


desde que [+] < 1. Fazendo f(x) = 1/(1 —x) com lx] <1, então 
FO= Ltr e E e 
Dizemos que f (x) é representada por esta sério de potências. 


Para achar um valor particular f (c), fazem 
série, Por exemplo, 


1 i.(iY iY 
3) -1+3+(2) e 
Mais adiante aplicaremos outras técnicas para representar por 
séries tipos diferentes de funções. 


A definição a seguir pode ser considerada como unta 
generalização da noção de polinômio à uma série infinita, 


ável: Uma série de potências de x é uma. 


série da fo: 


ini número real. - 


Substituindo-se x por um número e na série de potências 


aa”, obtemos 
tat 


2 

" 2 
X GC s dy e a C e d + 
amo 


Pode-se então testar esta série de termos constantes quantoja 
convergência ou divergência. Para simplificar o n"? (caño, 
admitimos que x = 1, mesmo que x = 0, O principal objetivo 
desta seção é determinar todos os valores de x para'os quais a 
série é convergente, Toda série de potências em x converge se 
x=0, pois 


agt a, (0) + a OF + ra (0) + za 


Para achar outros valores de x que produzem séries convergen- 
tes, costumamos empregar o teste da razão para convergência 
absoluta (11.35), conforme exemplos a seguir. 


Seege 


| 
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EXEMPLO 1 


Ache todos os valores de x para os quais a série abaixo é 
absolutamente convergente: 


1 irris d ET CENA 
SOLUÇÃO 
Fazendo 
D mi 
Us EI x uw 
então 
: i e (a+ itti se 
de EN | m t nx" 
É tu 3x : ni 
po 5n sii ( 5n Ju E skl 


Pelo teste da razão (11.35), com — $ ls], a série será absolu- 
. tamente conyergentese as seguintes desigualdades equivalentes 
forem verdadeiras: 
iblei dee -5<x<5 


A série diverge se ibb 1,istoé, sex » 5oux «5. 


Se ibl = 1, 0 teste da razão nada permite concluir; os. 


números 5 e — 3 exigem tratamento especial. Substituindo x por 
5 na série de potências, obtemos 


itit2434. tanto 


- que € divergente, pelo teste do # ° termo (11.17), porque, 
lim a, » 0. Fazendo x =—5, obtemos 


ge 


C di-142-34. t (IY t a 


que também é divergente, pelo teste do » 7º termo. Conseqüen-, 
temente, a série de potências é absolutamente convergente para 

, todo x no intervalo aberto (— 5, 5) e é divergente para qualquer 
outro valor de x. 


Á—— 


EXEMPLO 2 


Ache todos os valores de x para os quais a série de potências 
abaixo é absolutamente convergente: 


RE La 
DEE yt 


SOLUÇÃO 


Utilizaremos a mesma técnica do Exemplo 1; Fazendo « 


então” 


ml mt 


(n+ Dx 


Ki 
tim |- | = lim 
PE L^ nee 


= lim 
EE 


i d = 
HN 9 


O limite O é inferior a 1 para todo valor de x, logo, pelo teste da 
razão (11.35), a série de potências é absolutamente convergente 
para todo número real x. 


EXEMPLO 3 


. Ache todos os valores de x para os quais 3 nix"é convergente, 


SOLUÇÃO 


Seja 1, = nlx”. Se ze D então 


"EL BCEE 
tim || = lim m 
gw pU bai wa 


D tim ln + ibj = lim + pbj = 0 


e, pelo. teste da razão (11.35), a série diverge. Logo, a série de 
potências dada é convergente somente se x = 0, 


OTeorema (11.38) mostrará que as soluções dos exemplos ` 
precedentes são típicas no sentido de que, se uma série de 
potências é convergente para valores não-zero de x, então ou ela 
é absolutamente convergente para todo número real, ou é abso- 
lutamente convergente em algum intervalo aberto (— +, r) e 


EIERE 
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Teorema (11.37) 


divergente fora do intervalo fechado f~r, +]. A prova de tal fato 
depende do próximo teorema. 


Ü ( Se uma série de pótências $ DEA convergente para 
~ gin núnicro c diferénte de zero, eutão é absolutamente 
convergente sempre que bd «ll^. 7577 


DEMONSTRAÇÃO 


Se as converge e c = 0, então, pelo Teorema (116), 
lim ais, Pela Definição (11.3) com €= 1, sabe-se que existe 


no 


um inteiro positivo N tal que 
ja "|< 1 sempre que n = M 
Conseqüentemente 


a 


D 
X 
PEE 
c 


; EE 
E] a pel É 


desde quen aN. Schl-K enpobk/id < 1, e * kd é uma 
série geométrica convergente. Logo, pelo teste básico de com- 
paração (11.26), a série obtida com a omissão dos N primeiros 


termos de $ lao é convergente. Decorre que a série 


X kal também é convergente, o que prova Wi 


Para provar (ii), suponhamos que a série seja divergente 
sex = de 0. Seaséricéó convergente para algum número c, com 
Jei} > [if então, por (i), ela converge sempre que li «tel. Em 
particular, a série é convergente para x = d, contrariamente à 
nossa suposição. Logo, a série diverge sempre que EICH 


Estamos agora em condições de provar o seguinte: 


Absolutamente 
convergente 


Divergente 


> 0 


Divergente 
iR ` números reais para os quais a série é absolutamente convergente, 
Pelo Teorema (11.37), a série diverge se [x] Wl e, então, todo 


H 


Figura 11.12 x dax” com raio de 
convergência z. 


Figura 11.13. Intervalos de convergência. 


A” é únia série de potências, então ou 


G) . a série converge somente se x = 0,0u 


“existe um húmero r > O tal que a série é absolutament 
ergente se x está no Intervalo'abertà (- Ep 
` divergente se x <- roux > r. ` el 


DEMONSTRAÇÃO 


Se nen: (1) nem (ii) são verdadeiras, então existem números c c 
d diferentes de zero, tais que a série é convergente se x = ce 
divergente se x = el, Denotemos por S o conjunto de todos os 


número em S é menor do que Je. Pela propriedade de comple- 
tude (11.10), $ tem um extremo superior r. Segue-se que a série 
é absolutamente convergente se Wl < r c diverge se [i] > r. 


O caso (iii) do Teorema (11.38) acha-se ilustrado graficamente - 
na Figura 11.12, O número r é chamado raio de convergéticia 
da série. Em — r e/ou r pode ocorrer convergência ou divergên- 
cia, dependendo da natureza da sério. 


A totalidade dos números para os quais uma série de 
potências é convergente chama-se intervalo de convergência. 
Se o raio de convergência + é positivo, então o intervalo de 
convergência é um dos seguintes (ver Figura 11,13 


C5n endis End. 


Para determinar qual destes intervalos é-válido, deveno: 
testes separados para os números x sei DE E 


Em (i) ou (ii) do Teorema (11.38), o raio de convergência 
se denota por G ou so, respectivamente. No Exemplo 1 desta 
seção, o intervalo de convergência é (~ 5, 5) e o raio de 
convergência é 5. No Exemplo 2, o intervalo de convergência é 
(a, e) e dizemos que "= co, No Exemplo 3, r = 0. O próximo 
exemplo ilustra o caso de um intervalo de convergência semi- 
aberto. 


EXEMPLO 4 


Ache o intervalo de convergência da série de potências 


D 


ls 
PEE 


GO 


Paren 


FEDERE 


ere 


SEELEN 


O n eed 
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Definição (11.39) 


a SEENI i 
d 0 14 


Figura 11.14 Intervalos de convergência — 


SOLUÇÃO 


Note que, neste exemplo, o coeficiente de Y € 0, e o somatório 


começa com n = 1, Façamos n, = dt e consideremos 


»- 


is | tes | pw | E E Moy 
a-m | tiy nazi xt n9 | VE 


= lim E NM: DN = d 


nm 


Segue-se do teste da razão (11.35) que a série de potências é 
absolutamente convergente se [x] < 1 — isto é, se x está no 
intervalo aberto (— 1, 1). A série diverge sex» 1 oux <~ 1. Os 
números 1 e 1 devem ser estudados separadamente, mediante 
substituição-na série: j 


Fazendo x = 1, obtemos 


o E 1 


Mete sar E 
230 DEE EE EE dm 


que é uma série-p divergente comp = É Parax=—1, obtemos 


Ley ER co 
2p get gte Ju e 


nel 

que converge pelo teste das séries alternadas. Logo, a sério de 
potências dada converge se — 1 sx < 1. A Figura 11.14 é um 
„esboço do intervalo de convergência [- 1, 1): .. 


-Consideraremos também os seguintes tipos mais gerais de 
séries de potências. 


A 


H 
E 
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Absolutamente, 
. convergente ` 
Divergente Divergente 


er 0 etr * 


Figura 11.15. 3 oe. c)" com raio 
de convergência r. 


Para simplificar o n "° termo em (11.39), admitimos que 
(x--c)? = 1 mesmo quando x =c. Tal como na demonstração de 
Teorema (11.38), mas com x substituído por x — c, ou 


(i) A série converge somente sex — c = Q —isto É, sex = c, ou 
(Hl) a série é absolutamente convergente para todo x, ou 


(Hi) existe um número r-> O tal que a séric é absolutamente ` - 
convergente: sp z está no intervalo. aberto Ier c + ne 
divergente sex e c-rou x»cr. 


. A Figura 11.15 ilustra o caso (ili). Os pontos extremos do 
intervalo, c — r e c + F, devem ser investigados separadamente, 
Como anteriormente, a totalidade dos números pata os quais a 
séric é convergente chama-se intervalo de convergência; r é o 
raio de convergência. 

EXEMPLO 5 > 
Ache o intervalo: de convergência: da série 
. ; : 


ET 
SOLUÇÃO 
Fazendo ut, = (- y EY É de 
` nad 
HH 
então bi 
. ` es 
LM Gral. n lul 
E a É d 4 e 
zl EI | asp oma2. ay | Er 
o lazi E 
> lim n+2 SE 
E ardido 
"um * jr -à 


70k — 31 = le 3] 
Pelo teste da razão, a série € absolutamente convergente se 
k-3|«1-isto6, se-1<x-3<1,082<x<4, 


Assim, a série é absolutamente convergente para todo x no 
intervalo aberto (2, 4). A série diverge se x < 2 ou x > 4. Os" 
números 2 e 4 devem ser investigados separadamente, 


Fazendo x = 4 na série, obtemos 


+ 


DER 


o 
l-ogtãrm tes 
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———(or S 
0 1233455 


Figura 11.16 intervalo de convergên- 
cia de 


ad o 
X ED Aer 


EXERCÍCIOS 11.6 


que converge de acordo com o teste para séries alternadas, Para 
x=2, temos 


que é a série harmônica, divergente, Logo, 9 intervalo de con- 
vergência é (2, 4), ilustrado na Figura 11.16. 


"Exercs, 1-30: Ache o intervalo de convergência da 


série de potências. 
= a dä 
La mE 2 
A Wb A vr? 20 y x te =p a b ZS WEEN 
Mi gef" 
e S (23 as 
3 PE 4 x 
AT ER 2 Y, EEN 
da 
et Lu a 
5 PA y We 6 p dx D BA Y Cy n -37 
: EI 
7 y FEL 8 5 A La d inn t 
EE QI 24 5, ca^ +2 2 Ska = er 
Hel nal £ 
S a cimi 5c 
9 Tx 10 y mm 
£n p Eft 26 PE — 
GE 
Lu D 
1 PE LEE S * " ay 
i aye vm Ze -17 
PRU 
"E i6 -2y EK BD D 1 
A. ala + 1) e ion" 28 5 TE Dr + Am 
dh 
3a)! ` ad Mott a 
"m at 18 y x a 
b Qu 2, Ey 9 y em ze -4 
nal ` 
» 5 Lu be vs as 
EN Ys es Qt 30 Y EM Step 


net 


sy Y Ze oy je 
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Exeres, 31-34: Ache o raio de convergência da série 
de potências. 


AS e y 


ami 


Exeres, 35-36: Ache o raio de convergência da série 
de potências para inteiros positivos c e d. 


35 Y ALE ja ny fent 


e anon + di bag 


37 As funções de Bessel têm aplicação na análise de 
problemas que envolvem oscitagóes, Se o é um 
inteiro positivo, a função de Bossel J (v) de pri- 
meira espécie de ordem o € definida pela série de 
potências 


4-5 (E) ` 


ir ! 
a a en + ol 


Mostre que esta séric é convergente para todo número 
real, 


38 Ref. Exercício 37. O polinômia de sexto grau 


é às vezes utilizado para apiósimar a função de 
Bessel JD de primei 
para O s x « 1, Mostre 
aproximação é inferior a 0,0000; 


Exercs, 39-40: Ref, Exercício; 37. Para 


JL no intervalo indicado, 

39 a=0;(0, 2] 40 a = 1; (0, 4] 

41 Se im jo, , ad = ke k= 0, prove que o raio de 
am 


convergência de X ax" € Mk. 


42 Selim “el = k ek «0, prove que o raio de 


m— 


convergência de 3 ax" EAk. 
4à Se 3 ag" tem raio de convergência r, prove que 
X ax tem raio de convergéncia vr. 


44 Se x 4,6 absolutamente convergente, prove que 
3 «tx também o é para todos no intervalo El 14 


45 Se o intervalo de convergência de 5 aa” é 


(+, r], prove que a séricé condicionalimente coa- 
vergente em r. 


46 Se 3 ax" ê absolutarüénte: Coen 


extremo de seu intervalo de, convergélicia, prove 
que também o é na outtá extremo, 


n REPRESENTACÁO DE FUNÇÕES PORS SÉRIES DE POTÊNCIAS 


Uma série de potências 3 ax" define uma função fcujo domínio 
£o intervalo de convergência da série, Especificamente, para cada 
x nesse intervalo, fazemos f(x) igual à soma da série, isto é, 


(0) =a tag tag FOE 


Se uma função fé assim definida, dizemos que 5 ax" é uma 


representação de f (x) por uma série de potências, ou que fé 
representada pela série de potências, 
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Cálculos numéricos utilizando séries de potências dão a 
base para a construção de calculadoras e de tábuas matemáticas. 
Além disto, a representação de função por séries de potências 
tem consegiências de amplo alcance na matemática avançada e 


aplicações: A demonstração do Teorema (11,41) mostrará que ` 


e" pode ser representada como segue: 


at 
nt 


Isto nos permite considerar e* como uma série em lugar de como 
o inverso da função logaritmo natural. Como veremos, cálculos 
algébricos, diferenciação e integração podem ser realizados 
utilizando a série de d, em vez dos métodos anteriores. O 
mesmo se diga das funções trigonométricas, trigonométricas 
inversas, logarítmicas e hiperbólicas. No próximo exemplo 
veremos a representação por série de potências de uma função 
alpébrica simples. 


EXEMPLO 1 


Ache uma função f representada pela série de potências 
Lata Ab (- IY ta 


SOLUÇÃO 


Se |x] < 1, então, pelo Teorema (11.15)(1), a série geométrica 
dada converge e tem por soma 


E AS A E 
lor d-Cx) dex 
Logo, podemos escrever- 
dlc Cod na E Amen 
lxx sre eg Cie 


É uma representação de f (x) = 1/(1 + x) no intervalo (- 1, 1). 


la 


de x, então 


D 
= Far 
ex) 
para lodo x no intervalo de convergência da série. Como um 
polinômio em x é uma soma finita de termos da forma ap”, não 
é de surpreender que f tenha propriedades análogas às das 
funções polinomiais. Em particular, no próximo teorema (enun- 
ciado sem demonstração), veremos que f tem uma derivada f^ 


Se uma função fé representada por uma série de potências .. 


ANN eco 
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Teorema (11.40) 


- para todo x no intervalo de oi 


cuja representação por série de potências se obtém diferencian- 
do cada termo da série de f. Da mesma forma, obtêm-se integrais 


definidas de f (x) integrando termo a termo a série X ax". No 


enunciado do teorema, note que, para o /t "9 termo a^ da série, 
temos : I 


D, (och = na^! e 


x 
D pst gut 
a" dts ja, mo, 

f "elo "nad 


Suponhamos qué uma série. de potência 


t ténhà raio 
de corivergéacia r > 0, e seja f defi d 


LESE 


A série obtida por diferenciação em (i) ou integração em 

(ii) do Teorema (11,40) tem o mesmo raio de convergência de 

a”. Entretanto, a convergéncia nos extremos x e re xs y 

do intervalo pode se modificar. Esses números exigem investi- 
gação especial, 

Como corolário do Teorema (11.40)(1), wna fungáo repre» 

sentada por uma série de potências em um intervalo (~r, r) é 

continua em todo (— r, r) (ver Teorema 3,11), Resultados aná- 


logos valem para funções representadas por séries de potências — 


da forma 3 ax = o). 
EXEMPLO 2 


Use a representação em série de potências de 1 / (1 + x) para 
obter uma representação por série de 
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1 
Ury” ket 
SOLUÇÃO 
Do Exemplo 1, . 
1 


DEET EE RI EA ER 
lex 


Diferenciando cada termo da série, então, pelo Teorema 
(114010, ] 


E 
7 xy 


Conforme Teorema (11.20) (11), podemos multiplicar ambos os 
membros por —- 1, obtendo . 


aee Aë ée LC Une oi ] 


GE lr A A tail tr 


EXEMPLO 3 


Ache uma representação em série de potências para ln (1 +) 
seid 1. f 


SOLUÇÃO 
Se h| < 1, então 


A 
nd pu 


sf Dans e CIT ud dt 
a 


onde a última igualdade decorre do Exemplo 1, Pelo Teorema 
(11.40)Gi), podemos integrar cada termo da sério como segue: 


bvd def tda fedt tey frate 


eta” fer pen e 
= [ORE E Pa [b 


Logo, 


ln (14) e 


sch «t. 
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- EXEMPLO 4 


Use os resultados do Exemplo 3 para calcular tn (1,1) com cinco 
casas decimais. * 


SOLUÇÃO ` 


No Exemplo 3 obtivemos uma representação por s 
(1 ta), se hef < 1. Substituindo x por 0,1 Raqueta sé; 
série alternada RES a 


in (1,1) = 0,1 — pa + s E eor * E. ha 


= (0,1. — 0,005 + 0,000333 — 0,000025 + 0,000002-—... 


Somando os cinco primeiros termos à direita e arredondando 
para cinco casas decimais obtemos 
1n (1,0) « 0,09531 


Pelo Teorema (11,31), o erro Æ é no máximo igual ao valor 
absoluto 0,000002 do quinto termo da série; portanto, o número 
0,09531 tem precisão de cinco casas decimais. ` 


EXEMPLO $ 


* Ache uma representação por série de potências para arctg x. 


SOLUCÁO 


Notemos primeiro que 


i 


ire di 


arctg x = f, 


Em seguida, se ff < 1, então, pelo Teofema ( 


Vcom 
üslors-t?, 


zd aldo HEEN 


itt 
Pelo Teorenia (11.40) (1), podemos integrar cada termo da série 
dela E obtendo, 
amtg x 9x y mo t CI) ayit: 


desde que |x| < 1, Pode-se mostrar que esta representação por 
série é válida também sejaj=1. ^ 
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No próximo teorema obtemos uma representação em série 
de potências para e“, 


` Teorema (11.41) | Séxéum námeroreal +... 


efe LEE 


DEMONSTRAÇÃO 


Já tratamos da série acima no Exemplo 2 da seção precedente, 
, onde verificamos queela é absolutamente convergente para todo 
nitmero real x. Denotando por fa função representada pela série, 


Aplicando o Teorema (11.40)(1), obtemos 


E] 
gti 


sf ml e 
Zi: 2 nt WË — 1) 


net 


2 oi 
Es X x 
mitxtWwtupte tg tes 


isto é 
f(x) =f (x) para todo x. 
Se, no Teorema (7.33), fizermos y= f(D, t= x € 0= 1, obteremos 


Rus 


Mas 
e e 
FO) 140 gre tute 
e então fose 


que é o que queríamos provar. ni 


Note que o Teorema (11,41) nos permite expressar o 
número e como a soma de uma série convergente de termos 
positivos, | 

; E 1,1 H 
esléilzzctkär to bn 
5 2 * 3i Dy 
` Por meio de substituições algébricas, podemos usar a 
representação em série de potências de uma função, para obter 
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` EXEMPLO 6 


«Mor ae mm gp 
om e telo n0 yate 2) ut 


representação análoga para outras funções relacionadas. Assim, 
pelo Teorema (11.41), se x é um número real, 


“2 " 
Yom jd gend Dn inan D 
e istata + 
Para obter a representação de e7* em série de potências, basta. $5 
substituir x por x: a 
xYs (Cay A" Ié 
rr E LES, Sud 
2t 3 ni Fan 
x » x" E 
SERI xo E "DENTES 
.ou e 1 x* 3 qt et Dt 
Pelo Teorema D 1200), podemos somar os termos correspon- e 
dentes das séries de e* e e”*, obtendo E 
ye x x" 
Xa ee Es pen SS i 
e" ee 2+2 ar? qto +2 TN y 
(Note que as potências ímpares de x se cancelam.) Estamos g3 


agora em condições de achar uma série de potências para, 
cosh x = ¿(e* + e" ) multiplicando por É cada termo da últi- 
ma série (ver Teúrema (11.20) (ii). Assim, 


` "I 2n 
xx E: 
cos x 9 d zoo Bot 
2 A Qu) 
E ER 
Poderíamos achar uma representação em série de potên- E 
clas para senh x utilizando 1 Lef e-*) ou diferenciando cada fi 


termo da série de coslt x. Fica como exercício mostrar que 
gue 


Ema Da EE 
31 5 T Qn 1y 


Ache uma representação de se» em série de potências. 
SOLUÇÃO é 


Primeiro substitufmos x por — 2x no Teorema (11.41): 


7 Pe DR Ae 
etc teta) CRE, CRE. 


n 


Multiplicando ambos os membros por x, obtemos 


3 4 +i 
ra A ETC x 


ai 


Fe. 
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- que pode escrever-se como 


o 


seta Y cy 
É Aa n 
EXEMPLO 7 
AL 2 
Obtenha uma aproximação def. e? dx. 


SOLUÇÃO a 
Não podemos aplicar o teorema fundamental ao cálculo da 


2 
integral, porque não conhecemos uma antiderivada de ent. 
Embora pudéssemos utilizar a regra do trapézio, ou à regra de 
Simpson, o método seguinte é mais simples e, além disso, 
proporcioná maior grau de precisão, com uma soma de apenas 
dois termos. Fazendo x = ~ f no Teorema (11.41), obtemos 


d at ai. eve 
ei läit t 
para todo £ Aplicando o Teorema (11.40)(i), obtemos 
ni 1 AL 3 
i a e" dt 
J, es dx i 
u fe a S E [3 a 
spite 
y ( d 
ou. DÄ + A — 
, 3 E 
"Tomando os dois primeiros termos para aproximar a soma desta 
série alternada convergente, então, pelo Teorema (11.31), o erro 
é inferior ao terceiro termo (0,110 = 0,000001. Logo 


p e] de m 01 so = 0,09967 
9 


com precisão de cinco casas decimais. 


O método aplicado no Exemplo 7 é preciso porque os 


números do intervalo [0, 0,1] estão próximos de O. A precisão . 


já seria menor (com o mesmo número de termos na série) se, 
por exemplo, os limites de integração fossem 3 e 3,1. 


s 
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Até aqui os métodos utilizados para obter representações 
de funções por séries de potências têm sido indiretos, no sentido 
de que partimos de séries conhecidas e então diferenciamos ou 
integramos. Na próxima seção estudaremos um método direto 
para achar a representação por séries de potências de uma grande 
variedade de funções. a E 


EXERCÍCIOS 11.7 


Exercs, 1-4: (a) Desenvolva f (x) em série de potên- 


. cias. (b) Use o Teorema (11.40) para representar. 


E 
Fu) «f. F() dt exa série de potências. 


NC 


Y 


wi 


IEEE 


Di 


KLEER 


E 


p 


40 Me 


Exercs. S-£0: Ache uma série de potências de x que 
tenha a soma dada, e determine o raio de convergên- 
cia. (Sugestão; Use (11.15), (11.40) ou divisão, con- 
forme necessário.) 


(b) Use a série de (a) para aproximar In (1,2) com 
três casas decimais e compare o resultado com 
o valor obtido par uma calculadora, 


12 Useos três primeiras termos da série da Exercício 
11(a) para aproximar in (0,9), e compare o resul- 
tado com o valor obtido numa calculadora. 


13 Use o Exemplo 5 para provar que . 


y : 
x d É H o 
Ed yt zs 
6 v3 E Tas cn: 
14 (a) Aproxime 11/4 usando us cinco primeiros 
termos da sécic do Exemplo 5. * 
(b) Estime o erto na aproximação obtida em (a). 


Exeres. 15-26: Represente f (x) por uma série de 
potências, usando os resultados desta seção. 


15 f)ar 
17 Pais le? 
ECHTER 
20 f()=x 10 (1), «1 


16 fx) xtd 


18 f()use 


E » arg VE, hfe t 


22 f() sah atg (e), do < 1 
23 f) = seah (= 59) 
Bfe x cosh (ch 


24 f(x) = senh (5 
26 ft)z 


Exeros, 27-32: Aproxime a integral, com quatro casas: 
decimais, por uma série infinita. - S 


A0 4 
——. 
mj "y d 


02 
* arctg X ,. 
29 fs xod 


1 E 
al e de nf ed dy 


33 Use a série de potências de (1 x^)! para obter 
uma representação em séria de 2x(1 dy? 


34 Use o método do Exemplo 3 para obter uma repre- 
sentagão em série de In (3 + 2x). 


38 Ref. Exercício 37 da Seção 11.6, Use o Teorema 
(11,40) para provar o seguinte: 
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(a) Se J¿(x) e J (2) são funções de Bessel de pri- i E 5 "x & i 4 
: 1 Á (a) Mostre que psi 1 termo a termo a série de f '(x). Obtêm-se de maneira análoga i 
meira espécie de ordens De 1, então 2, Po É séries para f (x), f (x) ete. Assim, ý 
Dora) =e) (b) A visão ocorre usualmente quando dois ou .d . fo 
Ses E a SÉ mais fótons são absorvidos pelo fotoreceptor, ` Fei o AA AN 3 e "n a 
e cus " es a SE de pri... : Mostre que a probabilidade desta ocorrência &:.: : E 4 f'G)ea $2a x 3a Aa xt s > Wei x H 
` 1-8 1. A Sid q 
A a d. SE à DW 
D XM) dem a) + C Exercs. 37-38: Represente f(x) por. uma série de- : 


DI fa H ` EI p" 
36 A luz é absorvida em hastes e cones na retina do potências, (Denotando o integrando por (8) suponha. ` AA Pu UNE 
olho. O número de fótons absorvidos por um fo- que (0) = lim, 298 (0) a e á 
toreceptor durante um fampejo é regido pela dis- D " fs e x Si 
tribuição de Poisson, Mais precisamente, a 31f6)— Í à na- dt E i i le Eat oM VM Usum 
probabilidade p, de um fotoreceptor absorver exata- E x^ É 


mente n fótons é dada por p, = Aja! para A> 0, 3876) = É dÄ e e, para todo inteiro positivo k, " 
A : ; ! Ft) = » min — Dn 2)... (ue k+ Daio fü 
Ti.8 SERIES DE MACLAURIN E DETAYEOR:- ' : : . : 1 NW i RUE E 


. Cada série obtida por diferenciação:tem o-mesmo-taio-de cor- 


Na'segáo precedente estudamos:séries de potências para várias o, ^ 


` funções especiais, inclusive as. em que f(x) tema forma» : 
iem In: D'A x); arctg:x; e, oucoshix- 


desde que xseja convenientemente restrito. Abordaremos agora 
as duas questões gerais seguintes: 


Questão 1: Se vma função f admite uma representação em série 
de potências 


fe Y aj on fa) = Y at es 
não DEC 
qual é a forma dea,? ` 


Questão 2: Que condições são suficientes para que uma função 
{admita uma representação em série de potências? 
Comecemos com a questão 1. Suponhamos que 
o 


fe) = Y ag may got ag ao e agh us 


LC 


e que o raio de convergência da série seja r > O. Pelo Teorema 
(11.40)6), pode-se obter uma representação de f '(x) em série 
de potências diferenciando termo a termo a série de f(x). 
Podemos, então, obter uma série para f(x) diferenciando 


-vergência que a série dej £33 Substituindo x (po Dem cada uma 
dessas séries; atemos; 


ZO fO aO Sg: G Das, 
e, para todo inteiro positivo k, 


FOO = Kk- 12-2) ... Die 


Fazendo k = n, 


FO =n a, 


Resolvendo as equações anteriores em relação à Myr gu Ap: 03 


v. VEMOS que 


a = fO; a =P00 4 EN, a, ECH. 


e, em geral, 
feio) 
nº 


Provamos que a série de potências para f(x) tem a forma 
indicada no próximo teorema. Chama-se série de Maclaurin 


paraf (x), em referência ao matemático escocês Colin Maclaurin . 


(1698-1746). 
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Sério de Mactaurin para f (x) 
(11.42) 


Sê uma funcio f admite ima representação em série de 
potências) = 7S7 ES y 


a aja 


dch: 


Empregando o tipo de demonstração usado para (11.42), 
temos o próximo teorema. Seca 0, designamos a série como 


série de Taylor de f(x) em.c, homenageando o matemático inglês 


Série de Taylor para f (o) | sê 


(11.43) 


Brook Taylor (1685-1731). 


Note que, para o caso especial c = 0), a série de Taylor se 
reduz à série de Maclaurin. Utilizando a convenção 
f (c) = f (e), então as séries de Mactaurin e de Taylor para f 
podem escrever-se em notação de somatório como segue: 


e EMO a y EO 
my, La o rt) Y UP cd 
EXEMPLO 1 


Pelo Teorema (11.41), e'admite o seguinte desenvolvimento em 
série de potências: ` 
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Definição (11.44) | Si 


EECH 


4 
E Ap dg we. qu. 


Verifique que se trata de uma série de Maclaurin, 
SOLUÇÃO 


Su f (x) = e*, então a derivada de ordem n defef! 
FUMO) « 6? =1 
Logo, a sério de Maclaurin (11.42) é 


STEE 
3 SR Pr Lean 


B 
para a =0,4,2, 


LE 


que é a própria série dada. 


Os teoremas (11.42) e (11.43) implicam que, se uma 
função fadmite uma representação em séries de potências de x 
ou: c, então a série deve ser uma série de Maclaurin ou uma 
série de Taylor, respectivamente. Todavia, os teoremas ado 
respondem à questão 2 proposta no início desta seção: Que 
condições garantem existência de um desenvolvimento de uma. 
função em série de potências? Obteremos tais condições a 
seguir, para qualquer série em x — c (incluindo c = 0). Comece- 
mos com a seguinte definição. 


Em notação de somatório, 
d mr 
É, 
43 = y Ps cg 
"9 


Se c = 0 em (11.44), P,(x) é o polinômio de Maclaurin 
de grau n de f. Note que P,(x) em (11.44) é a (1 + 1)* soma 
parcial da série de Taylor (11.43). Fazendo c = 0, Pé 
a (1:+ 1)?soma parcial da série de Maclaurin (11.42), O próximo 
resultado proporciona uma resposta à questão 2. 
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HI 


Fórmula de Taylor com resto 
(11.45) | 


id 
li 


| Seja f dotada den +1 derivadas em um intervalo que contém. 
c. Sex é um número diferente de c no intervalo, então existe 
-um número z entre ex tali que 3 


16) hene —Ó zo x i 


DEMONSTRAÇÃO 


Se x é um número arbitrário, diferente de c, no intervalo, 
definamos R (x) como segue: 


Rx) -fG)- PG) 
Esta equação pode ser escrita como 
FG) Bye Kid. 


Tudo o que devemos mostraréque; para un número convenen: 
tez; R (x) tema forma indicada na conclusão do teorema: :: 


Se t éum número atbitrário.no intervalo, seja-g.a-função:.::> 
definida por: - 


st -re- [m« rao o B ed 
noen &e-m 


Egel 


Diferenciando cada membro da equação em relação a t 
(considerando x como constante), então muitos termos no menr- — 
bro direito se cancelam, Você poderá verificar que 


[22170 
ee Meg eng) anã 
Pela fórmula de g(f), vê-se que g(x) = 0. Vê-se também que. 


so «fe - [49] - Rao 


= fü) - Pla) - Roa) 
= f(x) - IP) + REN 
> f()-f0)=0 


Logo, pelo teorema de Rolle, existe um número z entre c c x tal 
que g'(z) =0, isto é, 
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Teorema:(t:1.48): 


~ “de somas parciais da série de Taylor de f (x) em e, Pelo Teorema 


Teorema (11.47) 


AMD ARM, m. hs 
Sch We ra Digo O 
Resolvendo em relação a R vo), obtemos : 
sn pi 
Bi = fete) (z) EE AA d 


Logan 


conforme queríamos provar. 


1^ 
g: 
i 


Sé c=0, referimo-nos ao Teorema (11.45) como fórmula 
de Maclaurin com resto. A expressão R (x) obtida neste teore- 
ma é chamada resto da fórmula de Taylor def'em c, Sec =0, 
Rx) € o resto da fórmula de Maclaurin de f. O próximo 
teorema nos dá condições suficientes para a existência de de- 
senvolvimento de uma função f em série de potências. 


ejajidotada de derivadas de todasasordénsemuimintervato [os 


PI" 


E eps 


DEMONSTRAÇÃO 


O polinômio de Taylor P (x) é o (1 + 1) 7º termo da seqüéncia 
(11.45), P.(x) = f(x) - R(x), e então 

Je PG) Berl Zeg. (1) f 6)-0 f6) 
Assim, a segiéncia de somas parciais converge para f (x), o que - 
prova o Teorema. 


No Exemplo 2 da Seção 11.6 provamos que a série de 
potências Y x"/n! é absolutamente convergente para todo 


real x. Como o n ™ termo de uma série convergente deve tender 
para 0 quando n — oo (ver Teorema (11.16)), obtemos o resul- 
tado seguinte. 
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Utilizaremos o Teorema (11.47) na solução do exemplo 
seguinte, 


EXEMPLO 2 


Estabeleça uma série de Maclaurin para sen x, € prove que ela 
representa sen x para todo real x. ` 


SOLUÇÃO 
Disponhamos nosso trabalho como segue: 


fix) = sen x f(0) = 0 
f(x) = cos x FO — 1 
f'(x)s-snx f0)=0 

FU) = cos x f%(0) =-1 


" As derivadas sucessivas seguem este mesmo padrão, A substi- 
` "7 tuição em (11.45) nos dá a seguinte série de Maclaucin: 


xn 


n vg e SE 
Quel 7 


Kettchen ki 


A 
E 


A esta altura, tudo o que sabemos é que, se sen x pode ser 

+ A representada por uma série de potências dex, então cla é a série 

s $ precedente, Para mostrar que sen x é efetivamente representada 

por esta série de Maclauria, apliquemos o Teorema (11.46) com 
€ x 0, Sen é um inteiro positivo, então ou 


à. A (reto) = eos xd ou Pe Ne= [sena] 


» Logo, rh: Dis s 1 para todo z. Utilizando a fórmula de R (x) 
do Téorema (11.45), com c = 0, obtemos 


a. Irun Mi 
Fol e Gg PI sur 
Decore do teorema (11.47) e do teorema do “sanduíche” 
(11.7) que tim |R, Gel = 0. Conseqüentemente, lim R, (x) 0, 
ncm am 


- ea representação de sen x em série de Maclaurin é válida para 
todox. , 


EXEMPLO 3 
Obtenha a série de Maclaurin para cos x. 
SOLUÇÃO 


Poderíamos proceder diretamente, como no Exemplo 2. Vamos, 
entretanto, obter a série de cos x diferenciando termo a termo a 
série de sen x obtida no Exemplo 2. Temos: 
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TT TN AT 


e* por uma técnica indireta (ver també 
secção). A seguir, deduziremos diretamente: esta in 
fórmula. 


EXEMPLO 4. 


Determine a série de Mactaurin que represente e“ para todo 
número real x. 


SOLUCÁO 


Se f (x) - et, então f(x) = e* para todo inteiro positivo k. 
Logo, f (0) = 1, e a substituição em (11.42) dá 


Tal como na solugáo do Exemplo 2, empregaremos agora o 
Teorema (11.46) para provar que esta representação de e? por 
série de potências é verdadeira para todo número real x. Utili- 
zando a fórmula de R (x) com c = 0, obtemos 

Sid O) BT 


xt! 


e 
dit" ENT 


ex 
0< RE) < ta DE 


Pelo Teorema (11.47), 


tim Eat m et im Ela 0 
ace (n Di ama (ne iM 


e pelo teorema do *'sanduíche"" (11.7), 
Em Rx) = 0 
amo 
Sex<0, então z < 0 e, então, e* < e? = 1, Conseqúentemente, 


att! 


0 < Re) < Ud 


IES Ma 
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e novamente vemos que R, (x) tem por limite O quando n — c. 
Decorre do Teorema (11.46) que a representação de e* em série. 
de potências é válida para todo x diferente de Zero. Note, 
finalmente, que, se x = 0, então a série se reduz a dx. 


EXEMPLO 5 
Determine a série de Taylor para sen x em potências de x= (1/6). 
SOLUÇÃO é 


As derivadas de f (X) = sen x estão calculadas no Exemplo 2. 
Calculando-as em c = 1/6, obtemos 


(rra 


este padrão se repete de quatro em quatro números; indofinidas - 


mente; À substituição em (11:45) nos dä. 


ema el uiis ¿EV 
E k 6].2Q 6 


F 


ESA 
6 


` 
x 
(Ly SN [> 5) se n = 0,2, 4, 6... 


A 


7203) ( 


O n"? termo n, desta série é dado por 


"uc 


Cayo im E x 5) sens 1 3, S, Tu 


A prova de que a série representa sen x para todo x é análoga à 
dada no Exemplo 2; iremos omiti-la, portanto. 


O próximo exemplo evidencia o fato de que 


mesmo assim, não admitir uma representação emsériede Taylor 
naquele ponto. Isto nos mostra que se exige uma condição 
adicional, tal como lim R,(x) = 0, para garantir a existéncia da 


nam 


série de Taylor. 
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função f 
pode ter derivadas de todas as ordens em alguin ponto ce, ` 


EXEMPLO 6 

Seja fa função definida por 

sex = D 
D sex-0 


Mostre que f (x) não pode ser representada por uma série de 
Taylor. 


SOLUÇÃO 
Pela Definição (3.6), a derivada de fem 0 é 


PO- im £010) . SE E 


cu Xo 0x0 gr 


Aúltimaexpressáo toma a forma indeterminada ege, Aplicando; 


a regra de Hôpital (10.2) vemos que: 


FO) = lim: 


= lim 2 
Eo Cuna 20 22 


Pode-se: provar-que: f? (0) « 0, f?" (0) «0:6, em geral, 
(MO) = O para todo inteiro positivo 1: De acordo como Teore- 
ma (11,42), se f(x) admite uma representação em série de 
Maclaurin, então ela é dada por 

0 


fe) =D + 00 pa +. Dee te 


oque implica que f (X) =0 em todo um intervalo que contém 0.- 


Mas isto contradiz a definição de f. Conseqüentemente, f (4) não 
admite representação em série de Maclaurin. 


Como subproduto do Exemplo 6, decorre do Teorema 
(11.46) que, para a função f dada, lim R (x) = 0 em c =0, 
: nem 


Para referéncia, relacionamos a seguir as séries de Maclau- 
rin obtidas em exemplos nesta seção e na Seção 11.7. Estas 
séries são de grande importância por sua utilização em matemá- 
tica avançada e aplicações. 
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Séries de Mactaurin importantes (11.48) 


- INTERVALO DE 


_ SÉRE DE DEEN i ` CONVERGÊNCIA. 
tb) a ie BEE h [21:252] 
to) DEET EE Cal 
O müras- TET TEETE Es : enu 
(e) atg x =x -5 + E E odd e» £z É E Geck 
[9] entr one De Da De E Eo, «) 
(a) BETEN atn : | Cas 


É possível utilizar séries de Maclaurin ou de Taylor para 
obter aproximações de valores de funções e integrais definidas, 
conforme ilustrado nos dois próximos exemplos. 


EXEMPLO 7 


Use os dois primeiros termos ndo-nulos de uma série de Ma- 
claurin para aproximar 


(a) sen (0,3) 
(0) sen x para x seal, náo-nulo, em [- 1, 1] e estime o erro na 
aproximação. 

' SOLUCÁO 


(a) Fazendo x = 0,1 na série de Maclaurin para sen x (ver 
(11.48)a)), obtemos 
0,001 , 0,00091 
sen (0,1) = 0,1 — SCH + NUM I 
Pelo Teorema (11.31), o erro cometido ao aproximarmos sen 
(0,1) pelos dois primeiros termos desta série alternada é inferior 
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20 terceiro termo, 0,00001/120 = 0,00000008. Com seis casas 
decimais, 


sen (0,1) = 0,1 — 20. - 


(b) Com os dois primeiros termos de ( 
fórmula de aproximação e 


sen x 9 x Es 
ss 6 


Pelo Teorema (11.31), o erro cometido ao utilizarmos esta 
fórmula para um número real x é inferior a hat, 


EXEMPLO 8 


Obtenha uma aproximação def, sen (x) dr com quatro casas 
decimais. 

SOLUÇÃO 

Substituindo x por x^ em (11.48)(2), obtemos 


4 19 

A VPE 
níi(x)-x-4 Led 

sagax gyt 


Integrando cada termo da série, obtemos 


Ess 1 1 i : 
Ahe a eee A 1 
Js 004-3735 * (338 7 


Somando os três primeiros termos, 
eq é 
J, sem G?) de = 031 

d : 


Pelo Teorema (11.31), o erro é inferiaé a o ==0,00901, 


i Note que, no exemplo precedente, obtivemos uma preci- 
são de quatro casas decimais somando apenas frês termos da 
série integrada de sen (2%). Para obter este grau de precisão por 
meio da regra de Simpson ou da régra do trapézio, seria neces- 
sário tomar um grande valor de n para o intervalo (0, 1]. 
Entretanto, se q intervalo fosse (10, 11], a eficiência de cada 
método seria bem diferente, Isto traz à baila um ponto impor- 
tante. Para aplicações numéricas, além de analisarmos um de- 


Lea 


EA EE 
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terminado problema, devemos também procurar o método mais 
eficaz para calcular a resposta. 


Para obter uma representação de uma função fem série de 


Taylor ou Maclaurin, é necessário achar uma fórmula geral para . 


f(x) e, além disso, investigar lim R (x). Emi razão disto; 
Se 


^ testrihgimos nossos exemplos a expressões como sen x, cos x & 
e, O método não pode ser usado, por exemplo, se f(x) étg x ou , : 


arc sen x, porque FU) se torna muito complicada quando i 
aumenta. A maioria dos exercícios a seguir se baseia em funções 
cujas derivadas de ordem n podem ser facilmente determinadas, 
ou em representações por série já estabelecidas, Em casos mais 
complicados, restringiremos nossa atenção apenas aos primei- 
ros termos da série de Taylor ou de Maclaurin. 


; EXERCÍCIOS;t 8: 


Eferes info seg 


a ve 


ax; determinea; usandoa: 


Fórmula (11:42) para e. 


L faje 
DG 

5 f0) -= T+ 5x 

7 Sejf()-cosx. 


(0) Use o método do Exemplo 2 para provar que. 


lim R (x) = 0. 
amo 


(b) Use (11.42) para obter uma série de Maclaurin 


paraf Kai 
8 Seaf()set. 


(2) Use o método do Exemplo 4 para provar que 


Jim R8) = 0. 


(b) Use (11.42) para obteruma sériede Maclaurin 


Pom fo, 


Ezeres, 9-14: Use a série de Maclaurin obtida nesta - 
seção para achar uma série de Maclaurin para f (x). 


rt senx 
12 f(9 = cos (é) 
13 f(x) em (Sugestão: Use a fórmula do ângulo 


9 f()=xsen 3x 
D f()=cos(-29) 


metade.) - 


14 foe sent 2 


Ezeres, 15- 16: 'Estitieleca. uma série: de Miotal 
paraf (x): (Não éprociso verificanquédimiR (3). 0) 
neo? 


2 sen 
E 1521007 16M 
4 f()=cos3x 
Exeres, 17-20: Ache uma série de Taylor paraf (x) 
6 fm em c. (Não é preciso verificar que lim R,(x) =0,) 
1-2 ace 


1716) esenx c= mf 
197(0)=1x 0=2 


18 f() = cos a; c = 2/3 
20 re cs-3 


21 Estabeleça uma representação em série para e 7 aor 


em potências dex + 1. 
22 Represente In x em série de potências de x — 1. 


Exeres. 23-28: Ache os trés primeiros termos da série. 


de Taylor de f (x) em c. 

23 f (3) =sccx; c=n/3 
25 (0) s tps c=nj4 
25 f(x) = arcsen x; EE 
26 f() z arctg x; e=1 
21 rbl et e=-1 
.28 Teen ce Za 


Exeres, 29-38: Use os dois primeiros termos náo-nu- 
< los de uma série de Maclaurin para aproximar o 
número e estime o erro na aproximação, 
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i i e 
28 Ye 30 p 31 cos 3 
32 sen 1° f 33 arctg 0,1 34 111,5 
E Ä A E 
e ie 
ale di "p x eos (P) 


95 
37 L cos (e) dr. 38 fo -arctg GL de 


Exercs. 39-42: Aproxime a integral imprópria com 
quatro decimais. (Suponha que, se o integrando é 


f(x), então f (0) = limf mm) 


1 1 = cosx 
Se S 


E sena. 
efte 


j à UM : 
84%) parsaproximas f. x)yde sf; Fa) Sale; 
no mesmo sistema: deiere para Odo 2, ër uer, 
então os práficos para comparar a precisão das aproximar 
qóes ema). 


43 f) sen G2) 44 f) 2 senha 


45 Use (11.48) para obter uma série de Maclaurin para - 


ELE 


46 Use os cihco primeiros termos da série do Exercicio ` 


` 45 pata calcular In 2, e compare sua resposta como . 
valor dado por uma calculadora ou uma tábua. 
47 (a) Use (1148)(e) comx = 1 para representar x 
como a soma de uma série infinita, 


(b) Que precisão se obtém usândo os cinco primei- 
ros termos da série para aproximar st? 


(c) -Aproximadamente quantos termos disériesió” ^ " 


necessários para garantir uma precisão de qua- 
tro casas decimais para x? 


48 9 Use a identidade - 


E E * aíctg 37 E. 


2 


xi 


para exprimir x como soma de duas séries 
infinitas. 


(b) Use os cinco primeiros termos de cada série 
em (a) para aproximar x e compare o resultado 
com o obtido no Exercicio 47.. 


49. Ao planejar uma estrada através do deserto, o enges, 


nheiro deve fazer compensações para a curvatura da... — 
terra 20 medir diferenças de elevações (ver figura "=: * 


abaixo). 


(a) Se s é o comprimento da estrada e R é o raio 
da terra, mostre que a correção C € dada por 
CR [sec G/R - 1)]. 


(b) Use a série de Maclaurin para secx para mos- 
trar que C é aproximadamente s/(2R) + 
: Ge Sa), 


DO rett: médio: da: terra: é: de::3:959: milhas: 
(=6:330:km): Estime:á.correção;a:menos:de: 


Linhade visão-:; 


50 A velocidade y de uma onda de água está relacio- ^ 
nada com seu comprimento L e a profundidade fi. : 


da água por 


y WEE 


onde g 6 uma constante gravitacional. 


~ (8) Mostrequetgh x = x = Äere 0. 


t) Use a aproximação tghx «x para mostrar que 


Va gh se hi/L é pequeno, 


(c) Use a parte (a) e o fato de que a série de 
, Maclaurin de tgh x é uma série alternada, para 


mostrar que, se £ > 20h, então o erro cometido i 


ao tomar Y? = gh € inferior a 0,002 gL. 


70, t p6i para um:trecho de 5:milias: dz estrada... 
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51 Seuma grande força de P libras aplicada auma 52 Mostre que-cos x = 1 ~ HE onde P,(x) é o polinômio de Taylor de grau a de fem c, e R (x) 
colúna de comprimento £ em um ponto situado a tem precisão de cinco casus decimais se Da x « 1/4. é o resto de Taylor. Se lim R,(+) =0, então, quando n aumenta, 


x unidades à direita do centro (ver figura ao lado), 
a coluna tende a vergar. A deflexão horizontal A 
pode ser expressa como 


ò = x(sec kL ~ 1) com ks VP/R, 


PA) — f Q3: logo, a fórmula de aproximação 10 « P.G) 
melhora à medida que aumenta, Podemos, 


porque as funções polinomiais são as funcó 
os cálculos — seus valores podem obter-se 
adições e multiplicações de números reais, ^ 


onde R é uma constante chamada rigidez flexural 
do material e O « &L < nf2. Use o Exercício 49(b) 
para mostrar que 8 ~ É PyL?/R se P é pequeno. 


Figura 11.17 Outra ilustração: Consideremos a função exponencial 


dada por f (x) = e*. Por (11.48)(c), a série de Maclaurin e* é 
1 p2 zl pit 
SÉ Petar É E Es 
qe ET 
Aproximando e* por meio de polinômios de Taylor (com c = 0), 
obtemos 


e*m Plx)=1+x 


i 11.9 APLICAÇÕES DOS POLINÓMIOS DE TAYLOR : crucis LIES 
i mnis manni RS a A Pa ^ o AER ¥ æ Px) á x+“ 
ONE d 3 PIE 
2 No Exemplo 7(b) da seção precedente utilizamos os dois pri- " ox gi 
meiros termos não-nulos da série de Maclaurin para sea x, para : ei a bd siet DLP 


abter a fórmula aproximada " 
etc. Estas fórmulas de aproximação são precisas somente se x 
está próximo de O. Para aproximar e* para valores maiores de 
X, podemos utilizar polinômios de Taylor com e s 0. 


Katie? 


Pela Definição (11.44), a expressão à direita desta fórmula é o 
polinômio de Taylor de terceiro grau Pix) de sen x em c = 0. 
Assim, poderfamos escrever 


para e” está ilustrada nos gráficos das funçã Ph P P. nas 
Figuras 11.17 a 11.19. É interessante notar que o gráti 

P) = 14 x na Figura 11.17 é a tangente ad 
no ponto (0, 1). Você pode verificai que a parábola > 
ytP(x)2iexa ix na Figura 11.18 tem à mesma tangente 

€ a mesma concavidade que o gráfico de y =e* em (0, 1). O 
gráfico de y = Be ua Figura 11.19 tema mesma tangente e 
concavidade em (0, 1), e também a mesma tara de variação de 
concavidade, pois P," (0) =D} e*], „y Em geral, pode-se mos- 
trar que, para qualquer inteiro positivo n, PO = Dte"), y À 
medida em que n cresce sera limite, o gráfico da equação y = 

P (8) mais e máis se assemelha ao gráfico de y = c", 


Sen re P) 


Tomando mais termos da série de Maclaurin de sen x, obtería- 
mos outras fórmulas de aproximação. Para ilustrar: 


3 x* 
sen x =x = r + Gy = P 


Pelo Teorema (11.31), o erro envolvido no uso desta fórmula é 
inferiora |x"|/71. Assim, a aproximação é muito precisa se x está 
próximo de 0. 


Podemos aplicar este processo a qualquer fanção fque tonha "d, . pube 

um número Re pie dryer iA ysitxa AE Ta? yslerctix dx 
i ula de Taylor com resto (11.45), então 
as hipóteses da Dänn y Figura H.19 A tabela a seguir indica a precisão da fórmula de aproxi- 
FOPO ERE) . mação e~ P (x) para vários valores de x, a menos de um 
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centésimo. Se se desejasse maior precisão, poderíamos usar 
qualquer inteiro positivo n maior, obtendo 


c 


im 2 x x 
DLG AE Eder 


Esta fórmula, notavelmente simples, permite obter aproxima- 
Gies de e* com qualquer grau de precisão. 


lx |-15 A0 -05 0 05 10 15 


^g | oz 037 08 1 165 272 448 


P) 0,06 0,33 0,60 1 165 267 419 


No.restante: destaseção; utilizaremos polinómios deTa: 
torparaaproximarvatoresde funções queverificamas hipótes 
da: fótmula:. de Taylor. com-resto» (11:45): Com: a-conciusã 
Pl B) Bic daquele. teorema; vemos que:o-erro envol«««- 
vido-ao aproximarmos 6) por. PG). « ! 


O ODE 


O enunciado completo deste resultado é dado pelo próximo 
teorema. 


Teorema (11.89) 


Nos dois próximos exemplos, utilizam-se polinômios de 
Taylor para aproximar valores de funções. Se estamos interes- 
«sados em uma precisão de K casas decimais para aproximar uma 
soma, costumamos aproximar cada termo da soma com k + 1 
casas decimais, arredondando para k casas decimais o resultado 
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final. Em certos casos, este processo pode não ter o grau de 
precisão desejado, mas é utilizado para aproximações elemen- 
tares, Em livros de análise numérica encontram-se técnicas 
mais precisas. 


EXEMPLO 1 
Soja fQ) = lnx 
(a) Determine P) e Ro) em c 1. - 


(b) Aproxime la 1,1 com quatro casas decimais utilizando 
P(1,1), e use R,(1,1) para estimar o erro nesta aproximação. 


SOLUÇÃO 


(a) Tal como no Teorema (11.49), o polinômio geral de Taylor 
P Q) e o resto de Taylor. R(x) eme = 1 são 


apito, 


dt Ell up FO 


18 
EX 


R; aja ER j 


ondezé unrnümero:entreTe x: Piécisanios;assim;das quatro; 
primeiras derivadas de f. Convém dispor nosso trabalho da 
seguinte maneira: 


fg) = inx f2020 
Po) a! fusi 
Per?  fr()e-1 
fem o0 dek OH EE 
pay get Ziil 60 


Substituindo em Pé e R¿(x), obtemos 


B()e0*1&-2- Zb -17+ Zb -P 


-ért 
R) Ee- e mat cay 


onde z está entre 1 e x. às d 
(b) Pela parte (a), i e 
In lie PA = 0,1 ~ 10, + 10, {i 

M 


om in ii 0,0953 


B g 


ta & 


em 


[ures BIBLIOTE 
[earne 
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Para estimar o erro nesta aproximação, consideramos 


, onde i«z « Ll 


(0,191 
IRA = |- M 


Como z> 1, 1/z < 1 e, portanto, 1/2 < 1. Consegientemente, 
` . 4 . 
pai = -SX | < E re | <= 0,000025 


Porque 0,000025 < 0,00005, decorre do Teorema (11.49) que a 
aproximação In 1,1 0,0953 tem precisão de quatro casas decimais. 


Se quisermos aproximar um valor funcional f(x) para algum 
x, convém escolher o número c do Teorema (11.49) tal que o resto 
R ks) esteja bem próximo de Q quando t for relativamente pequeno 
(digamos, rt = 3 ua = 4). Esto será verdadeiro se escolhermos c 
próximo de x, Além disso, devemos escolher c de modo que os 
valores das it + À primeiras derivadas de f em c sejam fáceis de 
calcular. Foi o que fizemos no Exemplo 1, onde, para aproximar 
inxpara x = 1,1, escolhemos c = 1. O próximo exemplo constitui 
outra ilustração da escolha adequada de c. 


EXEMPLO 2 


Use um polinômio de Taylor para aproximar cos 61" e estime a 
precisão da aproximação. 


SOLUÇÃO 


Queremos aproximar f(x) = cos x se x = 61º. Notemos de início 
que 61º está próximo de 60º, ou a radianos, e que é fácil 
calcular valores de funções trigonométricas em 11/3, Isto sugere 
escolhermos c = x/3 em (11.49). A escolha de n dependerá do 
grau de precisão que queiramos atingir, Tenfemos z = 2, Neste 
caso, são necessárias as três primeiras derivadas; dispomos 
nosso trabalho da seguinte maneira: 


fG)e cos x (B 73 
Pf) =-senx "6-7 


2 
FU) =-cosx ria 


FU) =senx 
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Tal como no Teorema (11.49), o polinômio de Taylor d - 
do grau de fem c z 2/3 é Wine de segon 


n9 «3:5 [*-5)- 


Como x representa um número real, devem: 
radianos antes de substituir em P (4). Escre: 


6 26 eu Riu 
*U 73. 780 


e substituindo, obtemos 


E, ah 1 (Y3 
Erud 2 (Ek 


e então 


cos 61º = 0,48481 


Para estimar a precisão desta aproximação, consideramos 


. 3 
= EST E: 
31 Wl 


onde z está entre 1/3 e x. Fazendo x = (1/3) + (21/180) e levando 
em conta o fato de que [sen 2] « 1, obiêmos 


iR o= “3 


ef 


- 3 
senz f n Lin 
3! 180 ) = [si Lë 
Assim, pelo Teorema (11.49), a aproximação tos 61º = 048481 ` 
tem precisão de cinco casas decimais. Se quisermos maior preci- 
são, devemos determinar um valor de n tal que o valor máximo de 
IR, [(/3) + (1/180)]] esteja dentro do intervalo desejado. 


0,000001... 


EXEMPLO 3 


Sef fx) =e", use o polinômio de Taylor P,(+) de fem c =) para 
aproximar e, e estime o erro cometido na aproximação. 
SOLUGÁO 


Para todo inteiro positivo k, f Ya) = e*, e, então, El = e? = 1. 
“Assim, fazendo n = 9 e c = O no Teorema (11.49), obtemos 
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a 


21 


Pl) =1+*+ 


e, portanto, 


i i 1 
es P)esititygtutety 


Isto nos dá e= 2,71828153. 


Para estimar o erro, consideramos 


Sex = 1, então 0 < z < 1. Utilizando os resultados do Capítulo 


7 sobse:e?, temos.e? «e! <3, e 


O | ex « 00000: 


Logo; a-aproximagao:e » 2,71828:tem;precisüo:de cinco:casasu: 


decimais: 


^ boe EE 


EXERCÍCIOS 11.9 


- BEESeECS 35-40 Aproxime:o nimero.utilizando: 


Exercs, 1-4: (a) Ache os polinômios de Maclaurin 10 fee", exi, n=3 
Pla), Pfx) e PG) para f (x). (0) Esboce os gráficos 4, fstex, conf, n=2 
de Pp P, P, e f no mesmo plano coordenado. Gi ` 
Aproxime f (a) com quatro casas decimais por meio- Dreier, gi n=5 
de Pa) e use Ra(a) para estimar o erro na aproxima: 13 fG) s Ms, 


z DER 
cão. . À 
1 fQ)ssens; ; a=005 ` MfG)» vo, €» -B, Wéi 
2 f()=c08x; a=02 15 f(x) = arctg x, exi, n=2 ` 
3 fG)sinG 1; 2-09 ` Mft)=lnsas csm, uc? 
4 fo)ssetgx | eh Ifae, c--l n=4 
EE) Exeres, 5-6:Grafe, no mesmo plano coordenado, f, 38 f() = loga, c=10, n=2 


PpP eP para -35x «3. Exercs. 19-30; Ache a fórmula de Maclaurin com 


resto para f (x) e n dados. 


5 f()ssenhx 6 f()zcoshx 

` WE ` Gffäzhtszih n=4 
Exercs. 7-18: Ache a fórmula de Taylor com resto 
(11.45) para f (4), c e n dados. 20 FO) =senx, n=7 
T fG)asenx, cen, n-3 CA f() =c08x, n=8 
8 ft) =co08x, ' cz nl4, Hei 05 0777 22 fG) = arcta x, (ER 
9 fG) « VE, cad nos El Ee n=5 
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24 f= seex, n=3 38 sen 0, (Exercício 20) 
28 FG) - Ur Y DER 39 cos 30" (Exercício 21) 
26 f(x) = Y4 — x, n=3 40 log 10,01 (Exercício 18) 


27 f(x) = arcsen x, gesi 


.. 8] Exercs 3134: Aproxime o número com quatro casas 


decimais utilizando o exercício indicado e o fato de 42 rr PE 1 
que 3/180 e» 0,0175. Prove que sua resposta é correta . * t37 
mosteando que [R (x) < 0,5 x 107^. 2 

REA Bultz? 


E. 


COME Senes e rin 


33:803: 


xbox 
45. Ti: (Ye x) meae go EDS 


exercício indicado, e estime o erromwaproximação: 
por meio de R (x). Ñ 
47 Seja P (3) o polinômio de Maclaurin de grau n. Se 
f(x) é um polinômio de grau n, prove que f (x) = 
-PO 


35-122) - (Exercício 13). 
36 WES | (Exercicio 14) 
31 In 1,25 (Exercicio 19) ^ 


11.10 A SÉRIE BINOMIAL. - 


` O teorema binomial afirma que se k é um inteiro positivo, então; 
, paratodoaeb 


E ag ht 
(a + b} = at + ka* t1 + 2i 


+ kk —1)..(k-n Da 
al 


altres 
Tb" uoo b* 


Fazendo a = 16 b = x, obtemos 
kk — 1 EN 


(i +x) = i+ kx + 2 e 


+ kik - 1) e fe -n+ Da "EC 


Exercs. 41-46: Usea fórmula de Maclaurin com resto. 


A para estabelecer a fórmula de aproximação, e indique, .: 
28 f() 9 €^, n=3 em termos de casas decimais, a precisão da aproxima 
Diga mts n=4.e nef Hosek|sOL 

30 f(x) = coshx, n=4 e 455 41 cos x m 1-5 


ES E 
Soa epa 


a F8 


pa 
s SZ: 
So 


Gs 


E 


$m 


& 
Es 


2 
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Se k náo é um inteiro positivo (ou 0), convém estudar a série de 
potências A ax com ay » 1e a, = (1) (e t Dal 
para n a 1. Está série infinita tem a forma 

GER 


` " E) 
dox 2 X e 


klk = 1) (kunt i. 
+ Xe 


ni 


e é chamada série binomial. Se Ké um inteiro não-negativo, a 
série se reduz à somá finita dada no teorema binomial, Caso 
contrário, a sério não termina, Com a fórmula de a,, pode-se 
mostrar que 


a, art 
tim | — 
e m 


Logo, pelo teste da razão (11.35), a série é absolutamente 
convergente se Jl < 1 e divergente se bj > 1. Assim, a séric 
binomial representa uma função ftal que 


kon 
DER 


= lim 


no 


bl = bd 


fal y y KE Ec D, se NM <1 


ant 


JA observamos que, se k é um inteiro não-negativo, então 
f(x) = (1 x). Provaremos agora que isto é verdadeiro para todo 
real X. Diferenciando cada termo da série binomial, obtemos 


f) ler klk- +. 
nelk -Yoe ken + Doa TN 


+ n! 


e, portanto, 
xf) = kx + kk — ix. 
" ak(k - 3) sd EE Da TM 
al 
Somando os termos correspondentes das duas séries prece- 
dentes, o coeficiente de x" é 


{a + E Dn k =n 


{n+ 1) 
y (HEH no (kmn t1) 
n 


que se reduz a 


MEME ER 
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Série binomial (11.50) 


fk =) + a HELD Ez H SCH O ka, 


Conseqitentemente 


Fo) raro) = 3 kag" e 


4-0 


ou, equivalentemente, 
Park) 
Se definirmos a função g por gt) - CCA + E então 
MEC — 7 DER 
BEE (DO - £O + x) 


Segue-se qué g(x) = c para alguma constante e, isto é 


LO 
CESA 


Como f(0) = 1, vemos que c = 1 e, então, f (x) = (1 + x, que é 
aque queriamos provar, A próxima afirmação resume o assunto. 


EXEMPLO 1 
Ache uma representação de Y 1 x, em sério de potências. 
SOLUÇÃO 
Utilizando (11,50) com é = 3, obtemos 
T izl HO DH 
Ipem 1 36D, EE 
leraleges r AA i 
UD. 
AA 


ni 


SEET 


SEI 
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que pode escrever-se como 


- 3 - il. Zo, 23 
KEE ee de ec 


NECI 3u 7 4) us 


F-n 


para lx] «t. A fórmula parao termo de ordem z da série é válida. . 
desde que n = 2. 


EXEMPLO 2 


Ache uma representação de Vi E 3* em série de potências. 
SOLUÇÃO. 


Pode-se obter a série de potências substituindo. x pora na:série:«: 


do Exemplo:1. Logo, sef] < 1, então.. 


MTS 1 m 2 Seu. 


3 35.2 
WEEK? (it - 4) a 
E a 


EXEMPLO 3 
23 
Obtenha uma aproximação de J; Vi *x dx. 


SOLUÇÃO 


Integrando os termos da série obtida no Exemplo 2, obtemos 
E Kc EU = 0,3 + 0,000162 — 0,000000243 + ... 


Conseqüentemente, a integral pode ser aproximada por 
0,300162, que tem precisáo de, seis casas decimais, pois o ero 
é inferior a 0,000000243. 


A série binomial pode ser utilizada para obter fórmulas de 
aproximação polinomial para (1 + a), Como ilustração, se 
ki < 1, então, pelo Exemplo 1, 


bett? 
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Como a série é alternada do segundo termo em diante, o erro 
cometido nesta aproximação é inferior ao terceiro termo, ix 


EXERCÍCIOS 11.10 


Exercs. 1-12: Estabeleça uma representação da ex- ` 


pressão em série de potências, e indique o raio de 
convergência. 


1 Qux OT 

2 (= o? 

3 (gy 4 («9^ 

5 (75 6 Gy 
Tray: Soap ` : 
DNK E 10 x(L423y 7 


MM P 
nor Sugestio: Considere 2: NE mr : 
Yz (way 


Exercs. 13-14: (a) Obtenha uma representação de 
f(x) em série de potências utilizando a relação dada. 
(b) Ache o raio de convergência. 


13 f (G)- aresenx; arcsenx = L (/51-8) dt j 


i k e 
14 f) c argsh as. argsh sef an * P) des 
Exeres. 15-20: Aproxime a integral com trés casas 
decimais, usando o exercício indicado. 
A E ý 
15 L Mi de e 9 
16 = mrz” (Exercício EN 


12 à 
17 Po 41 =P! dr (Exercício 5) 


JA 
18 f G = P7 de. (Exercicio 6) 
Ser fe 
19 P ur dx (Exercício 7) 


20 FP —— dx (Exercício 8) 

o (14 5% 
Excres. 21-22: Para o valor dado de k, grafe 
F()=(1+x) keg (2) = 1-- kx no mesmo plano coor- 
denado, para- 1Sx.S 1, Use os gráficos para estimar 
omaior intervalo fechado ne oul = gG)]iS ge: ` 


ES miss 
EIER mei 


723 Ret "Exercicio:44-di Seção 10,4: A Fórmula do 


perlodo.7 de um pêndulo de comprimento L, des- 
làcado:do;equitibrio de-um-ánguloinicial:de.8, : 
tadiano; é dada pela integral imprópria 


= JE % i 
DE? D » [ror perc E - 


Fazendo a substituição sen u = (1/4) sen ie 


com = sen Ze, pode-se mostrar que 


ren par 


(2) Usca série binomial de (1 ~x) "? para mostrar 
que B 


1- deum PY D si 


(b) Aproxime T se 0, = 1/6. 


Een 


INS SEIS PESCE EUSEB 
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11.11 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exercs. 1-6; Determine se a sequência converge ou 
diverge; se convergir, ache o limite. 


i EES | {1000.997} 


1 y 
4 ls + 49 | 


n 


uy] 


Exeres. 7-32: Se a série é de termos positivos, deter- 
mine se converge ou diverge; se a sério contém termos 
negativos, determine se é absolutamente convergente, 
condicionalmente convergente ou divergente, 


a 
H Qu + 39 
7 
A ETCESVCE! » (ey 
ENEE sa 
a y (5) AW 
Ka E ER WH 
quai NET 
m 12 
E ka ER va 
T E at 14 X CN 
Këssen PS 
- n cos on 
15 QU Dor 163 3 
Ze "EI 
uy i8 y CD 
ER p RA 
S 1 EN 
19 5, (-1y-- PDA 
D ri pl ha 
» sen SEn SL 
— 2 [-iy-——— 
2, Dd É X Te: 


a id 20 + 3 
-1 q ev 
33 Y en 2A Y, 61) 


EA ch al 
SR 
E = Cs 4 
15 5 cU: 
en 
2 x4 o n1 225 ess Qu) 
ara EN mot 
5 Sk 
Quy. y 
2t at aa 2 rg 
Bed ul 
bd ES 
E 
Eer 30 -— 
"is WI x (5 Yn s) 


M Man > Augu 
ns ev E Visa” 


2.1 


Exercs. 33-38: Use o teste da integral (14.23) para de- 
terminar a convergencia ou divergência da série. 


S n 
ais e + 28 KE: -1 


D E 
i 

4 PERT] ubt 

s 5 s s Quay 


10 
j n WTE a m 


Exeres, 39-40: Aproxime a soma da série com três 
casas decimais. 


aL 
39 S Cv 


net 


"- 1 
Y cy “a "(P + 1) 


nei 


Exercs, 41-44: Ache o intervalo de convergência 
da sério. 


«ils o my 
4L » scar at aa 1 


Cup. i} Séries infinitas 109 


3 Xa = (x + 10) 


44 - 1) 
2 OI à ay &-9 
Exeres. 45-16: Ache o ralo de convergência da série. 


Qu " " 
ss y Aach “Sã ke a ret 


Exeres. 47-52: Ache a sério de Maclaurin paca f(x) 
e ludique e raia de convergência. 


l-cosx 


TIO) > x 
D 


sexe 
sex 
49 f(x) s senx cosx 
51 (9) & (Le OD 


48 f() exe? 
50 /()ehn Q3) 


52 16) = 


53 Dé uma representação em série para e”* cm potên- 
cias dex +2, 


54 Dê uma representação em série para cos x om. 
* potências de x — (1/2). 


55 Dê uma representação em série para Vx em potên- 
cias de x - 4, 


Exercs. 56-60: Use uma série infinita para aproxi- 
mar o número cam trés casas decimais. 


3 D Y 
sé Ve sf xe] ds 
2 


H 
58 f f) de com 
a 
FG) = (sen x)/VE se x 
s9 om 


60 e D 


Exeres, 61-62: Ache a fórmula de Taylor e com testo 
pata f (x), cen dados. 


61 f Q) = In cos x, m DER 
6 f(s) a RT GER £52, nad 
Esercs. een Ache a fórmula de Maclaurin com 


resto para f (x) e n dados. 


Gf) e, n-3 GL f) = 


65 Usoa fórmula de Taylor com resto para aproximar 
cos 43º com quatro casas decimais, 


(& 66 Use a fórmula de Taylor com resto para mostrar 


que a fórmuta de aproximação 


se x m x Lx PE 


120 


tem precisão de quatro casas decimais para ( sus 14. 


Capítulo 12 l i 


ON 


"P TÓPICOS DE GEOMETRIA ANALÍTICA 


INTRODUCÁO 


As seções cónicas, também chamadas 
cónicas, são obtidas interceptando por um 
plano àm cone circular reto de duas folhas. 
Variando a posição do plano, tem-se uma 
elipse, uma parábola ou uma hipérbole, con- 
forme ilustração ao lado. Se o plano intercep- 
ta o cone apenas em um ponto ou ao longo de 
uma ou duas de suas retas, têm -se as cênicas 
degeneradas. 


Investigadas extensamente pelos antigos 
gregos, as seções cônicas revelaram proprie- 
dades que nos permitem defini-las emtermos 
de pontos e etas, Fato digno de nota é que, 
embora estudadas há mais de dois mil anos, 
as seções cônicas não se tornaram obsoletas; 
ao contrário, têm grande importância nas in- 
vestigações atuais sobre o espaço exterior e 
no estudo do comportamento das particulas 
atômicas. 


Boa parte do material deste capítulo 
pode ser considerada uma revisão, pois apa- 
rece também em textos de pré-cálculo. Exi- 
gem-se, entretanto, métodos de cálculo 
infinitesimal para resolver problemas que in- 
cluema determinação de equações de langen- 
tes às cónicas, o cálculo de áreas e volumes 
de regiões determinadas por cónicas e a de-.. 
monstração de propriedades reflexivas usa- 
das na construção de telescópios e holofotes. 


1H & 


112 Cálculo com Geometria Analítica. Cap. 12 


12.1 PARÁBOLAS 


Definição (12.1) 
P ue 


€ 


Diretriz 
Figura 12.1 


NES Mad 


Nestaseção definiremos uma parábola e deduziremos equações 
de parábolas que tenham cixo vertical ou horizontal. 


Una parábola £o conjunto dé tdos os pontas deum plano 


- eqliidistantes de um ponto fixo F (foco) e de uma reta fixa l 
(diretriz) do plano. ... NNUS AE . 


Admitiremios que F não pertence a L pois isto resultaria 
em uma reta. Se P é-um ponto do plano e P' é o ponto de l 


determinado por uma reta por P perpendicular a / (ver Figura" 


12.1), então, pela Definição (12.1), P pertence à parábola se e 
somente se as distâncias «P, F) e «(P, P") são iguais. O elxo da 
parábola é a reta por F perpendicular à diretriz. O vértice da 
parábola é o ponto V da eixo, eqüidistante de Pet. 


Para obter uma equação simples de uma parábola, fixemos 
o eixo-y coincidindo com o eixo da parábola, com origem no 
vértice V, conforme Figura 12,2, Neste caso, o foco F tem 
coordenadas (0, p) para algum número real p s 0, e a equação 
da diretriz é y = ~ p. (A figura exibe o casa p > 0.) Pela fórmula 
da distância, um ponto P(x, y) pertence à parábola se e somente se 


3 


Figura 12.2 


. Elevando ao quadrado ambos os membros e simplificando: 


TEE EE 
ayt- apy ph e y! ey e p? 
xb Am 
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Uma equação equivalente é y = zs 

Mostramos que as coordenadas de todo ponto (5 y) da 
parábola verificam? a 4py. Reciprocamente, se (x, y) é solução 
de x? = 4py, então, invertendo a marcha anterior vemos que o 3 
ponto (x, y) pertence à parábola. Se p >Q, a parábola tem abertura 
para cima, conforme Figura 122. Se p < 0, a parábola: 
abertura para baixo. O gráfico é simétrico em relação ao eis 
pois substituinda-se x por — x a equação x? = 4py não se alterá, 


Permutando os papéis de x e y, obtemos y? = 4px, ou, 
equivalentemente, x = y*/(4p). Esta é a equação de uma parábola 
com vértice na origem, foco F(p, 0) e abertura para a direita se 
p? Qou para a esquerda se p < 0. 


Abreviadamente, costumamos referir-nos à parábola x* = 
Apy(y = apa), em lugar de a parábola de equação x^ = 4py (ou 
y =4px). 


. O quadro a seguir resume nosso estudo. 


Parábolas com vértice V(0, 6) (12.2) 


EQUAÇÃO 


| ' GRÅFICO PARAp > 0 


GRÁFICO PARA p < 0 
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Figura 12.3 


Figura 12.4 


Vemos, de (12.2), que, para qualquer real não-nuto a, O 


“gráfico de y = ax? ou x = ay? é uma parábola com vértice 


V(0, 0). Além disso, a = 1/(4p), ou, equivalentemente, p = 
3/(4a), onde [p] é a distância do foco F ao vértice V. Para achar 
a diretriz |, recorde que [ é também a distância |p] de V.-. 


EXEMPLO 1- 


Determine o foco e a diretriz da parábola y = — i x? e traceo gráfico. 


SOLUÇÃO 


A equação tem a forma y = ax? com a = -4 Tal como em 
(12.2), a = 1/(4p), ou 


A parábola é aberta para baixo e tem foco FO, -i H conforme 


ilustrado na Figura 12.3. A diretriz é a reta horizontal y = E 


TEE E 
que está à distância a acima de Y, conforme figura. 


EXEMPLO 2 


(a) Determine a equação da parábola que tem vértice na ori- 
gem, abertura para a direita e passa pelo ponto P(7, — 3). 


(b) Determine o foco. 
SOLUÇÃO 


(a) A Figura 124.6 um esboço da parábola. De acordo com :- 


(12.2), a equação da parábola é da forma x = ay! para algum 
número a. Se P(7, —3) pertence ao gráfico, então 


EL ITE 


Logo,a equação da parábola £x = H y” 
(b) O foco está à distáncia p à direita do vértice, com 
1 H 9 


PT 


Cop, 12 Tüpicos de Geometria Analítica 115 


Assim, o foco tem coordenadas E ) 


Para estender nosso estudo a uma parábola cujo vértice 


não está na origem, utilizamos uma translação de eixos; con- ` 


forme Figura 12.5, onde os eixos x e y são transladados para 
posições, . denotadas porx e y'—- paralelas às posições originais. 


Todo ponto P do plano tem, assim, duas representações diferen-- 


tes: P(x, y) no sistema xy e P(x*, y") no sistema x*y*, Se a origen 
do novo sistema x”y” tem coordenadas (A, D no plano xy, 
conforme Figura 12.5, vê-se que 


xax’ th e y=y'+k 


Estas fórmulas são válidas para todos os valores de bet 
Fórmulas equivalentes: 


x'=x-h e y=y-k 


EM 


p 
ga pre ep 
Ze 
x 


Figura 12.5 


- Tem-se então: 


Fórmulas de translação de 
eixos (12.3) 


Se, no plano-xy, certa coleção de pontos constitui o gráfico 
de uma equação em x e y, então, para achar a equação ema” e 
y’ que tenha o mesmo gráfico no plano-x^y", substituímos x por 
x +heypory’ + k. Reciprocamente, se um conjunto de pontos 


H 
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no plano-x'y' é o gráfico de uma equação em x" e y”, então, para 
achar a equação correspondente em x € y, substituímos x’ por x 
—hey'pory-k. 


Hustramos (12,3) a seguir. Sabemos que 
Gy = day 


é a equação de uma parábola com vértice na origem 0º do 


plano-x'y”. Utilizando as fórmulas (ii) de translação de eixos, - 


vê-se que 


wF = ply =k) 


é a equação da mesma parábola no plano-xy com vértice - 


V (1,1). O focoé Fi k+p)ea diretriz éy =k-p, 


Desenvolvendo o membro esquerdo de (x — Hy =dp 
(y — £) e simplificando, somos conduzidos a uma equação da 
forma 


y=0%4+bx+c 


onde a, b e c são números reais. Reciprocamente, se a #0, então 
o gráfico de y = x? + bx + c é uma parábola com eixo vertical. 
Tal como em y = ar”, pode-se mostrar que a = 1/(4p), ou 
p=1/(40). 


. Analogamente, começando com GP = due e utilizando 
(12.3), obtemos 


(y - Y 4px h), 


que é a equação de uma parábola no plano-xy com vértice 
V (ft, k), abertura para a direita se p > 0 ou para a esquerda se 
p<0. Esta equação pode escrever-se. na forma 
xay by + e onde a=1/(4p) oup = 1/(4). 


O quádro a seguir resume este estudo. Por conveniéncia, 
tomamos V (ft, £) no primeiro quadrante. 
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Parábolas com vértice V(h, It (12.4) 


EQUAÇÃO 


GRÁFICO PARA p» 0... 


GRÁFICO PARÁ p «0: 


(xh! =4p(y-k) 


yeax! rbrre 


pl 
4a 


Ày 


Ay 


(y-&Y. = Ap(x - 4) 
xay +by+c 
H 


Pa 


Ay 


Uis Y.) 


nt 
KK 


Se a é um número real náo-nulo, então, por! i 
gráfico da equação y = ax? + bx +e é uma parábola com eixo 
vertical, Baderíamas achar o vértice V (fr, E) alpebricamente, 
completando quadrados c escrevendo a equação Gë fori 
(x B. = 4p(y — £). Outro método para determinar Y consiste 
em utilizar uma derivada.Como a tangente em Y é horizontal, 
podemos achar a coordenada-x, A, de Wdiferericiando 
y a + bx + c e resolvendo a equação dy/dx = O em relação 
a x, como a seguir: 


e T 2a 
A coordenada-y, k, de Y é obtida substituindo x por — b/(2a) 
em y = ax? + bx 4 c, Podem-se então determinar as coordenadas 
do foco F e a equação da diretriz ! utilizando p = 1/(42). 


E b 
deo th 9 au 


A derivada segunda d%y/dx? == 2a nos diz que a parábola 


7 tem concavidade para cima se a > 0 ou para baixo se a < 0. 
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EXEMPLO 3 
Discuta y = 2x? 6x + 4 e esboce o gráfico. 
SOLUÇÃO 


Conforme (12.4), o gráfico 6 uma parábola com eixo vertical, 
Como já vimos, o vértice V é o ponto em que a tangente é 
horizontal. Consideramos assim 


D iniga SE 
de 4-620 m x Ar 
Fazendo x = 3 na equação dada, obtemos 


ay 1 
y = EA 


Logo, o vértice é VQ, — 2. 
O coeficiente de x? é a = 2, de modo que 
Säll S 
PET Dos 


Como a parábola tem abertura para cima, o foco F está à 
distância p = $ acima de V, o que nos dá 


FO Ab 3 
FG -it a = FG =a) 
A diretriz é a reta horizontal / que está à distância p = i 


abaixo de V. Portanto, a equação de / é 


EKES 
O gráfico estáesboçado na Figura 12.6. Note queointercepto-y 


64 e os interceptosx (soluções de 21?— Gx + 4=0)são 1e 2. 


ys2x3-6x44 


a coordenada-y, k, do vértice V (fi, k) resolvendo em relação a 
y a equação dx/dy = 0, A coordenada, A, de V pode então ser 
obtida substituindo y por k na equação, Neste caso, a parábola 
tem abertura para a direita ou para a esquerda, e V é o ponto em 
que a tangente é vertical, pois dx/dy = 1/(dy/dx). 


EXEMPLO 4 


Figura 12.6 ` Discutax = ¿y” + 4y + 11 e esboce o gráfico. 


Cap. 12_ Tópicos de Geometria Analítica 119 


Para equações da forma x = ay? + by + c, podemos achar ` 


, SOLUÇÃO 

Conforme (12.4), o gráfico é uma parábola com eixo horizontal. 
Para determinar a coordenada-y do vértice V (o ponto em que a 
tangente é vertical), consideramos 


vG,-4) STEE op yeg 


y 


Substituindo y por — 4.na equação dada, obtemos.- 


xiCA + 4d) + 11 > 3 
x= iy 4 4y +11 : 
Figura 12.7 Logo, o vértice é V (3, — 4). 


O coeficiente de y! £a = ES assim, 


cad 
PSA 


Ee 


` ^ A parábola tem abertura para a direita, de modo que o foco F 
está à distância i à direita de V. Temos, pois, 


R3+ 1-9) = FRG, 4) 


A diretriz é a reta vertical L à distância i à esquerda de V. 
Portanto, a equação de 1 & 


i p.Š 
35 00 x53 


A parábola está ilustrada na Figura 12.7. 


EXEMPLO 5 


` Determine a equação da parábola de vértice H (— 4, 2) e diretriz 
yes. 


SOLUÇÃO 


A Figura 12,8 mostra o vértice e a diretriz. O tracejado indica 
uma forma possível da parábola. Segue-se que uma equação da 
parábola é 


(=P =4p y-k) 
com A =~ 4, k = 2 e p =— 3, o que nos dá 


(r+4P=-12(p--2) 
Figura 12.8 


E ae, 


pou 


emt mm 
É aço 
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i 24 be 
Esta equação pode ser escrita na forma y = ct” + bx +c, como 
segue: 


xb 8x + 16 = -12y + 24 
12y = ~x? = 8x +8 


y= 


EXEMPLO 6 

Engenheiros de tráfego estão projetando um trecho de rodovia 
que deve ligar uma rodovia horizontal com outra com 20% de 
aclive (coeficiente angular $ conforme ilustrada no corte da 
Figura 12,9. A transição suave de um para outro trecho deve 
ocorrer em uma distância horizontal de 800 metros, com um 
trecho parabólico ligando os pontos A e B. 


(a) Determine a equação da parábola de vértice À que tem 
i nom ei 
tangente de coeficiente angular D om A e $ em B. 


Figura 12.9 


(b) Ache a diferença de elevação entre B e a porção horizontal 
da rodovia. 


(c) Estabeleça uma integral para o comprimento do trecho 
entre À eB. 


(d) Calcule a integral em [3 
SOLUÇÃO 


(a) introduzindo um plano-xy como na Figura 12.9, então uma 
parábola com vértice (0, 0) e abertura para cima tem equação 
y> ax?para algum número a, O coeficiente angular m da tan- 


gente em um ponto arbitrário P (x, y) da parábola é 


d. 
di 2ux 


mo 
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Assim, a tangente tem coeficiente angular O em À (a origem). 
Ele "sp 1 AA 
A transição em B é suave sem = 3 quando x = 800, isto é, se 


i = 2a (800) ou as. 


Logo, a equação da parábola é y = iis x 


(b) A diferença de elevação entre B e a portão horizont 
rodovia é a coordenada-y de B. Fazemos, pois, x = 800 na 
equação obtida em (a), obtendo 


y = tag (800) = 80m 


(c) Por (6.14), o comprimento (em metros) do trecho parabó- 
lico da rodovia entreA e B é 


(d) Aintegratem (c) pode ser calculada mediante a substituição 
trigonométrica x/4.000 = tg A seguida de integração por panes, 
ou recorrendo à tábua de integrais no Apêndice IV. Para obter 
um valor aproximado, pode-se utilizar a regra do trapézio ou a 
regra de Simpson, Pela Fórmula 21 da tábua de integrais, 


[VETE du EE E g ln ju Vat ru | C, 


ea substituição 


icd PLAN E 
KEE du Tain dr 


e notando que u = H quando x = 800, obtemos: 


1/5 
L = 4000 Í, d Cf du 


u H Kei 
= esco 5 itu. 3 ln la + vi gd 
|o 
~ 8928 aono (15798 Jm sosm 


Cabe notar que d(A, B) 804 in. 
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Figura 12.11 


EM 
i 


Figura 12.10 Trajetória da bola.” 


Há muitas aplicações das parábolas. Se, conforme Figura 
12.10, um jogador de beisebol lança uma bola em direção 
náo-vertical e se a gravidade é a única força atuando sobre a bola 
(isto €, desprezando-se a resistência do ar e outros fatores 
externos), então" a trajetória da bola (ou de qualquer. objeto 
projetado) é parabólica. Podemos utilizar este fato (a ser prova- 

. do no Capítulo 15) para determinar onde a bola tocará o solo, 
para achar a altura máxima atingida etc. 


" A forma de cabos de certos tipos de pontes suspensas é 
parabólica. Todavia, conforme mostramos na Seção 8.3, para 
um cabo suspenso livremente a curva é uma catenária, e náo uma 
parábola. 


Uma propriedade importante está associada às tangentes a 
parábolas. Suponhamos que l € a tangente em um ponto 
P (x, y) da parábola y? = 4px, e seja Fo foco. De acordo com 
a Figura 12.11, denotemos por o o ángulo entre 1e o segmento 
FP, e seja B o ângulo entre | e a semi-reta horizontal com 
extremidade P. No Exercício 42 pede-se demonstrar que a = B. 
Esta propriedade reflexiva tem muitas aplicações. Por exemplo, 
a forma do espelho de um holofote se obtém fazendo uma 
parábola girar sobre seu eixo. Se uma fonte de luz é colocada 
em F, então, por uma lei da física (o ângulo de reflexão é igual 

_ ao ângulo de incidência), um raio de luz será refletido ao longo 
de uma reta paralela ao eixo (ver Figura 12.12(1)). Emprega-se 
o mesmo princípio na construção de espelhos para telescópios 
ou fornos solares - um raio de luz caminhando em direção ao 
espelho parabólico, paralelamente ao eixo, se tefietirá no foco 


(ver Figura 12,12(11)). Esta propricdade é também utilizada em- 


antenas de sistemas de radar, rádio telescópios e microfones de 
campo usados em jogos de futebol. 


(1) Espelho do hotofote 


Raios de luz Raios de luz 
d ma 
sm - «- 
e A 


^ 
Fonte de luz > Olho 


g D 


(if) Espelho do telescópio 


Figura 12.12 


Lil oe) 


H 
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' EXERCÍCIOS 12.1 


Exercs. 1-6: Determine o vértice, o foco en diretriz da 
parábola, Esboce o gráfico, exibindo 9 foco e a diretriz. 


1 yo -i 2 reg 
3 =- A delay 
5 y=8N. 6 vi Is 


Exores. 7-16; Determine o vértice e o foco da pará- 
bola. Esboce o gráfico, exibindo o foco. 


7oysi-442 

8 Ae a lët 10 

9 y-12=12% 
1032-207 + 100 = 6x 

H y -4y-2x-420 
Vy ely rte as=0 
33 482 e Mc + y e 10670 
14 y = 40x 97 — dy” 

15 2+20y = 10 

16 444x944 lado 


Exercs. 17-24: Ache a equação da parábola que veri- 
fica as condições dadas; `" 


17 foco F(2, 0), diretriza=-2 

18 foco (0, — 4), diretriz y = 4 

19 vértice V(3, --5), diretriz = 2 

20. vértice V(=2, 3), diretrizy =5 

21 vértice V(- 1, 0), foco F(- 4, 0) 

22 vértice V(L,—2), foco F(L, 0) ` 


. 23 vértice na origem, simétrica em relação no eixo-y 
e passando pelo ponto (2, — 3). 


24 vértice V(-3, 5), eixo paralelo ao eixo-x c passan- 
do pelo ponto (5, 9). 


25 Um holofote é projetado de modo que toda secção 
. . transversa contendo seu eixo de simetriz seja uma 
parábola com a fonte de luz no foco, Onde está o 
foco se o refletor tem 1 m de abertura e 0,30 m de 
profundidade? 


26 Achea equação da parábola de eixo vertical e que 
passa por A(2, 5), B(-2,—3) e C(1, 6). 


27 Seja R a região delimitada pela parábola x” = dy e a 
reta I pelo foco perpendicular ao eixo da parábola... 


(a) Ache a árca de R. 


(b) Se R gira em torno de eixo-y, ache o volume 
do sólido resultante. 


(c) Se R gira em torno do cixo-x, ache o volume 
do sólido resultante. 


28 Repita (a) — (e) dó Exercício 27 se R é a região” 
` delimitada pelos gráficos de x = 5 e. KEE 


29 Fazendo-se uma parábola girar em torno de seu 
eixo, obtém-se um paraboldide de revolução, O 
parabolóide é a forma básica de muitos coletores 
e refletores. A figura mostra um parabolóide (fi- 

ito) de altura h e raio da baser. ` 


(90 comprimento focal do parabolóide é a dis- 
fáncia p entre o vértice e o foco da parábola, 
Expresse p em termos de re ft. 


(b) Ache o volume do parabolóide. 


H 
, H 
të) 


30 Ref. Exercício 29. Um radiotelescópio tem a for- 


.ma de um parabolóide de revolução com compri- - 


mento focal p e diâmetro da base Za. 


(a) Mostre que a árca da superfície S que pode 
coletar ondas de rádio é 


an 
mE E - 
8-73 i pi 1 
E (b) Um dos maiores radiotelescópios, localizado 
em Jodrell Bank, Cheshire, Inglaterra, tem 76 


metros de diâmetro e 15 metros de compri- 
mento focal, Aproxime $ a menos 0,01 mê 
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31 Uma seção de ponte suspensa tem seu peso distri- 
buído uniformemente entre duas torres distantes 
120 metros uma da outra e situadas a 27 metros 
acima da rodovia horizontal. Um cabo suspenso 
entre os topos das torres tem a forma de uma 
parábola, como ponto central a 3 metros acima da 
rodovia, Suponha introduzido um sistema de eixos 
coordenados, conforme figura. 


(a) Ache a equação da parábola, 


(b) Estabeleça uma integral para e valor do com- 
primento do cabo, 


(c) Se o cabo parabólico é apoiado em nove cabos 
verticais equiespaçados, ache o comprimento 
total desses cabos de apoio. 


32 Seja Ra região delimitada pela paráboia x 
pela reta |, pelo foco e perpendicular ao eixo da 
parábola, Ache a área da superfície curva obtida 
fazendo-se R girar em torno do cixo-x. 


33 Uma criança joga uma bola a um ángulo de 45º, 
da beira de um plató acia de uma colina de 


coeficiente angular, conforme figura na coluna 
ao lado. 


34 Prove que o ponto de ama parábola mais próximo 
do foco éo vértice. ` 


35 Um arco parabólico tem altura central de k metros, 
conforme figura. Prove que a altura do maior 
retângulo que pode caber dentro do arco é E 
metros. 


(a) Seabota toca o solo a 50 metros colina abaixo, 
ache a equação de sua trajetória parabólica. 
(Ignore a altura da criança.) 


(b) Quat a altura máxima da bola em relação ao 
solo? 


Ge» 


65 


36 Um recipiente cilíndrico, parcialmente cheio de 
mercúrio, gira em torno de seu eixo à razão de «o 
radianos/seg (ver figura na página seguinte). Da 
física, sabemos que a função f, cujo gráfico gera a 
superfície interna do mercúrio, é solução da equa- 
o diferencial y' = (o Yg)x, onde g = 9,8 m/seg’. 


(a) Mostre que y = $e Ae + 0. 


(b) Para que valor de eo o foco da parábola está a 
60 cm do vértice? 
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ysfQ) 


37 A parábola y? = 4p(x + p) tem seu foco na origem 
eeixoao longo do eixo-x. Atribuindo-sa diferentes 
valores a p, obtém-se uma família de parábolas. 
confocais, conforme figura. Famílias deste tipo 
ocorrem em estudos de eletricidade e magnetismo, 


(a) Mostre que há exatamente duas parábolus da 
família que passam por um ponto dado P(x,, 
3) 329,20. ` 


(b) Mostre que as duas parábolas em (a) são mu- 
tuamente ortogonais — isto é, as tangentes em 
Pis, y y) são perpendiculares, 


AN 


38 Uma corda focal é um segmento de reta que passa 
pelo foco de uma parábola e tem suas extremida- 


des ná parábola. Se AB é uma corda focal, prove 
que as tangentes em A e B 


(a) são perpendiculares; 


(b) interceptam-se sobre a diretri; 


Exeres. 39-40: Ref. Exercício 37. Graf nos 
eixos as parábolas confocais x* spy + pY 
valores dados de p, Estime os pontos de inters 
verifique que as tangentes nesses pontos são perpen- 
diculares. 2 

39 p=1,3,-1 40 p=0,2,-21 
41 Sejam m e b números reais diferentes de zero, 


(0) Se a reta y = mx + b intercepta a parábola y? = 
4px em apenas um ponto, mostre que p = mb. 
"(c Mostre que o coeficiente angular da tangente 
ay = 4px em Di, y) ¿y Qu). 
42 Estabeleça a propriedade reflexiva da parábola, 
(Sugestão: Mostre que d(Q, P) = AP, P) na Pigura 
12.11 e use o resultado do Exercício 41) 


43 Suponha que a tangente / a uma parábola em P 
intercepte a diretriz em Q, conforme figura, Se £ 
do foco, prove que o ângulo POF é voto. 


Diretriz 


ETTET EATE TON SEEEPTUIUUSG 
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12.2 ELIPSES 


Definição (12:5) | Uma elipse é o conjunto de lodos os pontos de um plano; Do 


P 


ue 


Y 


Figura 12.13 


Figura 12.14 


HERR d 


Pode-se definir uma elipse da seguinte maneira: 


cuja soma das distâncias a dois pontos fix 


locos) é, 
` constante. Es 


Constrói-se como segue, uma elipse no papel: Fixam-se 
duas tachas em dois pontos arbitrários F e F’, amarrando-se 
nelas as extremidades de um pedaço de barbante, Fixe um lápis 
no barbante, mantendo este tenso, e desloque o lápis sobre o 
papel, conforme a figura. A soma das distâncias d (EP) e 
d CF", P) é o comprimento do barbante, sendo, pois, constante; 
assim, o lápis traçará uma elipse de focos F e P", Mudando as 
posições de Fe. F’ e mantendo fixo o comprimento do barbante, 
podemos variar consideravelmente a forma da elipse. Se F e 


F’ são muito distantes um do outro, de tal modo-que d (F, F *) 5 


seja quase igual ao comprimento do barbante; gbtemos uma 


elipse alongada. Se d (F, F’) está próximo de zero, a elipse é É 


quase circular. Se F= F’, temos um círculo de centro F. ` 


Introduzindo sistemas adequados de coordenadas, pode- 
mos estabelecer equações simples para elipses. Escolhamos o 
eixo-x como a reta que passa pelos focos F e Fº, com origem 
no ponto médio do segmento F 'F. O ponto médio é o centro da 
elipse, Se F tem coordenadas (c, 0) com e > 0, então, tal como 
na Figura 12.14, F * tem coordenadas (— c, 0). Logo, a distância 
entre Fe F? é 2c. Denotaremos por 2a a soma constante das 
distâncias de Pa Fef’. Para obter pontos que não estejam sobre 
o eixo-x, devemos ter 2a > 2c — isto é, a > c. Por definição, 
P (x, y) está na elipse se e somente se as seguintes equações 
equivalentes são verdadeiras: : 


KP, F) + (P, F°) = 2a 
e GEING FO = 2a 
VET EE 


- Elevando ao quadrado ambos os membros da última equação, 
* temos ' 


xl -2cx A ch y! o Ad deet el y! rn 2ox e c e y! 
ou av (x ty ea^ cx 
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- Figura 12,15 


Novamente elevando ambos os membros ao quadrado, 
a Qe ier e t y?) s a* dador A c? 
ou Me ray oli c) 


Dividindo ambos os membros por a' (a — e} obtemos 


x? 2 
v aces p 


Lembrando que a > c e, portanto, d c >O, fazemos 


besYd-c o bès gce? 


o que nos dá ER 
e y Š 
$5 5 =1 


Comoc>0e p eu -e, segue-se que a? > bie então, a» b. 


“Mostramos que as coordenadas de todo ponto (x, y) da - 
elipse na Figura 12.15 verificam a equação(1/0) + ` 
QI b) 1. ` 


Ay 


EE 


V'(- a, Ki AC? 0 e 


Reciprocamente, se (x, y) é uma solução desta equação, então, 
invertendo o raciocínio, vemos que o ponto (x, y) pertence à 
elipse. 


da i Se : E 


128 Cálculo com Geometria Analitica Cap. 12 


Teorema (12.6) 


A  1By =36 + 


y 
Gm"? 


Figura 12,16 


Podemos achar os interceptos-x da elipse fazendo y = na 
equação. Temosentãoz?/€º = 1, oux! = «e consequentemente 
os interceptos-t são a e —a. Os pontos correspondentes 
V (a, 0) e V "Ea, 0) do gráfico são os vértices da elipse (ver 
Figura 12.15). O segmento V 'V é o eixo maior, Da mesma 
forma, fazendo x = 0, óbtemos y*/D* = 1, ou y^ = D?, Logo, os 
interceptos-y são b e —b. O segmento que une M '(0,-b)e 
M (0, b) é o eixo menor da elipse. Como a> b, o eixo maior é 
sempre maior do que o eixo menor. 


Mediante testes de simetria, vemos que a elipse é simétrica 
em relação ao eixo-x, no cixo-y e à origem. 


O que acabamos de ver pode ser resumido desta forma, 


ES) gráfico da équacio - E 


EXEMPLO 1 


Discuta 442 + 18y* = 36, e trace o gráfico. 
SOLUÇÃO: 


Para obter a forma do Teorema (12.6), dividimos ambos os 


membros da equação por 36 e simplificamos. Isto conduz a 


y yt. 
ki i 


oit 


que está na forma própria, com d! « 9 e D «2. Assim, a=3 e 
b = V3; os extremos do eixo maior são (4: 3, 0) e os extremos 
do eixo menor são (0, + V2). Como 


ada 92 7, ou cee VT 
os focos são (+ 7,0). O gráfico é o da Figura 12.16. 


EXEMPLO 2 
Ache a equação da elipse de vértices (= 4, 0) e focos (+ 2, 0). 
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Teorema (12.7) 


Ay 
Py Woa) 
AT ai 
NA Mo, 0) 
S 
x 


Figura 12.17 


SOLUÇÃO 


Na notação do Teorema (12.6), a=4 e Gei Como 
c» d - b), vemos que D? = g? ~ c? = 16 — 4 = 12, Isto nos dá 


. Às vezes, escolhe-se o eixo maior da elipse seguido o 
eixo-y. Se os focos são (0, +c), então, polo mesmo tipo de 
argumento já empregado, obtemos o seguinte, À 


na elipse com. vértices(o, +a). As 
les do eixo nienor são, (+ b, 0). Os focos sio- 


dé ch Pb 


A Figura 12.17 é um gráfico típico, 


Do que precede, vê-se que a equação de uma elipse com 
centro na origem e focos sobre um dos eixos coordenados, pode 
sempre ser escrita como : 


2 x 
ES | 


Qu. dud 
pu ou qu py ep 


0 eixo-x e se q > po eixo maior está sobre:o eixo 
preciso memorizar èstes fatos, porque, em qualquer proble 
concreto, o eixo maior pode ser determinado examinando 6 
interceptos x e y. 


EXEMPLO 3 


Trace o gráfico de 9x? + 4y? « 25. 
SOLUÇÃO 
O gráfico é uma elipse com centro na origem e focos sobre um 


dos eixos coordenados. Para obter os interceptos-x, fazemos 
y=0,0 que dá 


9% = 25 ou xa *3 


———— tr M a T 
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Ay 


Go) 


Figura 12,18 


CA x 
x 
98 45 225 


HESS 


d Como É < 


Analogamente, para determinar os interceptos-y, fazemos 
x = 0, obtendo 


4 =25 ou EEN 


Isto nos permite esboçar o traçado da elipse (ver Figura 12.18). 
z, o eixo maior está sobre o eixo-y; 

Para determinar os focos, calculamos primeiro 

Po ta (E a E 

Steeg e 

Assim, c = 5 V576 e os focos são (0, + 5 V5/6). 


Podemos utilizaras fórmulas (12.3) de translação de eixos para 
generalizar nosso trabalho para uma elipse com centro em um ponto 
arbitrário CU, D no plano-xy. Por exemplo; como o gráfico de 

Zar? my ` 
EY UT, 


a? 


é uma elipse com centro em D em um plano z^y* (ver Figura. 
12.19), sua equação no sistema xy de coordenadas é 


ep A 
SE E 


AY ky 


EE 


i 
a 


OO, 8 


“Figura 12.19 
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C2-3 


Figura 12.20 


Desenvolvendo os quadrados indicados na última equação 
e simplificando, obtemos uma equação da forma 


Ax! Cy! + Dx e Ey e F0 


ondé os coeficientes'sño números reais e À e C são ambos 
positivos. Reciprocamente, partindo de uma tal equação e com- 
pletando quadrados, podemos obter uma forma que evidencie o 
centra da elipse e os comprimentos dos eixos maior e menor. O 
próximo exemplo ilustra esta técnica. 


EXEMPLO 4 


Discuta a equação 16x? + 9y? + 64x — 18y —71 =0, e trace seu 
gráfico. : 


SOLUÇÃO 
Começamos escrevendo a equação na forma 


EE 


. Em seguida, completamos os quadrados das expressões entre 


parênteses: 
16(8 + 4x 4)  9(! 2y 1) e 71 64 9 


Adicionando 4à expressão dentro do primeiro par de parênteses, 
devemos adicionar 64 no membro direito. Analogamente, adi- 
cionando 1 à expressão dentro do segundo par de parênteses, 
devemos adicionar 9 ao membro direito, A última equação pode 
ser escrita 


16(x + 28 Et 1)? = 144. 
Dividindo por 144, obtemos 


(e zm n si 21 


que é da forma 


&y WE, 
9 16 É 

com x' =x+2 € y «y - 1, Isto equivale a fazer h=-2 e 
k = 1 nas fórmulas de translação de eixos. 


O gráfico da equação (7/9 + (9/16 = 1 é uma elipse 


com centro na origem O * no plano x'y' e eixo maior sobre o 


eixo". Segue-se que o gráfico da equação é uma elipse com - 


centro C(- 2, 1) no plano xy e eixo maior sobre a reta vertical 
x=-2 Coma=4e b «3, obtemos a elipse da Figura 12.20. 


gi 
E 


fü 


SA 


KZ 


erte 
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Para achar os focos, calculamos primeiro 
Cot-b=16-9=7 


A distância do centro da elipse aos focos é e = VT. Como o 
centro é (-2, 1), os focos são (2,1 + yT). 


Nos dois próximos exemplos empregaremos métodos de 
cálculo para resolver vários problemas que envolvem elipses. 


EXEMPLO 5 


(a) Usea diferenciação implícita para achar uma fórmula para, 


o coeficiente angular da tangente em Pie, yya elipse 


3 


+ 1 


com a» b» Q. 


D Aplique a fórmula obtida em (a) para determinar onde a 
tangente é horizontal ou vertical. 


(c) Provequea equação da tangente em Be, yyé 


SOLUÇÃO 


(ay Diferenciando implicitamente a equação da elipse, obtemos 


2 A TE 
qtu co 9 F7 


Logo, o coeficiente angular m da tangente em Ps, DAD 
m=- (Pr dy) 


(b) A tangente é horizontal se Bix = 0, ou x = 0, o que nos dá 
os pontos extremos (0, + b) do eixo menor. 


A tangente é vertical se e?y = 0, ou y = 0, a que nos dáos 
vértices (x a, 0) da elipse. 


(c) Aplicando a fórmula param em (a), obtemos como equação 
da tangente em P (x, Y) 


bx, 
Hd og =x) 
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Podemos modificar a forma desta equação como segue: 


2 
ayy mapa re 4 bt 
Ze É 

bio + ayy = buf + ay? 


Dividindo ambos os membros por d, obtemos . 


Como P (x, y) pertence à elipse, (x, y) 6 uma solução. da 
equação em (a) e, assim, o membro direito da última equação é 
igual a 1. Isto completa a prova. 


EXEMPLO 6 

Ache a área da região delimitada por uma elipse cujos eixos 
maior e menor têm comprimentos 2a e 2b, respectivamente. 
SOLUÇÃO 


Pelo Teorema (12.6), vemos que a equação da elipse é 
(2/08) + fb) = 1. Resolvendo em relação a y, obtemos 


y= BEE 
O gráfico da elipse tem a forma geral exibida na Figura 12.16 


e, daí, por simetria, basta achar a área da região no primeiro 
quadrante e multiplicar o resultado por 4. De acordo com (5.19), 


TEE 


Fazendo a substituição trigonométrica x =a sen 0, obtémos 
dei —x sacos Qe dx a cos 0 dà 


Como os valores de. que correspondem a x == 0 e x =a são 
02060 = 7/2, respectivamente, obtemos 


b Dé Di 1 + cos 20 
Aca d cos 0 dà =4ab [ cp 
1 v2 
See = Zab [n/2] = zab 
^ 0 


Coma caso especial, se b <a, a elipse é um círculo e Á = RÈ. 


As 
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Definição (12.8) 


As elipses podem ser muito achatadas ou quase circulares. 
Para obter informações sobre o achatamento de uma elipse, 
costuma-se lançar mão da excentricidade e (não confundir com 
a base dos logaritmos naturais), A excentricidade é definida a 


seguir, onde a, b e c têm os mesmos siguificados que anterior- - 


mente. 


A excentricidade é de úma elipse 6: : zs 


Consideremos a elipse G2) *Vb)si e suponha- 
mos fixo o comprimento 2a do eixo maior e variável o compri- 


mento 2b do eixo menor. Como Va — <a, vê-se-que: 


O<e<l Seca 1, entio Va! — D^ = aassim,b «0. Neste caso, 
a elipse é muito achatada. Se e = 0, então Yat — b seas b, 
Neste caso, a elipse € quase circular. 


Após muitos anos de estudo de uma enorme quantidade do... 


dados empíricos, o astrônomo alemão Johannes Kepler (1571- 
1630) formulou três leis que descrevem o movimento dos pla- 
netas em torno do sol. (Estas leis serão demonstradas no 
Capítulo 15.) A primeira lei de Kepler afirma que a órbita de 
cada planeta do sistema solar é uma elipse que tem o Sol como 
um dos focos. A maior parte dessas órbitas são quase circulares 


.. & por conseguinte, suas excentricidades estão próximas de 0. A 


título de ilustração, para a Terra, e» 0,017; para Marte, = 0,093; 


e para Urano, e = 0,046. As órbitas de Mercúrio e Plutão sën ` 


menos circulares, com excentricidade 0,206 e 0,249, respecti- 
vamente, 


-Muitos cometas têm órbitas elípticas com o Sol como um 
dos focos. Neste caso, a excentricidade e está próxima de 1, e a 
elipse é muito achatada. Utiliza-se a unidade astronómica 
(UA) — isto 6, a distância média da Terra ao Sol — para indicar 


grandes distâncias. (1 UA ~ 93.000.000 milhas = 148.800.000 ` 


quilômetros.) 
EXEMPLO 7 


O cometa de Halley tem uma órbita elíptica com excentricidade 
€ = 0,967. A menor distância do cometa de Halley ao Sol é 
0,587 UA, Dé uma aproximação da distância máxima do cometa 
ao Sol, a menos de 0,1 UA. 
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Cometa de Halley 


Figura 12.21 


Figera 12.22. 


SOLUÇÃO 
A Figura 12.21 ilustra a órbita do cometa, onde c é a distância 
do centro da elipse a um foco (o Sol) e 2a é o comprimento do 
eixo maior. : 


Como a-—c é a distância mínima entre o Sol e o cometa, 
temos (em UA). 


a-c=0,587, ou a=c+0,587" 
Como e = c/a = 0,967, 


c = 0,967a = 0,967c + 0,587) 


c = 0,9670 + 0,568 
Assim, 
0,033 = 0,568 e c = ere 17,2 
Consegtenenento, 
"ases 058 
am 17,2 + 0,587 = 17,8 


ca distância máxima do Sol ao cometa é 


arc=17,8+17,2, ou a+c=350AU 


Uma elipse goza da propriedade reflexiva análoga à da 
parábola, discutida no fim da Seção 12.1. Como ilustração, seja 
l'a tangente em um ponto P de uma elipse com focos F e F’, 
conforme Figura 12.22, Se a é o ángulo entre F 'Pelceseféo 
ângulo entre FP e |, pode-se mostrar que c = À. Assim, se um 
raio de luz ou som emana de um foco, será refletido no outro 
foco. Esta propriedade é utilizada na construção de certos equi- 
pamentos óticos. É também percebida nas galerias sussurrantes 
= isto é, compartimentos com tetas em forma elítica, nos quais 
“uma pessoa que sussurra em um foco pode ser ouvida no outro 
foco, A rotunda do Capitólio em Washington, D.C,, e o Taber- 
náculo dos Mórmons, em Salt Lake City, são exemplos de 


- “galerias sussurrantes, 


AENA 
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EXERCÍCIOS 12.2 


Exercs. 1-14: Ache os vértices e os focos da elipse. 
Esboce o gráfico, mostrando os focos. 


2 


1 23 EIE 
3 4try?=16 4 y+9=9 
j 8 58+32=10 DEER 
7 Aë ën 8 0+5 


9 du! +9!-32x=36)4+64=0 
10 x3 e 2y «2x - 20y € 43:50 
119 € 16y! + Six 32y - 41 20 
12 432409) + 24x 4 18y +9=0 


13 253 4 4y! - 280 — 16y +541=0 
14 Ac «y! -2y 


Exores. 15-24: Ache a equação da elipse que tem 
centro na origem e verifica as condições dadas. 


15 vérticos (28,0) — focos (e 5,0) 
16 vértices WO, +7) facos PO, &2) 


47 vértices V(O, + 5) — cixo menor de comprimento 3 
fH. 18 focos Fls 3, 0) 

; 19 vértices CO, + 6) 
20 passando par (2, 3) e (6, D 


eixo menor de comprimento 2 


passando por (3, 2) 


21 excentricidade A vértices MO, + 4) 


22 excentricidade i vértices no elxo-x, passando 
por (1,3) 


i 1 
23 Interceptos-e 42, — interceptos-y +7 


24 interceptos-a + intercoptas-y 24 


tale 


25 O arco de uma ponte é semi-elíptico, com eixo 
maior horizontal. A base do arco tem 10 metros e 
a parte máis alta está a 3 metros acima da rodovia, 
conforme figura. Determine a altura do arco à 2 
metros do centro da base. 


26 Suponha que o comprimento do eixo maior da 
écbita da Terra soja de 186.000.000 milhas, com 
excentricidade de 0,017. Determine, a menos de 
1.000 milhas, as distâncias máxima e mínima da 
Terra ao Sol. 


27 Um segmento de comprimento a + bsemovecom 
seus extremos À e B sempre sobre os eixos coor- 
denados (ver figura). Prove que o ponto P descre- 
ve uma elipse, 


Ay 


28 Umu elipse tem um vértice morigeme focos F (p, 
Qe F(p + 2c, 0), conforme figura Seo foco Pé fen 
e (x, y) pertence à elipse, mostre que tim y* = 4px. 
Dee 
(Assim, uma parábola pode ser considerada como 
uma elipse cont “um dos focos no infinito”) 


Ay 
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29 Ref, Figura 4,56 do Capítulo 4, Em um sistema 
mola-mossa, a energia total E (a soma da energia 
potencial e da energia cinética) é dada por 
E = Ev? + iue onde x 6 o deslocantento da 
massa m a partir da posição de equilíbrio, v é a 
velocidade da massa e bé a constante da mola na 
lei de Hooke. 


(a) Para uma velocidade inicial e deslocamento 
dados, a energia total do sistema é constante. 
Mostre que v e x estão relacionados por uma 
equação cujo gráfico é uma elipse e ache os 
comprimentos dos eixos maior e menor, 


(b) Ache uma relação entre a área A da elipse em 
(a) e a energia total E, 


30 De um ponto P no circulo x y! 5 4, traga-so um 
segmento PQ perpendicular ao diámetro AB, de- 
terminando-se o ponto médio M (ver figura). De- 
termine a equação da coleção de todos esses 
pontos médios M, e trace o gráfico. 


AY 


31 Sc tangentes à elipse 9x? + 4y?= 36 se interceptam 


sobre o eixo-y no ponto (0, 6), ache os pontos de 
.tangéncía. 


32 (a) Mostre que o comprimento C da elipse de 
equação Cie + (16%) = 1 é dado por 


d 
Cota fo vi — e sen? 6 dà 


onde e é a excentricidade. (Trata-se de uma 
integral elíptica, que não pade ser calculada 
com os métodos do Capítulo 9.) 


(b) O planeta Mercúrio percorré uma órt 
tica com e =0,206 ea =0,387 UA, Usca parte 
(8) ea regra de Simpson, conti = 10, páraobter 
uma aproximação do coniprimento:da debi 


(c) Ache as distâncias máxima e mínima de Mer- 
cria ao Sol. s 


Exeres. 33-34: Determine as equações da tangente e 
da normal à elipse do ponto P. 


33 $2 24 556; P(-2,3) 
34 92 45 «725 PQ,3) 


35 Ache o volume do sólido gerado pela revolução, 
em torno do eixo-x, da região delimitada pela 
elipse bx! A aóy! = año? 


36 Facao Exercicio 35 coma região girando em torno 
do eixo-y. » x 

37 A base de um sólido 6 uma região detimiitada por 
uma elipse de eixos maior e menor com compri- 
mentos de 1669, respectivamente, Acheo volume 
do sólido, se tada secção transversa por üni plano 
perpendicular ao eixo maior tem a fornia de um 
quadrado, 


38 Faça o Exercício 37 se a seção transvi 
forma de um triângulo, e 


39 Um modelo comum para os membros Rentanos é 
a tronco de cone elíptica exibido Wurt à 
seguir, onde as seções transversus perpétidículures 
ao eixo do tronco são elípticas e têm à mesma 
excentricidade, Para os membros humanos, à ex- 
centricidade típica varia de 0,6 a valores próximos 
a 1. Se k = a fb, = afb, e se L é o comprimento 
do membro, mostre que o volume V é dado pela 
equação 


Ys G alski +am + d) 


a e b, se dois lados do retângulo devem ser parit- 
lelos ao eixo maior. 


43 Prove que sea normal a um. ponto Pir y,) de uma 
elipse passa pelo centro da elipse, então a elipse é“ 
um círculo. 


44 Estabeleça a propriedade reflexiva da elipse mos- 
trando que a = m Figura 12.22. 


Xixercs, 45-46: Grafe, no mesmo sistema de eixas, as 
] ` elipses dadas. (a) Estime seus pontos de intersecção. 
40 A base de um cone elíptico reto tem eixos maior e (b) Estabeleça uma integral para aproximar a área 
menor de comprimentos Za e 2b, respectivamente. interior comun às duas elipses. 
Determine o volume, se a altura do cone é À. ` 


; x x 
41 A forma da superfície da Terra pode ser aproximada 4573 + 1543 49 
fazendo-se girar em torno do cixo-x a elipse [72] 790 , ` 


+ (41%) = 1, coma=638kmeb=6356km ue E PE a 
Aptoxime a área da superfície a menos de 10º km?. 39 ATO O M *287 


(Sugestão: Use (6.19) com f (x) = VI QU, 
e faça a substituição n = (b/a)s). 


42, Ache as dimensões do retângulo de área máxima 
que pode ser inserito em uma elipse de semi-cixos 


12.3 HIPERBOLES 
A definição de hipérbole Sanálogañde elipse. A única diferença 
é que, em lugar de considerarmos a soma das distâncias a dois 
pontos fixos, tomamos à diferença. 
Definição (12.9) |; go conjunto todos os pontos de om plano, 


ais qué a dil de sitas distâncias à dois pontos fixos do. 
plano (os focos) é constante, : 


Para determinar uma equação simples de uma hipérbole, 
escolhemos um sistema coordenado com focos em F (e, 0) e 


` do-nos à Figura 12.23, vemos que um ponto P(x, y) pertence à 
hipérbole se e somente se, 
AP) de, F) = 2a 
ou d(P, F) - (P, F*) =2a 
Para hipérboles (ao contrário de elipses) necessitamos de 
a «c para obter pontos da hipérbole que não estejam sobre o 
-eixo-x, pois, sePéum tal ponto, então, pela Figura 12.23, vemos 
Figura 12,23 que : 


dip, F) < dE’, F) è dP, E’) 


-F*(- c, 0) e denotamos por Zaa distância (constante). Referin- ` 
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porque o comprimento de um lado de um triângulo é sempre 
menor do gue a soma dos outros dois. Analogamente, . 7 


d(P,F ') < d(F’, F) + d(P, F) { 
Formas equivalentes das duas desigualdades anteriores. 
d F)-dPF')sd(PSF) ` 
e diP, F?) - (P, F) e «(F?, F) 


Como as diferenças nos membros esquerdos dessas desigualda- 
des são ambas iguais a 2a, e como d(F °, F) = 2c, as duas últimas 
desigualdades implicam 2a < 2ce,008«c. . 


As equações d(P, E") d, F) 2a e (P, F) - (P, F » 
= 2a podem ser substituídas pela equação (única) 


IPM - (P, F°) = 2a 


Aplicando a fórmula da distância para achar d(P, F} e dp P "s 
obtemos a equação da hipérbole 
GOT OF - rd + G - Gr |» 2a 


Com o mesmo tipo de simplificação usado na dedução da 
equação da elipse, podemos escrever a equação precedente 
como 


2 2 
Eta r1 
e dd 


. Fazendo, nesta equação, 


Pa cio com D» 0j Qs 

obtemos ' i 
Xx oy , 

EUR” H 0 


Mostramos que as coordenadas de todo ponto (x, y) da 
hipérbole da Figura 12.23 verificam a última equação. Recipro- 
camente, se (x, y) é uma solução daquela equação, então, inver- 
tendo o raciocínio, vemos que o ponto (v, y) pertence à^ 
hipérbole, 


Aplicando testes de simetria, vemos que à hipérbole é 
simétrica em relação a ambos os eixos e à origem. Os intercep- * 
tos-x são + e. Os pontos correspondentes Via, Oe V '(-a,0) 
são os vértices, e o segmento V 'V é o eixo transverso da 
hipérbole. A origem é o centro da hipérbole. O gráfico não tem 
intercepto-y, pois a equação — y?/0? = 1 não tem solução. 
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Teorema (12.10) 


Tudo o que se disse pode resumir-se da seguinte forma: 


H gráfico da equação 


Resolvendo à equação (0/8) - QD) = Lem relacio ay, 
obtémos 


ys Ma 


Não há pontos (x, y) no gráfico sex? — dh < O ou, equivalentemente, 
sà-a«x <a. Há pontos Px, y) uo gráfico sex a aou x 5-0 


A reta y = (b/a)x é uma assíntota da hipérbole, porque a 
distância vertical p (x) entre O ponto P (e, y) da hipérbole e o 
ponto correspondente P'(x,y,) da reta tende pata O quando x 
tende para infinito. Para prová-lo, notemos que, sex > 9, então 


pts) = 2, - MI = = ho var) 


Pode-se mostrar, racionalizando O numerador, que 


"EUER i 
Logo, fem, p ln dica g 


Analogamente, lim p (x) = 0. Pode-se mostrar também que a 
Amm i 
reta y = (-b/d)x é assíntota da hipérbole no Teorema 12.10. 


As assíntatas y = & (b/ayx servem de guia para o traçado do 
gráfico. Uma toma conveniente de tragar as assíntotas é grafar 
primeiro os vértices Vía, 0), V "Ga, 0) e os pontos Ww, b) 
W *(0, — 5) (ver Figura 12.24).0 segmento W >, de comprimento 
25,60 eixo conjugado da hipérbole. Traçando-se retas horizontais 
e verticais pelos pontos extremos dos eixos conjugado c transverso, 
respectivamente, então as diagonais do retângulo resultante têm 
coeficientes angulares b/a € — b/a. Assim, prolongando essas diae 
gonais, obtemos tetas de equações y = (= b/a)x. Traga-se então à 
hipérbole conforme Figura 12.24, usando asassíntotas como guias. 
As duas curvas que integrama hipérbole são os ramos da hipérbole. 
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iy 


DH 


a 

Pb 

i 

` Figura 1224 

$ 

io 

i EXEMPLO 1 

i Discuta a equação 9x? — 4y* = 36 e trace o gráfico. 
3 SOLUÇÃO 

: | d Dividindo ambos os membros por 36, obtemos E 
: 2 2 

i CODE 


que tem a forma indicada no Teorema (12.10), com i246 
b’ «9.Logo,a2eb - 3.0s vértices (2, 0) e as extremidades 
(0, + 3) do eixo conjugado determinam um retângulo cujas- 
diagonais (prolongadas) nos dão as assíntotas, A Figura 12:25 

exibe o gráfico da equação. 


As equações das assíntotas y = + 3x, podem ser obtidas 
apelando para o gráfico ou para as equações y = & (b/a)x. 


Para achar os focos, calculamos 


¿adria dr 9213 


Assim, e = vVI3 eos focos sio (= viš, 0). 
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Figura 12.26 


Ay 


O exemplo precedente mostra que, na hipérbole, nem 
sempre se verifica a > b, como no caso da elipse. Na realidade, 
podemos ter a « b, a» b ou a b. 


EXEMPLO 2 


; Uma hipérbole tem vértices (4 3, 0) e passa pelo ponto P (5, 2). 


Ache sua equação, focos e assíntotas.. 
SOLUÇÃO 


Começamos esboçando uma hipérbole que passa pelo ponto 
P (5, 2) c tenha vértices (+: 3, 0) (Figura 12.26). 


A equação da hipérbole tem a forma 


Como P (5, 2) pertence à hipérbole, as coordenadas x é y veri- 
ficam a última equação, isto é, ` 


Resolvendo em relação a b? temos b? = A e assim a equação 
desejada € 


ou, equivalentemente, — x^—45* «9. 
Para achar os focos, calculamos primeiro 


= SÉ 2.5 
GET EE 941-7 


Logo, c = vê = 2.8, e os focos são (298, 0. 


_As equações gerais das assíntotas São y = s: (b/a)x. Fazen- 


doa=3 & ba 3, obtemos y = zix. 


Seos focos da hipérbole são os pontos (0, +c) no eixo-y, eritão, 
pelo mesmo argumento anterior, obtemos o teorema seguinte, 
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Teorema (12.11) 


O gráfico dá equação . 


Para a hipérbole do teorema precedente, os pontos extre- 
mos do eixo conjugado são W(b, 0) e W '(— b, 0). Obtemos as 
assíntotas como anteriormente, utilizando as diagonais do retân- 
gulo determinado por esses pontos, os vértices e retas paralelas 
aos eixos coordenados. O gráfico € o da Figura 12.27. As 
equações das assíntolas são y = + (a/b)x. Note a diferença entre 
estas equações e as equações y = + (b/a)x das assíntotas da 
hipérbole considerada anteriormente, 


EM 


Wb, 0) 


Figura 12.27 


. EXEMPLO 3. 


Discuta a equação aya = 1 e trace o gráfico. 


ra e 


El 


EX 
Aem Su Heus 


se, 


E 
ÉS 
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SOLUÇÃO 


Podemos chegar à forma do último teorema escrevendo a equação 


e , 3 
c Assim, EH Pai, datb 
e conseqüentemente 
L ZG 
asg bags e 


Os vértices são (0, +1), os focos são (0, + V372), e os pontos 
extremos do eixo conjugado são (4: VZ/3, 0). O gráfico é o da 
Figura 12.28. ` 


Para obter equações das assíntotas, podentos usar y =+ (a/bix, 
obtendo y = &(V2/2yx. 


Tal como no caso da elipse, podemos utilizar translagóes 
deeixos para generalizar nosso trabalho, Esta técnica é ilustrada 
pelo exemplo seguinte, 


EXEMPLO 4 


Discuta a equação 9x? — dy? — 54x — 16y +29 =0 e esboce o 
gráfico. 


SOLUÇÃO 
Dispomos nosso trabalha da seguinte forma: 


Ye 6e )- 44 dy ) = 29 
9(s > Gc 9) ~ A(? + dy 4) = 29 + 81 ~ 16 
9(x - 3f — 4(y + 2È = 36 
&-3P Ql 
4 9 


Esta equação é da forma 


GE vi. 
479 


com x' «x -3 ey! =y +2. Assim, transladamos os eixos xe y 
para a nova origem C(3, — 2). O gráfico é uma hipérbole com 
vértices no eixo-x* (a reta y == 2) 6 


4354, b* 29, c'«a* «b? 13 
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Logo, 
4-22, ba3 c VIB 


Como se vé na Figura 12,29, os vértices são (3 42, —2; 
(5, - 2) e (1, — 2). As extremidades do eio conjuga 
(3, - 2 £ 3), isto é, (3, 1) e (3, —5). Os focos são (3 + VIS; 
e as equações das assíntotas são 3 


Os resultados das três últimas seções indicam queo gráfico 
de toda equação da forma : 


Ax! e Cy! + Dx + Ey & F0 


é uma cônica, com exceção apenas de certos casos degenerados 
em que se obtém um ponto, uma ou duas retas, ou nenhum 
gráfico. Embora tenhamos considerado apenas exemplos espe- 
ciais; nossos métodos são absolutamente gerais, Se À e C são 
iguais e distintos de Q, então o gráfico, quando existe, é um 
círculo ou, em casos excepcionais, um pónto, Se À e C são 
diferentes mas têm o mesmo sinal, então, completando quadra- 
dos e fazendo uma translação adequada de eixos, obtemos uma 
equação cujo gráfico, quando existe, é uma elipse (ou um ponto). 
Se A e C têm sinais opostos, obtém-se a equação de uma 
hipérbole ou possivelmente, no caso degenerado, duas retas que 
se interceptam. Se A ou C (mas não ambos) € 0, o gráfica é uma 
parábola ou, em certos casos, um par de retas paralelas. 


Concluiremos esta seção com algumas:aplicação 
pérboles. 


EXEMPLO 5 


A estação A da Guarda Costeira está a 200 milhas ditetanicate 
a leste de outra estação B. Um navio percorre uma reta paralela 
& reta que une A a B, e a 50 milhas ao norte dela. Emitem-se 
sinais de rádio de À e B à razão de 980 ft/tsec (microssegundo). 
Se, à 1:00 p.m., o sinal de B chega ao navio 400 p seg após o 
sinal de A, localize a posição do navio naquele instante. 


SOLUÇÃO 


Introduzamos um sístenta de coordenadas conforme a Figura 

12.31), com as estações nos pontos À e B no eixa-x e o navio 

em P na reta y = 50, Como à 1:00 p.m. o sinal de B leva mais 

400 useg do que o de À para chegar, a diferença d, — d, entre as 
“distâncias indicadas naquele instante é 
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d, — d, - (9S0)(400) = 392.0007 
Dividindo por 5.280 (fmi), obtemos 


392.009 


di = de = T egg 


= 7472424 — mi 


A 1:00 p.m., o ponto P está no ramo direito de uma hipérbole 
cuja equação é Ge) --(y?/b*) = 1 (ver Figura 12.30(ii)), con- 


sistindo em todos os pontos cuja diferença das distâncias aos * 


focos B e À € d-d, Na dedução da equação (ice) 
—(y*/b*) == 1 fizemos d — d, = 2a; segue-se que, na situação 
presente, 


WI 


Figura 12.30 


ae KC 2311212. e és 1378 


Como a distância c da origem a qualquer um dos focos é 100, 
b? = e? des 10.000 — 1.378 ou b^» 8.622 


Logo, 8 equação (aproximada) da hipérbole de focos A e Be 
que passa por P é 
GE 
1378 8.622 
Fazendo y = 50 (a coordenada-y de P), obtemos 


2 Am. 
1378 8.622 


1 


Resolvendo em relação a x, obtemos x «42,16, Arredondando 
para a milha mais próxima, obtemos, para coordenadas de P, 
` (42, 50), aproximadamente. | 
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Figura 12.31 


A base do sistema de navegação LORAN (Long Range 
Navigation) é uma extensão do método utilizado no Exemplo 5. 

- Este sistema compreende dois pares de rádiotransmissores, tais 
, à como os situados em T, 7 ' e S,S * na Figura 12,31. Suponha 
: que os sinais emitidos pelos transmissores Te T.’ cheguem ao 


* usar a diferença entre os tempos de chegada dos sinais para 

determinar a diferença nas distâncias de Pa Te T?. Assim, P 

está em um ramo de uma hipérbole com focos em Te T’: 

Repetindo o processo para o outro par de transmissores, vemas que 

P também está em um ramo de uma hipérbole com focos em S e 
S ”. A intersecção desses dois ramos determina a posição de P. 


No próximo exemplo empregamos uma integral definida 
para determinar o volume de um sólido de revolução obtido a 
partir de uma região que tem uma hipérbole como parte de sua 
fronteira, 


EXEMPLO 6 


A região delimitada pela hipérbole de equação Gei 
— (y?/0?) = 1 e por uma reta vertical por um dos focos gira em 
torno do ejxo-x. Ache o volume V do sólido gerado. 


SOLUÇÃO 


A segião e o sólido de revolução estão ilustrados na Figura 
12.326). O ponto Po, 0), com c = Va” 3 E^, € um foco da 
- hipérbole. Conforme Figura 12.32(1)), consideremos o disco 
gerado por um retângulo vertical de altura y e largura dx. O 
volume do disco é sy? dx. 


0 dy a 


Figura 12.32 


radiorreceptor de um navio lócalizado em um ponto P. Pode-se. 


i 
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. D 
Aplicando o operador timite de soma Í , obtemos 
a 


Va oe 


à Sue — 36) - a(d - 38) 
= Ze TE P - 20) + 2d] 


A superfície do sótido no Exemplo 6 é parte do Aiperboldide 
gerado pela revolução de toda a hipérbole em torno do eixo. 
Estudaremos detalhadamente os hiperbalóides no Capítulo 14, 


Uma hipérbole goza de propriedade reflexiva análoga à da 
elipse, estudada no fim da Seção 12.2. Como ilustração, seja l a 
tangente em um ponto P de uma hipérbole de focos F e Fº, 
conforme Figura 12.33. Se o é o Angulo agudo entre PºPel e 
se B éo ângulo agudo entre FPe l então a= $. Dirigindo-se um 
raio de luz ao longo da reta /, para F, ele se refletirá em P 
segundo a reta L para P", Esta propriedade é utitizada.na 


construção de telescópios do tipo Cassegrain (ver Exercício 43). 


Figura 12.33 
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EXERCÍCIOS 12.3 


Exeres, 1-18: Ache os vértices e os focos da hipérbo- 
le, Trace a gráfico, exibindo as assíntatas e os focus. 


2 2 

Y ru. 
2 67173 

x oy 
4 49716 E 
6 2-2 *=8 
8 y'-165-1 


10 4y-Aj si 
1i 33-y'2-3 12 16-36 51 
13 2553 - 16? + 250x + 32y 100 5 0 
14 y? - 4d 12y Grt 1650 

| 38 4y - x t 40y - 4x 60-0 
16 2552-9)? + 100% ~ S4y + 1050 
17 99 2-36) + 120-360 
18 4d - y 4 32x -y £49 50 


Exeres, 19-28: Ache a equação da hipérbole que tem 
centro na origem e verifica as condições dadas. 


19 Focos PO, + 4) vértices WO, + 1) 
20 Focos F( 8, 0) vértices Va 5, 0) 
21 Focas FGe5,0) vértices Ha 3,0) 
22 Focos F(0, x 3) vértices WO, + 2) 


23 Focos F(Q, + 5) comprimento docixo 
conjugado 4 


24 vértices Hir 4, + 1), passa por (8,2) 
25 vértices (23,0) — assíntotas y = + 2x 


26 facos F(0, « 10) assíntotas y = + dy 


27 intezceptos-rs 5 assíntolas y = 2x 


28 interceptos-y + 2 assíntolas y = six 


29 Os gráficos das equações .. 


Boy Qs 
T am =1 KEN a 
EE 


Eraser ore 


são chamados Aipérholes conjugadas. Trace os 
gráficos delas no mesmo plano coürdenado, com 
a =5 e b = 3. Descreva a relação entre oe dos 
gráficos. "ET 


30 Em 1911, o físico Ernest Rutherford (1 
descobriu que quando partículas alfa så 
para o núcico de um átomo, elas são eventiáime 
te repetidas do núcleo segundo tima trajetót 
perbólica. A figura ilustra a trajetória de uma 
partícula que se encaminha para a origem ao longo 
da retay = ix e chega a 3 unidades do núcico. 


Determine a equação da trajetória. 


Núcleo Particula Alfa 


x 


31 Um navio segue um curso paralelo a uma costa 
retilínca, 2 100 km desta, O nagio emite um pedido ` 
de sacorto, que é recebido pola Guarda 
nas estações Á e B, localizadas à distànci 
km uma da outra, conforme figura: Medindo 
diferença entre os instantes de tecepção dos sinais 
constata-se que o navio está 160 km mais prós 

- de 8 do que de A. Onde está o navio? 


y 


150 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 12 


32 Conforme Exemplo 5, Seção 12.2. Prove que a 
equação da tangente ao gráfico da hipérbole 
(ia) O) = 1, Em Ple. yy) É 


33 Se duas tangentes à hipérbole Oe — y? = 36 se 
interceptam sobre..o eixo-y;em. (0, 6), ache os 
pontos de tangência, 


34 Ache a equação de uma reta por P(2,- 1) tangente 
à hipérbole x? — 4y? = 16. 


Exeres. 35-36: Determine as equações da tangente e 
da normal à hipérbole no ponto P. 


35 232 -5)-3; P(-2,1) 
36 3y! 2:3 = 40; P(2,-4) 


Esercs. 37-38: Seja R a região delimitada pela hipér- 
bole de equação b*x? — ay? « di e uma reta vertical 
por um foco. 

37 Ache a área da regio R. 


38 Ache o volume do sólido gerado pela revolução 
de R em tomo do eixo-y. 


39 Seja R a região delimitada pelo ramo direito da 
hipérbole? — y^: 8 e pela reta vertical pelo foco. 
Ache a área da superfície curva do sólido gerado 
pela revolução de R cm torno do eixo-x. 


40 Mostre que o vértice € o ponto de um ramo de uma 


hipérbole mais próximo do faco associado àquele- 


ramo. 


41 Alguns cometas percorrem trajetórias hiperbóli- 
cas tendo o Sol como um dos focas (ver figura). 
Se a equação da trajetória de um cometa é 1204 
24x — 4y! + 9 D qual é a menor distância 
(aproximadamente) em UA entre o cometa e o 
Sol? (Sugestão: Ver Exercício 40.) 


y 


Cometa 


Sol z 


42 Estabeleça a propricdade reflexiva da hipérbole 
mostrando que « = ĝ na Figura 12.33. 


43 O telescópio Cassegeain (que data de 1672) utiliza 


as propriedades reflexivas de parábola e hipérbo- 
Je. A figura exibe parte de um espelho parabólico 
com foco em P, e eixo ao longo da reta L e um 


segundo espelho hiperbólico com um foco om. : 


bém em F, e o eixo transverso ao longo de L. Para 


onde convergem afinal os raios de luz paralelos ao--- 


eixo comum? 


| [| 


Espelho hiperbólico| 


Espelho parabólico 


44 Seja ln tangente em um ponto P de uma hipérbole 
. (ver figura). Se } intercepta as assíntotas em Q e 
R, mostre que P é o ponto médio de OR. 
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"Exercs. 45-46: Grafe, no mesmo sistema de eixos, as 
hipérboles dadas, (a) Estime o ponto de intersecção no 
primeiro quadrante. (b) Estabeleça uma integral para 


as O (error 
1,6 05 WS 


x 


Figura 12,34 


Fórmulas de rotação de eixos 
2.7. 0242) 


(ACA ui 


aproximar a área da região do primeiro quadrante deli- 27 53 
mitada pelas hipérboles e por um eixo coordenado. 


"PIRA m 


Q2 Qi 
2 (y-035.. 
09 21 


12.4 ROTAÇÃO DE EIXOS 


Podemos obter o plano-x"y” usado em uma translação de eixos 
levando a origem O do planowy pata uma nova posição CU, H 
sem alterar as direções positivas dos eixos nem as unidades de 
comprimenro. Introduziremos a seguir um novo plano coordenado 
obtido mantendo-se O fixo e girando os eixos x e y em torno de O 
para unta outra posição, denotada porx' e y”. Uma transformação 
deste tipo é uma rotação de eixos. - 


Consideremos a rotação de eixos da-Figura 12,34 e seja 
$ o ângulo agudo da rotação do eixo-x positivo, à fim de 
coincidir com o eixo-x* positivo, Se (x, y) são as coordenadas 
de um ponto P no plano-xy, então (x*, y”) serão suas coordena- 
das no novo plano-x^y". 


Denotemos como na Figura 12.34 as projeções de P nos 
vátios eixos, e seja 0 o ángulo POQ '. Se p = d(O, P), então 
ES x'«pcos8 y'epseno 
X peos (0-0): yepsen(9à)- 
Aplicando as fórmulas de adição do seno e do cosseno, ventos que 
x = p cos cos q —p sen O sen é. 
y spsenO cos $ + p cos O send 


Comox’ = p cos Be y” = p sen O, temos (i) do próximo teorema. 
As fórmulas em (ii) podem ser obtidas de (3) resolvendo-se em 
relagáo a x? e y”. 1 4 


= 


A pong iyd. 


Figura 12,35. 


EXEMPLO 1 


A Figura 12.35 ilustra o gráfico de xy = Lou, equivalentemente, 
y =1/x. Giram-se os eixos coordenados de um ángulo de AS", 
Ache a equação do gráfico em relação ao novo plano-x^y'. 


SOLUÇÃO 


Fazendo $ = 45º nas fórmulas (12.12)(3) de rotação de eixos, 
obtemos: - 


y (E) er() E po +y) 


Substituindo na equação xy = 1, obtemos 


Ze -y) Eq +y)=1 


Esto se reduz a 
Er DP, 
2 2 


que é a equação de uma hipérbole com vértices (4 vZ, 0) sobre 
o elxo-x". Note que as assíntotas tem equações y” = +° 10 novo 
sistema; estas correspondem aos eixos x e y originais. 


O Exemplo 1 ilustra um método de eliminação do termo 
em xy de uma equação, Este método pode ser empregado para 
transformar qualquer função da forma ` 


Ar Bxy + Cy! + Dx + Ey+F=0 


com B s, em uma equação em x’ e y? que não contenha termo 
emy”. Isto é sempre possível, como passamos a demonstrar. 
Girando os eixos de um ângulo ẹ e utilizando as fórmulas 
(12.123) de rotação de eixos para substituir x e y, obtemos 


Atetcosp-p' sen y + Div cos $ — y' sen d) (s^ sen q + y" cos $) 
+ COX sen d +y’ cos G? Di cos à — y” sen à) 
+ Es sen y + y' cos Q) + F=0 


. Bfetuando as multiplicações e reagrupaado os termos, podemos 


escraver a equação na forma 


A'Y +B uy COPADO PAE y F 20 


be 
i 
l 
i 
H 
H 
4 
i 
H 
i 
| : 
i 
E 
i. 
1 
H 
i 
i 
L 
PO 
i 
i 
i 
i 
f 
i 
i 
H 


i 
i 
i 
i 
i 
i 
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com 


A’ aA cos h+ B cospsenpaC sen? 


B?’ =C - A) sen $ cos à + B(cos? $ — sei d) 


C?’ «A sci? $—B sen $ cos +0 cos? 4 
D'=Dcosp+Esenó 
E's-Dsend e Ecos 
F'=F 


Para eliminar o termo em x'y', devemos escolher A tal-que 
B'al,istoé 


2(C - A) seu $ cos à + Blcos?  —sen? q) = 0 


Com as fórmulas do ângulo duplo, esta equação pode 
escrever-se como 


i i (C -A) sen 24 +B cos 249 «0 
que é equivalente a 


` cotg 2h = Ee 


Isto prova o próximo resultado, 


Teorema (12.13) 


O gráfico de qualquer equação em x e y do tipo apresen- 
tado no teorema precedente é uma cónica, a não scc em casos 
degenerados. 


Ao utilizar O teorema precedente, note-se que sen 24 > 
0, pois 0º < 24 < 180º. Além disso, como cot-2p = cos 24 / 
sen 24, os sinais de cot 24 e cos 2) são sempre os mesmos. 


EXEMPLO 2 


“Discuta a equação 41x? -- 24xy + 34y?— 25 « O e trace o gráfico. 
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Ay 
y 
x 


N VA Yt 


Figura 12.36 


Teorema de identificação 
` (12,14) 


SOLUÇÃO 
Com a notação do Teorema (12,13): 
A =å], B=-2, C=34 


4-3 7 


coig 29 = -24 ES 


Como cot 24 é negativa, escolhemos 20 tal que 90° < 2$ « 180"; 
e, conseqüentemente, cos 24 = — $ Aplicamos então as fór- 
mulas do ângulo metade, obtendo 


eA 
sen Y = ineo do, LEI, 


ETR [Lico é Lita 8. 


Assim, as fórmulas de rotação de eixos procuradas são 


KÉ? a > , 
x= gx -ty DEE EN 
Após substituir vey snequacio dada simplificar chegamosdeguação 
Fry 


O gráfico é, pois, uma elipse com vértices em (Ł 1,0) no eixo-x*. 
Como tg $ = sen dcos $ = (3/0) = $, obtemos $ arc. tg à. 


Com aproximação de 1 minuto, à - 538. O gráfico é o da 
Figura 12.36. 


o próximo teorema dá regras que permitem identificaro 
tipo de cônica antes de efetuar a rotação de eixos. 
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DEMONSTRAÇÃO 


Girando os eixos x e y de um ángulo $ com auxilio das fórmulas 
de rotação de eixos, obtemos 


AG PBP CY e Diesbrerobzef 


Com as fórmulas de 4',B ' e C * citadas anteriormente, pode-se. 


mostrar que 
KONTER 
Para uma rotação adequada de eixos, obtemos B’ = De 
A'QPY e COPY & D'x! +EP &F'«0 


A não ser em casos degenerados, o gráfico desta equação é uma 
elipse se A'C' » 0 (A' e C’ têm o mesmo sinal), uma hipérbole 
se A'C' < 0 (4? e C têm sinais opostos) ou uma parábola se 
AC =0 (ou 4? = 0 ou C' = 0). Entretanto, se B’ = 0, então 
B*—4AC 5 — 4A'C', e, assim, o gráfico é uma elipse se 


+ 82-44 C <0, hipérbole se B?-- 44 C > 0, ou uma parábola se 


B*-4AC «0. 


A expressão B? — 44 C é chamada discriminanteda equa- 
são no teorema de identificação (12.14). Dizemos que este 
discriminante é invariante sob uma rotação de eixos, porque 
permanece inalterado em qualquer rotação. 


EXEMPLO 3 


. Aplique o teorema de identificação (12.14) para determinar se 


o gráfico da equação . 

Aix? — 24xy A 34y? —25 «0 
é uma parábola, uma elipse ou uma hipérbole. 
SOLUÇÃO 


A equação já foi estudada no Exemplo 2, onde fizemos uma rotação 
de eixos. Como Á = 41, B =-24 e C = 34, o discriminante € 


BI-SAC = 516 — (4334) = -5000 « 0 


Logo, pelo teorema de identificação, o gráfico é uma elipse. 


Em alguns casos, após eliminar o termo em xy, pode ser neces- 


sário transladar os eixos do sistema xy” para obter o gráfico, 
conforme ilustrado no próximo exemplo. 


156 Cálculo com Geometria Analitica Cap. 12 


Can, 12 Tópicos de Geometria Analítica | 137 


EXEMPLO 4 KEE y! 2225 


6 12 152 + 20x = 4V5 x + 843 y = 100 =0 
4 16% 2dxy + 9y*- 60% - 80y + 100 = 0 

8 

9 


Discuta a equação e trace o gráfico. 13 32%--72xy + S3y?=80 


1 É 242 WT xy + 3y + 843 x - 8y +32 =0 
Së SOLUÇÃO 
ComA = 1, B = 2vã e C = 3, vemos que 


Ary e 4y! 6VT x 1843 y +45=0 Exeres. 14-16: Trace o gráfico da equação. 
40:3 36xy + 25y? - 8 VIS x - 12 V13 y «0 


10 1837 - 4&xy + 82? e 6 VIG x 42410 y - 80 «0 


14 Lb 13g £y - 29:19 


15 2433 do t Lsy- dx 


Bi-4AC 2 12-1240 db + 643 xy ~ y? + 8x -8V3y - 1220 


Peto teorema (12.14), 0 gráfico é uma parábola, 


Para fizer uma rotação de eixos, calculamos 


A-C 1-3 i 
cotg Kee = “Ty 


12.5 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exeres. 1-16: Ache os vértices e os focos da cônica e 
trace o gráfico. 


1 P=64 


21 elipse com vértices HD, + 10) e focos P(0, + 5) 
22 hipérbole com focos F(s 10,0) e vértices Ma 5, 0) 


Logo, 2 = 120",4 =60",0 23 hipérbole com vértice V(D, + 6) e assíntotas y e Dv. 
go, 24 = 120,9 5 09, 


2 y=8d+320+ 33 


15 metros de largura e 10 metros de altura possa 


S assar com segurança sob o arco (ver figura). ` 
4 10 x=2y+8y+3 P d 
conduzidos a 


11 414 924 240369436 50 (a) Ache a equação do arci 


oy " E : 
Ate Lë 43240 (5) Dê umaaproximação dá altura do a 


12 4à - y! 40 By 8950 - da ponte 


Qu, equivalentemonte, 


24 elipse com focos Fx 2, 0) e passando por 
p 
sen q = YÀS os aui 3 Batista PO, 42) 
2 Ge? e : 
i 4 9 =144+ 16? 25 elipse com excentricidade á e extremidades do 
-As fórmulas (12.12)(1) de rotação de eixos são: 25 5 x-y-4-0 eixo menor (+ 5, 0) 
3 Aacher ES ya 1 (0-13 y) M 6 250 436p =1 26 elipse com excentricidade $ e focos F(= 12, 0) 
ia Ez ER 2 3 : 
UR f ? 7 25y = W00 27 Deve-se construir uma ponte sobre um rio de 60 
po Be ly dete ey) EE EH 
i Ap e x p um navio de. 
` i 9 d 04 Bet 90y-210-0 
Substituindo x e y na equação dada e simplificando, somos i 
i 
4 
1 
Í 
H 


13 y'-8x € 8y 3250 
(07 e 46" -2) 


i 14 42492-242 dy € 3650 
Figura 12.37 A parábola está ilustrada na Figura 1231, onde cada intervalo i 153-9] +8e+720 
representa duas unidades, Note que o vértice está no ponto (0, 2) E 1 
no plano x'y', e queo gráfico é simétrico em relação ao eixo-y'. i 16 y -22 t hy t &x-3-0 
Exeres, 17-26: Ache a equação da cónica que verifica 
EXERCÍCIOS 12.4 as condições dadas, 


i Exexes. 1-13: (a) Use o teorema de identificação (12.14) 2 Pay EE 
para determinar se o gráfico da equação é uma parábola, 3 gege 0 
uma elipse ou uma hipérbole. (b) Faça uma rotação ade- , : 18 parábola com foco St 4, 0)e diretz A 
quada de eixos para achar uma equação do gráfico no 4 -yty = i 
ey , indicando os vértices. ` 
plano CH e trace a gráfico, indican é 5 ss Vin AE 


17 hipérbole com vértices V(O, + 7) e extremidades 
do eixo conjugado (x 3, 0) 


28 Um ponto P(x, y) está à mesma distância de (4, 0) 
e do círculo aè + y? = 4, conforme figura, Mostre 
que o conjunto de todos esses pontos constituem 
um ramo de hipérbole e trace o gráfico. 


19 parábola com foco F(0, — 10) e diretriz y + 10 
i 20 parábola, com vértice na origem, simétrica em 
A Ro = dër = 0 i D d gent, ab 
ph ay yt) dy H relação 10 eixo-x, e passando por P(5,— 1) 


Gees 


GER 
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28 


29 Ache equações da tangente e da normal à hipérbole 
Ax? 9y? — 8x + Gy ~ 36 = 0 no ponto P(- 3, 2). 


30 Tangentes à parábola y = 2x4 3x + 1 passam polo 


ponto P(2, — 1). Ache ascoordenadas-x dos pontos:: 


detangência.: 


31 Próve que há exatamente uma reta de coeficiente 
angular-dado:m:tangento:à: parábola x= dp e 
mostre que sua equação é y = mx = pad 


32 Considere a elipse pax: qy = pg, com p.» 0.e 
q > 0. Prove que se m é tin número real, há exata» 
mente duas retas de coeficiente angular A tangen- 
tes à elipse, e mostre que suas equações são 
y-mx vp + que. 


33 Seja R a região delimitada por uma parábola e a 
reta pelo foco perpendicular ao eixo, e seja p a 
distância do vértice V ao foco F, conforme figura 

`a seguir; Ache a área de R.” ` 


34 Seja Ra região delimitada pela parábola 
2 39x +90 e uma assíntota da hipérbole 


(a) Ache a área de R, 


(b) Ache o volume do sólido gerado pela rotação 
de R em torno do eixo-y. 


35 Uma elipse de sixos de comprimentos 8 e 4 pira. 
em tomo do seu cixo maior. Ache o volume do 
sólido resultante. 


36 Um sólido tem por base a região do plano-xy 
delimitada pelo gráfico de x^ + y? = 16. Ache o 
volume do sólido se toda secção transversa por um 


plano perpendicular ao eixo-x é uma semi-elipse 


cum semi-eixo de comprimento 5. 


37 Ache o centróide dá regiãono pláno:xy delimitada: e 


pela-hipétbole by? — al = qb. e por umateta 
horizontaly = eporumfoco:: - 2 


38'Use:o discriminante pata identificar o gráfico da: 


equação: (Não é preciso traçar o:gráfica:):".: 
(ata ott df dy 6:05 
EE 34420 
TE CET 


Exercs. 39-40: Use uma rotação conveniente de eixos 
para achat a equação do gráfico em um plano CH", e 
esboce o gráfico, indicando vértices. 


39 x! Z&xy c 165? 212 EE es y «0 
40 Bal + 12xy + 175 —16 V8 x - 1248 y =0 


Capítulo 13 
Sinon CURVAS PLANAS E 
SH COORDENADAS POLARES 


INTRODUÇÃO * 


O conceito de curva é mais geral do que 
o de gráfico de uma função, pois, uma curva 
pode interceptar a si própria à maneira de um 
oito, ser fechada (como é o caso de círculos 


e elipses) ou desenvolver-se em espiral em 
torno de um ponto. Naverdade, em matemá- 
tica avançada estudam-securvas-que passam 
portodosos pontos:de umplano!- . 


As Curvas que estudaremos neste-capítu=.: 
jo estão situadasem um planoxy e gozam:da: : 
propriedade-de-que-as:coordenadas a ey. de 
umponto arbitrário Pda curva podem expres: 
sar-se comb funções de uma variável t, cha- 
mada parámetro. A razão da escolha da letra 
t é que, em muitas aplicações, esta variável 
denota o tempo e P representa um objeto cm 
movimento que está na posição (x, y) no 
instante t. Em capítulos posteriores emprega- 
remos tal representação para definir veloci- -- 
dade, aceleração e outros conceitos — 
associados ao moviménto. 


Nas Seções 13,3 e 13.4 estudamos coor- 
denadas polares e utilizamos integrais defini- 
das para achar áreas delimitadas por gráficos 
de equações polares. Os métodos são análo- 
gos aos desenvolvidos no Capítulo 6. A dife- 


renga fundamental é que, aqui, consideramos 
limites de somas de setores circulares, e não 
de retângulos verticais ou horizontais, ~ 


Encerrando o capítulo, apresentamos 
uma descrição unificada das cônicas em ter- 
mos de equações polares. Tais equações são 
indispensáveis para o estudo de órbitas de 
planetas, satélites e partículas atómicas, 
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13.1 CURVAS PLANAS 


Definição (13.1) 


———— ti rr cam rr 


Se f é uma função contínua, o gráfico da equação y = fo 
costuma chamar-se uma curva plana, Entretanto, esta definição 
é restrita, porque exclui muitos gráficos úteis. A definição a 
seguir é mais geral. 


Uma curva plana éum. conjunto c de pares orden: dos (f (O. 
si, em que fé g são funções contínuas em urti intervalo 7. 


Por simplicidade, referimo-nos.a uma curva plana como 
uma curva. O gráfico de C da Definição (13.1) consiste em 
tados os postos P = (f (9, g (D) de um plano-xy, para tem f. 
Usaremos alternadamente os termos cueva e gráfico de uma 
curva, Dizemos às vezes que d ponto P'O traça a curva C quando 
tvària em f. nM 


A Figura 13.1 apresenta os gráficos de algumas curvas, 
onde / é um intervalo fechado (a, b]. Em (1) da figura, P(a) a 
P(b), e P(a) e P(b) são as extremidades, ou pontos extremos, 
de C, A curva em (i) intercepta a si própria, isto é, dois valores 
distintos de t originam o mesmo ponto, Se P(a) = P(b), como na 
Figura 13.1(10), C é uma curva fechada, Se P(a) = P(b) c C não 
intercepta a si própria em nenhum outro ponto, tal como em (ii), 
então a Figura 13.1 é uma eurva fechada simples, 


(ili) Curva fechada simples 


(1) Curva (H) Curva fechada 
Ay [97 49 
P(a) 
Pla) =- Plo) 
P(a) = POL 
PO 
rO “o . RO 
x ^ x T x 
Figura 13,1 


Na próxima definição mostramos uma forma conveniente de 
representar curvas. 
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Definição (13.2) 


Seja Cima curva que consiste em todos os pares ordenados 
FO, et, onde fe g são funções contínuas em um intervalo 


L As equações... 3 
o sefy 


-para t em L são as equações paramétricas de C com 
| parámetro t ..7 ma ` E 


Referimo-nos à curva C nesta definição como uma curva 
parametrizada; as equações paramétricas constituem uma på- 
rametrização de C. Costuma-se usar a notação 


xaf yog ter 


para indicar o domínio f de fe g. Às vezes, é possível eliminar 
0 parâmetro, obtendo-se uma equação familiar em x e y para C. 
Em casos simples, podemos tragar uma curva parametrizada 
grafando os pontos e ligando-os ua ordem crescente de /, con- 
forme ilustrado no próximo exemplo. ` 


EXEMPLO 1 

Trace o gráfico da curva C de equações paramétricas 
xs2,ysü-i;-1xts2 

SOLUÇÃO 


Utilizamos as equações paramétricas para fazer uma tabela de 
coordenadas de pontos P(x, y) de C como segue; 


la 2 0 1 2 3 4 


ES 
ES 
dita 


Grafando os pontos obtemos o gráfico da Pigura 13,2. As 
setas no gráfico indicam a direção em que P(x, y) traça a curva 
quando t aumenta de - 1 a2. 


Em geral é possível obter uma descrição mais clara do 
gráfico eliminando o parâmetro, Resolvendo a primeira equação 
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paramétrica em relação al, obtemost = i x. Levando este valor 
de t na segunda equação, obtemos: 


yo Daf) 


O gráfico desta equação em x e y é uma parábola simétrica em 


relação ao ejxo-y e com vértice (0, — 1). Todavia, comox=2te , 


— 1 s ts 2, vemos que —2 «x « 4 para os pontos (x, y) de C e, 
assim, C é a parte da parábola compreendida entre os pontos 
(2, 0) e (4, 3), exibida na figura 13,2. 


Conforme indicado pelas setas na Figura 13.2, 0 ponto P(x, y) 
traga a curva C da esqiierda para a direita quando t aumenta. 
As equações paramétricas 


xs-25yz8—1;-2sts1i 


nos dão o mesmo gráfico, todavia, quando t cresce, P(x, y) traga 
acurva da direita para a esquerda. Paraoutras parametrizações, 
o ponto P(x, y) pode oscilar para a frente e para trás, à medida 
que tatmenta. 


. A orientação de uma curva parametrizada C é a direção 
definida pelos valores crescentes do parâmetro. Costuma-se 
indicar a orientação colocando-se setas em C como na Figura 
13.2.Se P(x,y) semove para frente para trás quando raumenta, 
podemos colocar setas 20 longo (mas fora) de C. Como obser- 
vamos, uma curva pode ter diferentes orientações, dependendo 
da parametrização. 


O próximo exemplo mostra que às vezes convém eliminar 
o parâmetro antes de grafar os pontos. 


EXEMPLO 2.” 


Um ponto se move em um plano de tal forma que sua posição 
P(x, y) no instante ? é dada por . 


x=acosí y =0 sent tem R 
onde a > 0. Descreva o movimento do ponto. 
SOLUÇÃO 


Podemos eliminar o parâmetro escrevendo as equações paramá- 
tricas como 


x y 
Ë > cos £ 2 sent 
a. a 
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x=acossy=asenttemB 


Figura 13,3 


AN 


' segmento de reta OP. 


“EXEMPLOS 0 


` equação para obter Z =x+ 2, substituindo É na segunda equação. 


e usando a identidade cos? + sen? £ = 1 para obter (^ 


xy D : H 
DRM e 
ou Sipag 


Isto nos mostra que o ponto P(x, y) se move no círculo Cderaio 
a com centro na-origem (ver. Figura-13.3). O ponto. está em 
A(a, 0) quando t=0, em (0, a) quando t=x/2, em (--a, 0) quanto 
fa, em (0, —e) quando t = 31/2, e de volta em A(a, 0) quando 
tz 2 x. Assim, P percorre o círculo no sentido anti-horário, 
completando uma volta a cada 2x unidades de tempo. A orien- 
tação de C está indicada pelas setas na figura, 


Note que, neste exemplo, podemos interpretar t geometri- 
camente como a medida em radianos do ângulo gerado pelo 


Trace o gráfico da curva C de equações paramétricas . 


AAR Lt Zë em R 
e indigue a orientação. 


SOLUÇÃO Para eliminar o parâmetro, usamos a primeira 


“Assim, 
; y=14+2x+2) 
(0) mm 
Ay E A» 
(21) + 
t+ 75 t T (em en = >A 
Figura 13.4 Es 


E 
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Esta é a equação da reta por P(- 2, 1) e de coeficiente angular 
2, conforme indicado pelo tracejado na Figura 13.4(1). Entretan- 
to, como É = 0, vemos, pelas equações paramétricas de C, que 


xz-248x-2. € y=1+2421 


Assim, o gráfico de C é a parte da reta à direita de (- 2, 1) (o 
ponto correspondente a £ = 0, conforme Figura 13.4(i)). A 
orientação está indicada pelas setas ao longo de C. À medida 
que taumenta no intervalo (os, 0], P(x, y) percorre a curva para 
baixo em direção ao ponto (~ 2, 1). Quando t aumenta em 
[0, co), P(x, y) percorre a curva para cima a partir de (-2, 1). 


Sc uma curva C é descrita por uma equação y =f (x), para 
uma função continua f é fácil obter uma representação paramé- 
trica de C, a saber: 


xstysfQ) 
onde t está nó domínio de f. Por exemplo, se y = x, as equações 
paramétricas são 
xstysPÜitemR 


Podemos usar diferentes substituições para x desde que, 
quando t varia em algum intervalo, x tome todos os valores no 
domínio de f. Assim, o gráfico de y = dé dado também por 


ve OD. yztremR 
Note, entretanto, que as equações paramétricas 
x=sent, y seng £ tem IR 


dão apenas a parte do gráfico y = X5 compreendida entre os 
pontos (- 1, — 1) e (1, 1). 


EXEMPLO 4 


Ache três parametrizações para a reta de coeficiente angular m 
e que passa pelo ponto (x, Yi) 


SOLUÇÃO 


De acordo com a forma ponto-coeficiente angular, a equação da 
reta é 


y-y sm x) 
Fozendox« t, então y y, 7 ut xe obtemosa parametrização 


xt y =p tmt- tema 
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X = sen t, y = cos f Q ats 2 
Ay 


Figura 13.5 


Outra representação paramétrica da reta se obtém fazendo 
= t, Neste casa, y — y, = ntt e 


xax ti yy tu ton R 


Como terceira ilustração, fazendo x =x, = tg f, então 


xextígh yay +86 


Há, é claro, muitas outras representações paramél 


as pata d 
reta. ` 


Na teoria da eletricidade ocorrem equações paramétricas 
da forma 


x= asen of, y= bcos ut ta 


onde a, b, œ, e œ, são constantes. As variáveis x c y em geral 
representam voltagens ou correntes no instante f. À curva resul- 
tante costuma ser difícil de traçar; todavia, utilizando um osci- 
loscópio e impondo voltagens ou correntes aos terminais de 
entrada, podemos representar o gráfico ~ uma figura de Lissa- 
jous — na tela de um osciloscópio. Os computadores são de 
grande utilidade no traçado desses complicados gráficos. 


EXEMPLO 5 


A Figura 13.5 exibe um gráfico, gerado por computador, da 
figuca de Lissajous jm 


a=sen2t,y=c08 405 t=2x 


com as setas indicando a orientação. Verifique a orientação e; 
ache uma equação em x e y para a curva. 


SOLUÇÃO 


Referindo-nos às equações paramétricas, vemos que, quando £ 
aumenta de 0 a 11/2, o ponto P(x, y) parte de (0, 1) e traça a parte 
da curva no quadrante 1 (em uma direção horária, em geral). 
Quando 4 cresce de 1/2 a x, P(x, y) traça a parte do quadrante EL 
(em direção anti-horária). Para r < t s 37/2, obtermos a parte do 
quadrante IV; e 37/2 « t s 2x nos dá a parte do quadrante H. 


Podemos achar uma equação em x e y para a curva por 
meio de identidades trigonométricas e manipulações algébricas. 
Fazendo x = 2 sen t cos t e elevando ao quadrado, temos 


Y =4sen tcos? t 
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ou 2 = (1 cos? t) cos? f 
Utilizando y = cos £, obtemos 
Esp? 


Para expressar y em termos de x, escrevemos a última 
equação como 


dyt dy a0 


e apliquemos a fórmula quadrática para resolver em relação a 
y^, como a seguir: 


FEEERIERUJ EXAHEE 
8 2 


Extraindo a raiz quadrada, obtemos . 


Estas complicadas equações indicam claramente a vanta- 
gem do emprego de equações paramélricas para representar uma 
curva. 


Uma curva C é suave se admite uma parametrização 
x = f (0), y = g() em um intervalo I tal que as derivadas f e g' 
sejam contínuas e não simultancamento nulas, exceto possivel- 


mente nos pontos extremos de Z. Uma curva C é parcialmente. . 


suave se O intervalo / pode ser subdividido em. intervalos 
fechados, C séndo suave em cada subintervalo. Ográfico de uma 
curva suave não tem bicos nem pontos de reversão. As curvas 
dos Exemplos 1.5 são suaves. A curva do próximo exemplo é 
parcialmente suave. 


EXEMPLOS, 


A ciclóide é uma curva descrita por um ponto fixo P da circun- 
forência de um círculo, quando este rola, sem deslizar, sobre 
uma reta de um plano. Ache as equações paramétricas da ciclói- 
de e determine os intervalos em que é suave. 


SOLUÇÃO 


Suponhagueo círculo ténharaio aeque role, sem deslizar, sobre 
o eixo-x (e acima dele), na direção positiva, Se uma posição do 
ponto P é a origem, então a Figura 13.6 exibe parte da curva e 
uma posição genérica do círculo. 
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nr 


Figura 13.6 


Figura 13.7 


Denotemos por K o centro do círculo e por T o ponto de 
tangência como eixo-x. Introduzamos, como parâmetro f, a 
medida em radianos do ângulo TKP. A distância percorrida pelo 
círculo é d, T) = at. Conseqücntemente; as coordenadas de K 
são (at, a). Considerando um sistema coordenado x”y” com 
origem em Kal, a), e denotando opp. Pe, y") o ponto P em 
telão a este sistema, então; pelas fórmulas.de transtação de 
eixos com h= ate k « a, 

Xeatxy  ysaty 


Se, conforme Figura 13.7, 6 denota um ángulo em posição 


- padrão no plano-x*y”, então O = (311/2) — t. Logo, 


3x 
X’. = q cos. — acos (Te) esn t 


` y = a sn O = a son (FE = t) ma cost 


e a substituição em x e att x', y = a+ y' nos dá as equações 
paramétricas da ciclóide: 


xs a(t- sen f y sa (1— cos f; tem R. 


Diferenciando as equações paramétricas da ciclóide, obtemos 


de d 
di = ai -cos $), di =asent 
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Figura 13.8 


Estas derivadas são contínuas para todo f, mas são simultanea- 
mente O em £ = 2n para todo inteiro 4. Os pontos correspon- 
dentes a t= 211 são os interceptos-x do gráfico, e a ciclóide tem 
um ponto de reversão em cada um desses pontos (ver Figura 
13.6). O gráfico é parcialmente suave, pois é suave em cada 
interyalo-t Dan, 2x(1 + 1)] para todo inteiro n. E 


Se a « 0, o gráfico de x = a(£ - sen t), y = a(t cos DER 
ciclóide invertida obtida quando o círculo do Exemplo 6 rola 
sobre o eixo-x, abaixo dele. Esta curva tem várias propriedades 
físicas importantes. A título de ilustração, suponhamos que um 
fio de arame passe por dois pontos fixos A c B, conforme Figura 
13.8, e que a forma do fio possa ser modificada, vergando-a de 
maneira arbitrária. Suponha ainda que uma pequena bola perfu- 
rada deslize livremente ao longo do fio e que à única força que 
atua sobre ela seja a gravidade. Pergunta-se: que trajetória — ou, 
o que é o mesmo, que forma do arame permitirá à bola deslizar 
de A a B no menor tempo. À primeira vista pode-se supor que o 
segmento de reta de À a B seja o caminho procurado; mas tal 
não é a resposta correta, O percurso que exige menor tempo 
coincide com o gráfico de uma ciclóide invertida com A na 
origem. Como a velocidade da bola aumenta na ciclóide mais 
rapidamente do que em qualquer outra curva ligando A a B, a 
bola chega a B mais rapidamente, embora a distância seja maior. 


Há outra propriedade interessante desta curva de descida 
mais rápida. Suponhamos que À seja a origem e B seja o ponto 
de coordenada-x al « | isto & o ponto mais baixo na cielóide no 
primeira arco à direita de A. Liberada a bola em qualquer ponto 
entre A e 8, pode-se mostrar que o tempo para ela chegara Bé 
sempre o mesmo. 


. Emapticações surgem variações da ciclóide. Porexemplo, 
sé uma motocicleta roda em uma estrada reta, então à curva 
traçada por um ponto fixo do raio de uma das rodas é uma curva 
em forma de ciclóide. Neste caso, à curva não tem quinas nent 
pontos de reversão, nem intercepta a estrada (o eixo-x) como 
aconteceria com o gráfico de uma ciclóide. Se a rada de um 
vagão gira sobre um trilho, então a curva traçada por um ponto 
fixo na circunferência exterior da roda (que se prolonga abaixo 
do trilho) apresenta lagos a intervalos regulares. Definem-se 
outras ciclóides nos Exercícios 33 e 34. ` 


MN 


. EXERCÍCIOS 13.1 


Exercs, 1-24: (2) Ache a equação emre y cujo gráfico 
contém os pontas da curva C. (b) Esboce o gráfico de 
C e indique a orientação. » 


L xst-2,y220& 308055 
2 xsi-2tysilat-istis4 
3 s=PrLp=Ê-l;-Ists2 
4 1841, p=P-1-25ts2 
5 x248-5,ys20e3; tem RR 
6 xat, y= rem ff 

1 

8 

9 


yA tem R 


xc Vy EK ETH 
x22senty-3cost;Q sts? 
10 xe cost-2, y esca té 50s ta 2x 
Ji rasch ya tgh- ali emt 
12 xa cos H, y s sen 5t e tst 
B 1=£y=21011>0 
14 x2 cos! t, y «sen? 0 ts 2 
18 xzsentysesctO OH 
16 xx el ys e s tem R 
17 xz cosht, y = senh ttem R 
18 x23 cosh t, y 22 senh tj (em R 
19 xs&5y = VE - Isi 
20x = -2VL- ys nlsi 
21xs6y 2 VÉ - 2r € l;0sts4 
22 x22, 9585,-istsl 
B xafif, y= 420508152 
Maztghy=i-n<ti<al 


Exercs, 25-26: Dão-se as curvas CC, Cy € C, para 
tem R. Trace os gráficos e indique as orientações. 


EIST y=t 
y=É 


yssent 


y=senhe 


y=144- Int 90: 


Exeres, 27-28: As equações paramétricas especifi- 
cam a posição de um ponto móvel P (x, y) uo instante 
t. Trace o gráfica e indique o movimento de P quando 
taumenta. 


27 (s-costy esent Os tsm 
(bye sent y-cost Oto 
QQuuty a VT P Ustsl 
38 (xe y=1-1%0sts1 
(pusi-lutyslatistse 
(9 x2 cos t y s sen! 0 s (2x 
29 Mostre que 
xsacosteftysbsente  0sts2n , 


são equações paramétricas de uma elipse de centro 
(ft, K) c cixos de comprimento 24 e 3b. 
30 Mostre que 


x asec t+ dy b igt bt 


slo equações paramétricas de uma hipérbole dece! 
(ft, &), eixo transverso de comprimento 2a. eixo 
conjugado de comprimento 25. Determine os valores 
det para cada ramo. ` 


31 Se PG y) e Po, ya) são pontos distintos, 
mostre que 


gata y 205 yore yu tem R 
são equações paramétricas da reta I por P, e P. 


32 Indique a diferença entre o gráfico da hipérbole 
(fa!) - GPI) = 1 e o gráfico de 


a cash t, y =b senh f tem R 
; Use o Teorema (8.11).) 


(Sugest 
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` 8 bet 43 x=3H-2sent y= 3 im ` 
33 Um círculo C de raio b gira sobre a parte externa metro ( 6 a medida do ângulo indicado e se a 1 39 Ret Exemplo 3 dom sent pe dd ou EES FR 
da circunferência do círculo x +y s a^ c b <a. posição inicial de P é Afa, 0), mostre que as : (a) Descreva a figura de Lissajous dada por f (/) = 44 xz2t-3sent y 22-3cost;- 8st 8 E 
Seja P um ponto fixo de C, e seja A(a, 0) a posição equações paramétricas da evolventesão + asen ot e (D) = b cos ct pirat2 0e a e b. ases ] E i 
inicial de P, conforme figura, Se o parâmetro té o E ` Exeres, 45-48: Grafe as curvas no mesmo sistema de 
angulo entre o eixó-r positivo e o segménto de O ..::- x= a(cos t +t sen t), y esa(sen ticos 8 sds 16) sonda 920] caste £0=b sen md, .: eixose descreva a forma da figura resultante. 
20 entro dec, mese que as equações permet. : H ` Se See E Eë x2 sen 3t, y=3c0526 
la curva tras iciclóide) sã q d id OS a 
cas a traçada por P (uma epiciclóide) são AY tivos m e n, Mostre que se p = 2rnfp então . n/2stsn/2 
Pom CENA fp) s f(0eg(t pho g (6. Conclua que 1 3 1 3 
peu bp cott e b d A a curva traga a si mesma novamente a cada p - Cy Xeq005 be, Y n Sen Des E 
5 PG. y) unidades de tempo. f 
ab Ostzn i 
y = (a + b) sen t b sen Ke d ¡05 ts 2m 40 Ilustramos abaixo uma figura de Lissajous dada 1 3 1 3 P 
por : C x=ğcost-7,} eq sme Kë 
x22 sen 31, y =3 sen 1,56 £2 0. Osts?x 
a 
Së — ` A i E j^ 
Ais, 0) t A (a) Ache o período da figura — isto é, o compri- Ce xe 3 Cost, y» 1 senf=0sts 2 Fi ` 
] mento.do:menor.intervalo-£ que traga:a curva; 4 4 
(b) Ache a maior distância da origem a um ponto +- Cx velo tyeL entr 
; do gráfico. 5 4 8 4 
38 Seg circulo C do Exercício 33 gira sobre o interior: 


É 
nsis? e 
do segundo circulo (ver figura a seguir), então a É 


curva traçada por P é uma hipocicióide; ^d f mE ' Ás 46 Cy x E cost 1, y wsent- d; 
» (x) Mostre: que as equações puramétricas «desta: -"—/2stsn/2 
x curva são 


Cy x=Žeosts1, y =sent+d; 


A fact 
34 Gencralize a ciclóide do Exemplo 6 ao caso em x= (a - b) cos t+b as ( d -x/2stsn/2 


b 
que P é um ponto arbitrário em uma reta fixa pelo 
centro C do círculo. Se b = d(C, P), mostre que 


yla - sentosa Schieren, 


Cy x=1, y =2igi-r/4stan/4, 
b 


x=at-bsentyza-beost 47 Cy x=tgt, y=3t805 3/4 


: b) Seb = Fa mostre quex=a cos! y e t 
Trace um gráfico típico se b < a (ciclóide enem- e qm nost quee aee ny m eu à 
tada) e se b > a (ciclóide alongada). Por vezes e trace o gráfico, 


Co x=1+tg1y=3-3tg0stsxl4 
designam-se essas curvas como frocóides. 


z " i 3 
AY ` L . ; Co KKH Ostsn/á 
35 Seb = 3 ano Exercício 33, determine equações 


3 E WS Exercs, 41-44; Grafe a curva, . 48 Ci x=1+cost, ye 1o sen md sts 2 
paramétcicas da epicióido e trace o gráfico. TEN: 
: qm 41 xz3sen t, ys 3cost stan Cy x=1+tgt y=10stsa/d 
36 O raio do círculo B é um terço do raio do círculo 


A. Quantás voltas o círculo B deve dar em torno 
docírculo A até atingir o ponto de partida? (Suges- 
tão; Use o Exercício 35.) 


42 x «8cost-2cos 4t, y = 8sent-2sen 4f 
Daten ` 


37 Desentolando-se uma corda em torno de um cfr- 
culo deraio a e mantendo-se a corda sempre tensa, 
um ponto fixo P da corda descreverá uma curva 
chamada envolvente (ou involuta) do círculo. Es- 
colhamos o círculo como o da figura. Se o pará- 
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13.2 TANGENTES E COMPRIMENTOS DE ARCO 


Teorema (13.3) 


A curva C dada parametricamente por 
x=My=Ê-l;-Ists2 


pode também ser representada por uma equação da forma 
y = k(x), onde k é uma função definida em um intervalo conve- 
niente. No Exemplo 1 da seção precedente, eliminamos o pará- 
metro t, obtendo 


y = kx) = y -1 pua-2sxa4. 
O coeficiente angular da tangente em um ponto P(x, y) de C é 
io = in ou a) = 3108 =£ 


Como em geral é difícil eliminar um parámetro, vamos deduzir 
uma fórmula para achar o coeficiente angular diretamente a 
partir das equações paramétricas. ` 


n E é CE dada paramêiticamente dox =f(0, 
Si, então nte dée da tangente a C 
“em Py E x E S 
: dy, , dy/dt 
Cd dd 
DEMONSTRAÇÃO 


Se dx/dt = 0 em x= c, então, como fé contínua em c, dxldt > 0 
ou dxfdi < 0 em todo um intervalo fa, b], com a < c < b (ver 
Teorema 2,27): Aplicando o Teorema (7.6) on o resultado 
análogo para funções decrescentes, sabemos que fadmite uma 
inversa f^, e podemos considerar £ f(x) para x em 
[f (a), FU, Aplicando a regra da cadeia a y = g (Qetsf^ (x) 
obtemos 


de dde, df 
dr dedo — dx/dt 


onde a última igualdade decorre do Corolário (7.8). 
EXEMPLO 1 
Seja Cacurvacom parametrização 


xal, y=P-1L-13ts2 


atem tre pe ol aie nita 
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PA 


(2,5) 


20-31 ENEE EE 


Figura 13.9 


- A curva C já foi estudada no Exemplo 1 da-se 


Determine os coeficientes angulares da tangente e da normal a 
Cen P (x, y). 


SOLUGÁO 


(ver Figura 13.2). Aplicando o Teorema ( 
y-i*—-1, vemos que o coeficiente angul 
P(nylé 


dy dydt 2:0. 
de dede 2 —— 


Este resultado está de acordo com o do estudo no início desta 
seção, onde utilizamos a forma y =k(x) para mostrar que 
DEER 


O coeficiente angular da normal é o inverso negativo — 1/4, 
desde que £ 0. 


EXEMPLO 2 
Seja € a curva com parametrização 
x2ag8-3, ya - 5t- 1; tem 


(a) Ache a equação da tangente a C no ponto correspondente à 
122. 


(b) Para que valores de t a tangente é horizontal? vertical? 
SOLUÇÃO E 


(8) A Figura 13.9 éo esboço de uma parte do gráfico de C, onde * 
também marcamos diversos pontos e indicamos a drica 4 
Utilizando as equações paramétricas de Civemos que d'póntd: E 
correspondente a £ = 2. (2, — 7). Pelo Teorema (13,3 : 


dy dd US 
de dd 2-3 


O coeficiente angular nt da tangente em (2, — 7) é 
22)-3 1 


Ea Ce gak 
Es ch 32)-3"79 


Aplicando a forma ponto-coeficiente angular, obtemos a equa- 
cão da tangente 


y+T=- ¿(2 ou x +9 =-61 


entgoen 


GE 
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(b) A tangente é horizontal se dy/dx = 0 — isto é Es 2-5=0, 
out = ão ponto correspondente de C é €, -2 2 ), conforme 


figura 139 


A tangente. é vertical se 3º = 3= 0: Há, pois, tangentes. 


verticais nos pontos correspondentes a? = Let - — 1 —istoé,em 
2,5 e (2,5)... 


Se uma curva C é parametrizada pora = f (/ y = g (i), e 
se y” é uma função diferenciável de £, podemos achar d?y/dx? 
aplicando o Teorema ea ay’, como a seguir, 


Derivada segunda em forma É B 5s ive. dy'/dt E 
paramétrica (13.4) |: Sa “de dud c $ 


É importante observar que 


d’ De d dude 
“dar 


EXEMPLO 3 
Seja C a curva com parametrização 
xseé pue; tem 
(a) Trace o gráfico de C e indique a orientação, 
(b) Use (133) e (13.4) para achar dy/dx e d dr, 


(c) Ache uma função k que tenha o mesmo gráfico de C, e use 
(x) e &' (x) para verificar as respostas de (b). 


a E E 
xze ,y=e ;temR 
Ay 


(d) Discuta a concavidade de C 
SOLUÇÃO 


| tuindo em y = e” =(£?, obtemos 


Lembrando que x=€*>0, somos conduzidos ao gráfico da 


cresce em (~ %, 0], o ponto P (x, y) se aproxima de (1, 1) pela 
direita, confornie indicado pelas sotas. Se t cresce em [0, 0), 
P(x,y) percorre a curva para cima, aproximando-se do eixo-y. 


Figura 13.10 
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(E) Para auxiliar no esboço do gráfico, eliminemos primeiro o 
parâmetro. Como x = e"! = 1/e!, vemos que e' = 1/x. Substi- .. 


X Figura 13.10, Note que o ponto (1, 1) corresponde a t=0, Se? , 


(b) Por (13.3) e (13.4), 


a a dE a i 


dy dy dr. 6e 
de ée dä er 


= Get 


(c) Pela parte (a), uma função k que tenha o mesmo gráfico de: 


C é dada por 
SE SS 
Fo) =x para x>0 


Diferenciando duas vezes, obtemos 
K'(x) = 2x73 a Me 93 20H 
Ex) = 6x = 6(e77)7* Get 


o que está de acordo conta parte (b). 


l (a) Comod Ydy? = Sens para todo £, a curva C é cóncava 


Aë 


para cima em todos os pontos: 


Se uma curva C é o gráfico den = f (x) e a função f é suave 
em fe, D], então o comprimento de C é dado por 


f Vi + f(x)" dx (ver Definição (6.14). Obteremos a seguir 


uma fórmula para determinar o comprimento. de curvas dadas 
parametricamente. 


` Seja C uma curva suave dada parametricamente por. 


.a=f(0, y=8(); astsb 


. Suponhamos, além disso, que Cnáo intercepte a si própria isto 


é, que valores diferentes de t entre a e b determinem diferentes 
pontos de C. Consideremos uma partição P de [a, 5 dada por 
asi ette. tub Seja A, =£-t 2 Pues (s 

8 (t) o ponto " C que corresponde a £ Se d (P, PÄ 6o 
comprimento do segmento P, Pp então o comprimento L, da 
linha quebrada da Figura 13.11 é 


Lp = 2, (P, ,, P) 
Do kal 


Tal como na Seção 6.5, definimos 


L = lim Lp 
SEI 


176 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 13 


H 


Teorema (13.5) 


e chamamos L o comprimento de C de P, a P, se, para todo e >0, 
existe um 8 > 0 tal que [Lp — L| « & para toda partição P com 


lei <8 


Pela fórmula da distáncia, 


dB, B= UO Rs OY + 9 — 86 A 


' De acordo, com o teorema do valor médio (4.12), existem 
números w, e z, no intervalo aberto ft, y, f) tais que 


fF) - f, DF) Ar 
eu) = Fo DELE) A, 


Substituindo esses valores na fórmula de d(P, .. ,, P.) c removen- 
do o fator comum (My do radicando, abtemos 


ap, P) WE OP AA 


Conseqientemente 


L = lim Lo m im Y Niro? zept A 


akute 


desde que o limite exista. Se w, = 2, para todo k, então as somas 
são somas de Riemann para a função definida por 


YE OP rg OT. O limite de tais somas é 
L= f VF OE fe de 


O timite existe mesmo que iw, z,; todavia, a demonstração 
exige métodos avançados e 6, assim, omitida. O próximo teore- 
ma resume o assunto. 
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A fórmula integral do Teorema (13.5) não é necessacia- 
mente verdadeira se C intercepta a si mesma, Por exemplo, se 
C é dada por x «cost, y «sent O s £x4 m, entüó ô gráfico é 
unt círculo unitário com centro na origem, Se t varia dea 4 
o círculo é tragado duas vezes e, assim, intercepta a si pródi 
um número infinito de vezes. Se aplicarmos o Téorema (13, 
coma=0eb= dn, obteremos o valor incorreto da para 
comprimento de C. Obtém-se o valor correto 2rcütilizando:sé 
intervalo-£ [0, 2]. Note que, neste caso, a curva se intercep 
somente nos pontos correspondentes a £ = Q e £= 2m, o que nã 
contradiz o teorema. 


Se uma curva C é dada por y = k(x), com &'contínua em 
fa, b], então as equações paramétricas de C são 


xt ysk();axtab 
Neste caso 
de Boro bie TEN 
di 1, A E = EGO, d e dx 
e, pelo Teorema (13.5), 


D 
L= f, d IIe? dx 


o que está de acordo com à fórmula do comprimento de arco 
dada na Definição (6.14). e 


EXEMPLO 4 


Ache o comprimento de um arco da ciclóide de Equações 
Xt sent, y «1—cost tom t 
SOLUÇÃO : 


O gráfico tem a forma ilustrada na Figura 13.6. O caio a do 
círculo é 1, Obtém-se um arco fazendo-se t variar de O a 2x. 
Aplicando o Teorema (13.5), obtemos 


2a 
L =f di — 60s IY de 
5 


S 23 
a f: VET COS t Cos E SORT Y dt 
o 


Como cos? rt sen? t= 1, o integrando se reduz a 


VEZ cos EE 
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dr 
Assim, L=] JIVI — cos t dt 
H 


3 


Pela fórmula do ángulo metade, sen? $ 
equivalentemente;1.—- of zz 2 sen? 


Logo - Vi tost =vV2 sen Är ken Ad 


Pode-se omitir o sinalde valor absoluto, pois, se0 $ € 2t, então, 


0 <s} t<xe, então sen i 12 0. Conseqüentemente, 


= ia — cos f) ou, 


an az 
DES! ENT sm rare 2] sen $t de 
D o 


- RI TIN =-41-1D=8 


Relembrando o Teorema (13.5), se ds é a diferencial do 
comprimento de arcó, entáo, pelo Teorema (6.17), 


(ds (dx + (dy? 


Supondo ds e dt positivos, temos o seguinte. 


Diferencial do comprimento 
de arco (13.6) 
Utilizando (13.6), podemos escrever a fórmula do compri- 
. mento de arco no Teorema (13.5) como 
y 
dsg. tb 
(55) Le ds 
ta 


Os limites de integração evidenciam que a variável independen- 
te 6f, e nios. 


Se uma função f é suave e não-negativa para a Sx Sb, 
y então, pela Definição (6.19), a área $ da superfície gerada pela 
revolução do gráfico de y = f (x) em torno do eixo-x (ver Figura 
13.12), é dada por 


' zab 
S= f Za ds 
Figura 13.12 =a 
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onde ds = Vi + [f Œ} dx. Podemos encarar 2 ny ds como a 
área da superfície de um tronco de cone de altura inclinada ds e 
raio médio y (ver (6.18). 


Se uma curva C é dada parametricamente por x = f (f), 
y = g(0); a <1.< be se g(t) 20 em.tado fa, b}, podemos utilizar 
argumento análogo ao da Seção 6.5 para mostrar que a área da 


superfície gerada pela revolução de C em torno do eixo-y é 
mb 


S m 25x ds, onde ds é a diferencial do comprimento de arco. - 
iza i 


(13.6). Enunciemos a seguir este fato. 


Teorema (13.7) Seja C uma curva suave dada pork ef (0, y egt as te by. 
e suponhamos que C não intercepte a si mesma, exceto 
possivelméüte nos pontos correspondentes a r= ae Le b. Se 

` g() 20 em todo fa, b], entio.a área S da superfície de 
revolução oblida revolvendo-se C em torno do eixo«x é 


. e op a "P . 
s= ` der 21800 (5 UEILS 


A fórmula de S no Teorema (13,7) pode ser estendida ao 
caso em que y = g ( é negativa pára algum t em [a, b], substi- 
tuindo-se por [y a variável y que precede ds. 


Sea curva C do Teorema (13.7) gita em torno do eixo-y e 
sex=f(9>0 para a < £ Sb (ver Figura 13.13), então 


Maas P ANCA 
x. el 2mas=| eo (s «gia 


Neste caso podemos encarar 2nx ds como a área da superfície 
de um tronco de cone de altura inclinada ds e raio médio x. 


EXEMPLOS 


Figura 13,13 


Verifique que a área da superfície de uma esfera de rajo a 6 4ra?, 
SOLUÇÃO 


- Se:C é o semicírculo superior x? + geg, então a superfície 
esférica pode ser obtida fazendo-se € revolver em torno do 
eixo-x. As equações paramétricas de C são 


x=uacost, p=asent; DOSIS 
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Aplicando o Teorema (13.7) e utilizando a identidade temos 


z 
CENA 2ra sen t 


Sem. £ + e cos) t dr 


x Ed 

= Zap = — Qua i 

na L sen è dt = ~ 2ra [eos Jo 
=- 2-11 = 4nd 


EXERCÍCIOS 13.2 


Exeres, 1-8: Ache os coeficientes angulares da tan- 
gente e da normal no ponto da curva correspondente 
at=1, 


1 e État 
2 x=64+1,y=P-1-23182 

3 u=4Ê-S,p=U+3%temR 

d x=fy=PtemR 

5 r= yne rem 

6 xa VI y=3t+dt20 

7 x=2sent,yp=3Icosg0sts2x 

8 r=cos(-2,y 3560 £e 350 x ts 20 


Exercs, 9-10: Seja C a curva com a parametrização 
dada; para £ em R. Ache os pontos de C em que o 
coeficiente angular da tangente é ur, 


B ys - 63-185 m=2 
ty s 5P-3 4 


10 


Exercs. 11-18: (a) Ache os pontos da curva C em que 
a tangente é horizontal ou vertical, (b) Ache 
d'y/dix?. (c) Trace o gráfico de C. 


Urs dën P— 126 tem R 
Dr dt ys P-4 tem 
BDx=P+1y=P-UtemR 

14 x= Vt- P, y s PS tem 

15x =32-6t, yf t20 
16x = Y, ya Vos tem f 
17 x «cos? t y = send Os ts 2x 


18 x= cosh /, y = senh i; tem R 


Exercs, 19-20: Tem-se a seguir as figuras de Lissa- 


jous (ver Exemplo 5, Seção 13.1). Determine onde a 


tangente é horizontal ou vertical. 


., Xn 4sen 2t, y 2 cos 3t 


DEE EI y 24 sen 2t 


Ay 


Exercs. 21-26: Ache o comprimento da curva. 
2ix=5P, y=20051s1 

22 x23, y s 2050184 

23 x«el'cost, ye dá sent 0s La m2 


24 x=cos 21, y s seu! hO s tm 


i 
H 
H 
H 
i 


Cap. 13 Curvas planas e coordenadas polares 181 


25 xis tcost-senty stsen t cost 0 s ts sl 


26 s= cosh y aser 4 0st an2 


Exercs, 27-28: Use a regra de Simpson, com 17 6, para 
obter uma aproximação do comprimento da curva. 


Was2costy=Isengsisia 
28 x2 49 y 52650 sts 


Exeres, 29-34; Ache a área da superfície gerada pela - 


revolução da curva em torno do eixo-v. 
29 xs y=2h0stsé 

30 xahi ys sists2 

reet ymt- Le Osts1 
32 x2 48 1, y 53—-25-2st«0 


33 xzi-sentysl-cast sts 2x. 


Saxet& ysi&Peir Lats? 


Exercs, 35-38: Ache a área da superfície gerada pela 
revolução da curva em torno do ci; 


38x « 42, ya Je Rai 
36 x235,yztti;j0xix5 


37 xs e'sent ys dé cosh sts 


38 xz30,y S250 EIER 


Exeres, 39-40: Use a regra de Simpson com m = 4 
para obter uma aproximação da área da superficie 
gerada pela revolução da curva em torno do eixo 
indicado. 


Mus os (£2), y s sen? t; Dsts i; eixo 


P 426 ysihüsts T; cixo-y 


13.3 COORDENADAS POLARES 


(r8) 


Eixo polar 


Pólo 
Figura 13.14 


(94) 


KI? 


Figura £3.18 - 


Em um sistema de coordenadas, o par ordenado (a; b) denota o 
ponto cujas distâncias orientadas a partir dos cixos x e y São b c 
a, respectivamente. Outro método de representação de pontos 
consiste na utilização de coordenadas polares. Comegamos, 
com um ponto fixo O (a origem, ou pólo); 
orientada (o eixo polar) com extremidade. O Em 
consideramos um ponto arbitrário P do planó; diferente dé o: 
Se, conforme Figura 13.14, r= d(O, P) e 0 denota a medida de 
um ángulo arbitrário determinado pelo eixo polar e OP; entio? 
e 0 são as coordenadas polares de P; denotamos P por (r, 9) 
ou P(r, 9). Como de costume, 9 é considerado positivo st o 
ângulo é gerado por uma rotação anti-horária do eixo polar, e 
negativo se a rotação se faz no sentido horário. Usam-se para 8 
tanto medidas em radianos como em graus. 


As coordenadas polares de um ponto não são únicas. 
Assim é que, por exemplo, (3, 1/4), (3, 91/4) e (3, — 71/4) 
representam o mesmo ponto (ver Figura 13.15). Admitimos 
também a possibilidade de r ser negativo. Neste caso, em lugar 
de medir |r] unidades ao longo do lado terminal do ángulo 0, 
medimos ao longo da semi-reta com extremidade O que tem 
sentido oposto ao do lado terminal. Os pontos correspondentes 


D 
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aos pares (- 3, 57/4} e (- 3 - 3n/4) estão grafadas na Figura 
13.15. 


EXEMPLO 1 P 
Trace o gráfico da equação polar r = 4 sen 8. N 
SOLUÇÃO 


A tabela abaixo dá algumas soluções da equação. Incluímos uma 
terceira linha na tabela, contendo aproximações de r com uma ^ 
casa decimal. 


0 z zn n SP m m ox 
6 4 3 2 3 4 6 
iE f^ 
4 2 2/5 248 4. 26 2. 2 0 E 
Figura 13.15 2 28 34 4 34 28 2 0 
Os pontos de um plano-r O que correspondem aos pares da.-...... i 


Convencionamos atribuir ao pólo O as coordenadas (0, 8 
para 9 arbitrário; A associação de pares ordenados.da forma (5,9) 
aos pontos-de um. plano constitui. um. sistema coordenado ; 
polar, e o plano é um plano-r8. 


Uma equação polar é uma equação em re 9. Uma solução 
deuma equação polaréum par ordenado(a, b} que conduz a uma 
igualdade se r é substituído por o e 9 por b, O gráfico de uma 
equação polar é o conjunto de todos os pontos (em um plano-r 0) 
que correspondem às soluções. 


` As equações polares mais simples são rac 8 = a, onde. 
«é um número real náo-negativo. Como as soluções daequação 
polar r = asão da forma (a, 9) para qualquer ângulo O, segue-se 
` ` "que o gráfico é um círéulo de raio Jal e centro no pólo. A Pigura 
13.16 ilustra o caso pata a >-0. Obtém-se o mesmo gráfico se 
r= 


Tigura 13.16 


As soluções da equação polar 6 =a são da forma D a) para ` 

- qualquer teal r, Como 3 coordenada (ângulo) a é constante, O 
gráfico é uma reta pela origem, conforme ilustrado na Figura . 
13.17 para o caso <a < 1/2. s 


8=a/ 
(1,0) 


a radianos Nos exemplos a seguir obtemos os gráficos de equações 


polares marcando pontos, Ao prosseguir o estudo desta seção, 
o Heitor deve procurar reconhecer formas de equações polares, 
- de modo a ser capaz de traçar gráficos marcando apenas alguns 
“pontos. . ' 


Figura 13.17 


Figura 13.18 


, tabela parecem estar.sobre um círculo de raio 2; tracemos; pois; 


Ji dente a (2 VŽ, 2/4) etc. Se fazemos D aumentar, percorrendo 


, EXEMPLO 2 


" ` Como a função cosseno decresce de 1 a— 1 quando 8 varia de - 


o seu gráfico (ver Figura 13.18). Para auxiliar na marcação dos 
pontos, prolargamos o eixo polar na direção negativa e introdu-- 
zimos uma reta vertical passando pelo pólo.. 


Ademonsiração de que o gráfico de "= 4 sen 6 éum círculo: 
é dada no Exemplo 6. Outros pontos obtidos fazendo-se 0 variar 
de a Za estão sobre o mesmo círculo. Por exemplo, a solução 
(-2, 71/6) nos dá o mesmo ponto que (2, 1/6); o ponto corres- 
pondente a (- 22, 51/4) é o mesmo que o ponto correspon- 


todos os números reais, obtemos os mesmos pontos repetida- 
mente, em virtude:da periodicidade da função seno. ` 


Trace o gráfico da equação polar r 2 4 2 cos 8. 
SOLUÇÃO ` 


0 ax, segue-se que r decresce de 4 a O neste intervalo-0.~ 


A tabela abaixo dá algumas soluções de r = 2 + 2 cos 9, 
juntamente com aproximações de r com uma ĉasa decimal, 


8 0 z z sp 2 3 Ed x 
é 4 3 2 3 4 6 

A 23248 242 3 2 1 2-5 Zë 0 

(aprox) | "ES, $34 3 2 1 06 03 o 


rs 242co50 


ja 


Figura 13.19 


Marcando pontos em um plano-r8 obtemos a metade superior 
do gráfico esboçado na Figura 13.19. (Usamos papel de gráfico 
em coordenadas polares, com retas por O em diversos ângulos 
e círculos concêntricos com centros na pólo.) 


Se 8 aumenta de x a 2x, então cos Y aumenta de— La le 


conseqüentemente, r aumenta de O 2 4. Marcando pontos para 
zx s 21, obtemos a metade inferior do gráfico, 


Pode-se obter o mesmo gráfico tomando-se outros inter- 
valos de comprimento 2a para 8. 


A curva em forma de coração do Exemplo 2 é uma 
cardióido, Em geral, o gráfico de qualquer uma das equações 
polares seguintes, com a = 0, é uma cardióido: 


r=a(t+cos 0) r=a(L+sen6) 
r=a(i-cos0) r=a(1-senW) 


Se a e b não são nulos, então os gráficos das equações 
polares seguintes são caracóis: 
r=a+bcos®  r=a+bsend 


Note que os casos especiais de caracóis, em que ja] = [b], são 
cardióides. Alguns caracóis contêm um laço, como se vê no 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 3 . 
"Trace o gráfico da equação polar r = 2+4c050. 
SOLUÇÃO 


Na tabela a seguir constam as coordenadas de alguns pontos de 
um plano-r 8 correspondentes a 0 « 0sx. 


DN 0 z DEENEN mm a 
x 6 4 3 2 3 4 $ 

r 6 24243. 24242. 4 2 Q -2 
"r(aptox)'| 6 54 A8 4 2 0 


Figura 13.20 


r=2+4cosf 


Nate que r = 0 em 8 = 21/3. Os valores de r $80 negativi 
21:13 < 0 < mr, e isto conduz à metade inferior dà laço peq 
da Figura 13.20. Fazendo O variar de sta 210, obtém-se a metade 
superior do lago pequeno e à metade inferior do faço grande. 


EXEMPLO 4 
Trace o gráfico da equação polar r = a sen 20 para a >0. 
SOLUÇÃO 


Em vez de tabelar soluções, raciocinemos da seguinte forma. Se 
8 aumenta a partir de Q ou x/4, então 20 varia de Ga3t/2.e, então, 
sen 28 aumenta de () a 1. Segue-se que r cresce de Dad mp 
intervalo-0 [0, x/4]. Se, em seguida, fazemos 0 aumentar de ni4 
a n/2, então 20 varia de 2/2 a xe, assim, sen 20 decresce de 1a 
0. Logo, r decresce dea a Q no intervalo-9 [/4, 1c/24. Os pofitos 
correspondentes no gráfico constituem o laço no primeiro qua- 
drante ilustrado na Figura 13.21. Note que o ponto P(r, 8) 
descreve o lago no sentido anti-horário (indicado petas setas), 
A medida que 9 aumenta de 0 a 1/2. z 


Sen/2x0 s m então x « 20 s 2x e, portá 
s0. Assim, se 2/2«0 «m, então r é neg; i 
Pty, 8) estão no quarto quadrante, Se € aumen! dex/2 ar entáo 
é possível mostrar, marcando pontos, que 775,9) descre 
sentido anti-horário) o laco exibido no quarto quadrante: 


Analogamente, para x s 6 < 32/2 obtemos o lago no 
terceiro quadrante, e para 31/2 s 0 s 2m temos o lago do segundo 
quadrante, Ambos os lagos são traçados em sentido anti-horário, 
à medida que O aumenta. O leitor deve verificar estes fatos 
marcando alguns pontos com, digamos, a = 1. Na Figura 13.21 
marcamos apenas os pontos que, no gráfico, correspondem aos 
maiores valores numéricos de r, 


O gráfico do Exemplo 4 é uma rosácea de quatro folhas. 
Em geral, uma equação polar da forma 


re asea nd ou, r=acos uQ 
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Figura 13,22 


te y 


2m + 


1=8 


2x 


da 


r> 


para qualquer inteiro positivo n maior do que 1 e qualquer real 
não-nulo a, tem um gráfico que consiste em um certo número 
de laços pela origem. Se n é par, há 2n laços, e se n é ímpar, há 
n laços (ver Exercícios 15-18). 


O gráfico da equação polar r = a para qualquer real a 
não-nulo é uma espiral de Arquimedes. No próximo exemplo 
tratamos do caso a= 1... 


. EXEMPLO 5 
Trace o gráfico da equação r = 0 pata 8x0, 
SOLUÇÃO 


O gráfico consiste em todos os pontos que têm coordenadas 
polares da forma (c, €) para todo real c = 0, Assim, o gráfico 
contém os pontos (0, 0), (1/2, 1/2), (mx) etc. À medida que 9 
cresce, raumenta pa mesma proporção, e a espiralse desenvolve 
em torno da- origem em sentido anti-horário, interceptando o 
eixo polar em 0, 2%; 4x, ..., conforme Figura 13.22. 


Admitindo 0.negativo, então, à medida que 9 decresce por. 
valores negativos, a:espiral resultante se desenvolve em torno 
da origem e é simétrica, em relação ao eixo vertical, à curva 
traçada na Figura 13.22. 


Suponhamos agora um plano-xy superposto a um lang? 9, 
de modo que o eixo-x positiva coincida como eixo polar. Qualquer 
ponto P do plano lerá então coordenadas retangulares (x, y) ou 


coordenadas polares (r, 8). Ser ».0, temos situação análoga áda. 


Figura 13.23(). Se r < 0, temos a situação de (ii) da Figura, ondo; 
para£ins posteriores, grafamos também o ponto P ' de coordenadas 
polares (| r|, 8) é coordenadas retangulares (=x, =y). 

Dir ep 


y big P y 


Figura 1323 
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Relações entre coordenadas 
retangulares e polares (13,8) 


O resultado a seguir indica as relações entre (x,y) e 
(1, 8); supõe-se que o eixo-x positivo coincida com o eixo polar. 


As coordenadas retangulares (x, y) e as coordenadas polares |. 
(r, 9) de um ponto P estão relacionadas da seguinte forma:.: 


[0] x=rcos®, yrs : 


(i) Perry oc sexet 


DEMONSTRAÇÃO 


Conquanto tenhamos ilustrado O como um ângulo agudo na 
Figura 13.23, o que segue vale para todos os ângulos. Se r > 0 
como na Figura 13.23(i), então cos 8. = x/r, sen O = y/r, e assim 


xa=rcos0, yersenO `: 


Ser <0, ontáo [r| =—r e, pela Figura 13.23(i), vemos que 


cos. 8 Et x A nE 
HN -r r Ho-r r 
A multiplicação por » nos dá as relações (i) e, assim, estas 
fórmulas são válidas quer r seja positivo quer negativo. Se 
r= O,entãoo ponto é o pólo e novamente vemos que as fórmulas 
em (1) são verdadeiras, 


As fórmulas (ii) decorrem imediatamente da Figura 13.23. 


` O resultado precedente permite passar. de um sistema de 
coordenadas para outro. Uma aplicação mais importante consis- 
te em transformar uma equação polar em uma equação em x e 
y, e vice-versa, Os três próximos exemplos ilustram o fato. 


EXEMPLO 6 


Ache uma equação em x e y que tenha o mesmo gráfico da 
equação polar r = a sen 8, com a » 0. Trace o gráfico. 


SOLUÇÃO 


Por (13.8), y = r sen B é uma relação entre sen 6 e y, Para 
introduzir esta expressão na equação r = e sen 0, mulliplicamos 


ambos os membros por r, obtendo i 


r'sarsen ð 
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4 


y 


r=asend, 
EE 


-pór=asn8, 


Qut Figura 13,24 


rzacos Y, 
a<0 


oe 


AN 


r=acos8, 
a>0 


wa 


Figura 1325 


Em seguida, como d =x! y? e y = rsen 0, temos 
2. 
xt ys ay 
ou. TE EE EN 


Completando os quadros em y, obtemos 


2 2 
d'Ae 2) ,[& 
xy » « 2) (3) 


2 2 


" dr DEEN 
85 SERO ug 2 


No plano-xy, o gráfico da última equação é um círculo com 
centra em (0, a/2) e raio [a[/2, conforme ilustrado na Figura 
13.24 para o caso g > 9 tes círculo sólido) e a < 0 (o círculo 
tracejado). 


Utilizando o mesmo método do exemplo precedente, po- 
demos mostrar que o gráfico de r = a cos 8, com a = 0, é um 
círculo de raio a/2 do tipo ilustrado na Figura 13.25. 


EXEMPLO 7 
Ache a equação polar da Veiga 22. y2= 16. 
SOLUÇÃO 


Com as fórmulas x = r cos 8 e y = r sen 8, obtemos as seguintes 
equações polares: 
.(r cos P — D sea Oy = 16 
goë gd sen? 9 = 16 
P (cos? O ~ sen? 0) = 16 
P cos 20 = 16 


aa 6 
cos 20 
P = 16 sec 28 


* A divisão por cos 28 é lícita porque cos 20 +0, (Se 
cos 28 = 0, então cos 28 16. 


EXEMPLO 8 


Ache a equação polar de uma reta. 


i 
Í 
j 
m 
j 
i 
i 
i 
1 
l 
i 
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D Eixo polar 


(r. 0) 


SOLUÇÃO 


Toda reta em um plano coordenado xy é o gráfico de uma 
equação linear ar + by =c. Com as fórmulas xr 
y = rsen Q obtemos as seguintes equações polár 


arcos 8 + brsen O sc 
r(acos8 +bsen8)=0 


e 
a cos 8 + b seng 


Superpondo-se um plano-xy a um plano-r0, o gráfico de 
uma equação polar pode ser simétrico em relação ao eixo-x (o 
eixo polar), ao eixo-y (a reta 0 = 1/2) ou à origem (o pólo). A 
Figura 13.26 ilustra algunas simetrias típicas. Isto conduz ao 
próximo resultado. 


(1) Reta 8 va? 
(ra-8) n 


CA A 


NE 


(iii) Pato 
69 (n8) 


(r,-0) 


Figura 13.26 Simetrias de gráficos de equações polares. 


Testes de simetria (13,9) | 


H 
z 
| 
| 


El sübstituicdo de (a): r por-r Op i Gporz x 9 conduz à 
uma egiiação equivalente, ; 


caem ng 


DOS er er 


13 
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r=4cos0 


Figura 13.27 


Teorema (13.10) |: 


Para ilustrar: Como cos (-0) = cos 0, o gráfico da equação 
polar r = 2 + 4 cos 0 do Exemplo 3 é simétrico em relação ao 
eixo polar, pelo teste (i). Como sen (n.— 0) = sen B, o gráfico do 
Exemplo 1 é simétrico em relação à reta 6 = z/2 pelo teste (ii). 


O gráfico do Exemplo 4 é simétrico em relação ao eixo polar, às. 


teta 0 = 21/2, &.a0 pólo. Há outros testes de simetria, entretanto, 
os que mencionamos são os de mais fácil aplicação. 


Ao contrário do gráfico de uma equação em xe y, o gráfico : - 


de uma equação polar r= f (0) pode ser simétrico, em relação 
ao eixo polar, à reta O = 1/2 ou ao pólo sem satisfazer um dos 
testes de simetria precedentes. Isto decorre das várias maneiras 
distintas de representar um ponto em coordenadas polares. 


Outra diferença entre os sistemas de coordenadas retangu- 
lares e polares é que os pontos de intersecção de dois gráficos 


nem sempre podem ser obtidos resolvendo-se simultaneamente: 


as equações polares. Assim é que, pelo Exemplo 1, o gráfico de 
r=4 sen 6 é um círculo de diámetro 4 com centro em (2, 1/2) 
(ver Figura 13.27). Da mesma forma, o gráfico der = 4 cos Dé 
um círculo de diâmetro 4 e centro em (2, 0) sobre o eixo polar: 
Refetindo-nos à Figura 13.27, vemos que as coprdenadas:do 


ponto de intersecção: PQ VĒ, 1/4) no quadrante I satisfazem. 


ambas as equações; todavia, não se pode achar a origem O, que 
pertence a cada um dos círculos, resolvendo-se simultaneamen- 
te as equações. Assim, na pesquisa de pontos de intersecção de 
gráficos polares, às vezes é necessário apelar para os próprios 
gráficos, além de resolver as duas equações simultancamente. 
Um método alternativo consiste em utilizar equações diferentes 
(equivalentes) para os gráficos. Ț ` 


As tangentes a gráficos de equações polates podem ser 
determinadas de acordo com o próximo teorema. i 


coeficienté ángulár mda tangente ño gráfico de um 10) 


DEMONSTRAÇÃO | 


Se (x, y) são as codrdenadas retangulares de P(r, 8), então, pelo 


Teorema (13.8), 


x=rcos0 =f(0) cos 9 
y = rsen 8 = f (0) sen 0 
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rz242cost 


Figura 13.28 


Estas equações podem ser consideradas como equações para- 
métricas do gráfico com parámetro 8. Aplicando o Teorema 
(13.3), vemos que o coeficiente angular da tangente em (x, y) é 


dy. dde _ -F(8) cos 8 + f (0) sen 0. 
dr — dx/do ^ f(8)—sen 8) + f'(8) cos 8 


= II sen 8 + f (8) cos O 
f'(8) cos 8 — f (80) sen. 8 


o que é equivalente à fórmula do enunciado do teorema. 


As tangentes horizontais correspondem ao caso em que o 
numerádor na fórmula de m é O, enquanto o denominador é 
diferente de O. As tangentes verticais correspondem ao caso em 
queo denominador é D mas o numerador é diferente de 0, O caso 
0/0 exige investigação mais detalhada. 


Para achar os coeficientes angulares de tangentes no pólo, 

. devemos determinar os valores de 0 para os quais r = f (8) = 0. 

Para. tais valores (e com r = De dr/d.9 0), a fórmula:do 

Teorema(13.10)se reduz a 1 = tg 0. O próximo exemplo ilustra 
estas observações. 


EXEMPLO 9 
Paraa cardióide r=2+2c05 8 com 0 s 0 < 2x, ache 
(a) o coeficiente angular da tangente em 6 =31/6. 
D es pontos em que a tangente é horizontal. 

" (c) os pontos em que a tangente é vertical. 
SOLUÇÃO 


(ao gráfico der =2 + 2 cos 0 já foi estudado no Exemplo 2 e 
` está tragado novamente na Figura 13:28; Aplicando q Teorema 
(13.10), vemos que o coeficiente angular m da tangente é 


. (C2 sen 0) sen 0 + (2 + 2 cos 0) cos O 
(-2 sen 9) cos 9 — (2 + 2 cos 8) sen O 


. Zeg 8 — sent 0) + 2 cos 8 
—2(2 sen € cos 0) — 2 sen 8 


m 


, „£S 20 + cos 0 
sen 20 + sen 6 


Em O = 1/6 (isto é, no ponto (2 + V3, 1:/6)), 


m = ES (1/3) 30M (/2 «3/2 
sen (1/3) + sen (1/6) ^ (3/2) + (1/2) ` 


1. 
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(b): Pata achar as tangentes horizontais, fazemos * 


cos 28 +c0s 8 =0 


Esta equação pode ser escrita como 


ou 


De cos 8 = $ obtemos 0 = 7/3 e 9 = 55/3. Os pontos corres- 


* 20028-1+0058=0 


(2 cos 8 — 1)(cos 8 +1)=0 


pondentes são 6,13) e (3, 51/3). 


cas Q =-1 nos dá O =w. O denominador da fórmula de m 
Zem 02, tornando-se necessária uma investigac&o adicional. 
Se 0 =x então r = 0e a fórmula de m em (13.10) se reduz a 
m = tg 0. Assim, o coeficiente angular em (0, zt) ém =tga=0 


e, portanto, a tangente é horizontal no pólo. 


(c) Para achar tangentes verticais, fazemos 


sen 20 + sen 9 =0 


Equações equivalentes: 


e 


Fazendo sen 9 = 0 e cos 9 « —£, somos levados aos seguintes 
valores de 8: 0,7, 27/3 e 4n/3. Já vimos, na parte (b), que st nos 
dá uma tangente horizontal, Os valores restantes resultam nos 
pontos (4, 0), (1, 25/3) e (1, 41/3), onde o práfico tem tangentes 


verticais, 


Zsen O cos +sen8 =0 


sen 8 (2 cos 8 +1) «0 


EXERCÍCIOS 13.3 


Exeres, 1-26: Trace o gráfico da equação polar. 


PEDE 2 r=-2 

3 8«-n/6 4 Ban/4 

5 rz3cos0 6 rs-2senü 

7 rzá-Asen 8 8 ra-6(itcos 8) 
9 rz244senO 10 r=1+2cos0 
1i rz2-cosQ 12 ra35«3sen8 
13 rz4cscü 14 mer 


15 r=3c0s38 . 16 r» 2sen 48 


17 52352520 Ir 8cos 50 
19 r° = 4 cos 20 (lemniscata) 

20 «a - 16 son 20 

21 rd, 0 O (espiral logarítmica) 

22 rz 6 sin? (0/2) 23 r=20,020 
24 r8 = 1, @ > Q (espiral) 

25 r2 2 + 2 sec O (concóide) 


26 rzi-csc 


Exeres. 27-36; Ache uma equação polar que tenha o 
mesmo gráfico da equação em x e y. 


27 x=-3 28y=2 

29 3433 316 30 y? = 8y 
KEE 
.34 xy 48 


38 (+ y) arc tg (yx) = ay, a > 0 (cachleoide) 
36 x^ y -3axy = 0 (Folium de Descartes) 


Exeres. 37-50: Ache uma equação em x e y que tenha 
q mesmo gráfico da equação polar e use-a para auxi- 
liar o tragado no plano-r0. 


37 reos0=5 38 rsend=-2 
39 1=-3c508 40 r=d sec 0 
dem 2-1 42 Psmn20=4 
43 r(sen 0—2cos 0) = 6 

44 r{3 cos Ù - 4sen.0) = 12 

48 r(sen Be rcos* 0) =1 

46 r(rsen^ 8 - cos 0) =3 

47 r=8 sen 9 ~ 2 cos O 

48 r=2cos8 — 4sen Y 

49 r=tg8 ` 50 rs6cot8 


Exeres, 81-60: Ache o coeficiente angular da tangen- 


teao gráfico da equação polar no ponto corresponden- 
te ao valor dado de 8. 


351 rz2costs 2x3 
52 r=-2sen8; B=x/6 
53 rz 4(1-sen y; 8=0 

54 r=142c050; [EI 
$8 r=8 cos 38; KERSCH 
56 r=2. sen 40; [EE 
57 P 24cos28; [EE 
58 P 2-2 sen 20; 8334/4 
59 r= 2º, GEES 

60r0=k Da ir 
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Gi Se Pro 8) e Pr, 0.) são pontos de um plano- 
18, usc a lei dos cossenos paca provar que 


(«P B > Ñ r = Anen cos (0;-9) 


62 Sc a e b são reais não-nulos, proye dugo E 
do r = a sen O + b cos 8 é um circulo, e à 
centro e o raio. 


63 Se os gráficos das equações pol; rés r=f(0) 
8(8) se interceptam em P(r, 0), prove que as tangeir 
tes em P são perpendiculares se e somente se. 


£'()s' (0) + (8) (8) = 0 
(Os gráficos se dizem ortagonais em P.) 


64 Use o exercício 63 para provar que os gráficos de 
cada par de equações são ortogonais no seu ponto 
de intersecção: 


()r=asenb,r=acosg (D)r=al,r0=a 


65 Se cos 9 = 0, mostre que o coeficiente angular da 
tangente ao gráfico de r = (0) É 


m = Mel ERES 
(dor da) — r tg 0 


66 Uma espiral logarítmica tem equação polar 
raae"! para constantes a c b nio-nulas (ver 
Exercício 21). Esta curva é ilustrada no famoso 
problema dos quatro insetos. Quatro insetos A, B, 
C, D estão nos quatro vértices de um quadrado, 
cujo centro corresponde ao pólo. Os insetos come. 
qam a caminhar simultancamente; à mesma-veto: 
cidade, cada um em direção ao pi: imo; e 


tos são os vértices de um quadrado que diminui é 
gira em torno do centro do quado original, à medida 
que os insetos continuam a caminhar. Se a posição 
do inseto A tem coordenadas polares (+, 8), então a 
posição de B tem coordenadas (y, 0 4/2), 


(a) Mostre que a reta por A e B tem coeficiente 
angular 


sen 0 — cos 8 
sen O + cos 8 


(b) A retaporA e B é tangente à trajetória do inseto 
A, Use a fórmula do Exercicio 65 para concluir 
que dr/d8 = ~r. 


monas SE 


SEET 
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(9 Prove que a trajetória do inseto À é uma espiral 66 as "M 
logarítmica. (Sugestão: Resolva a equação diferen- Os limites das somas, quando a norma Il da subdivisão tende 
cial em (b) separando as variáveis). 


ud 
para 0, são ambos iguais à integral ji Zur do. Isto nos då 


Exercs, 67-68: Grafe a equação para os valores dados de o resultado seguinte, 


Beuseo gráfi ico para determinar simetrias. 


67 r«2sen 0 tg? ; [3505/5 ^ 


então a área À da região, delimitada pelos gráficos de 
"DD: EILER BE 


4 
68 pas men 
DESS «Os B ada 


Exeres, 69-70: Grafe as equações polares no mesmo plano 
coordenado e estime os pontos de intersecção dos gráficas. 


A La VQ do = faro 


69 r=8c0538,r=4-2,5c058 


A integral no Teorema (13,11) pode ser interpretada conto 


- 2 H 2 nin 
Türe2se* 8, r= 1 + cos? 8) 8=B um limite de somas escrevendo-se 


13.4 INTEGRAIS EM COORDENADAS POLARES 


Pe ^ 
A= L Apr de = Jim, A UP 46, 


[PIA Pode-se achar a área de certas regiões delimitadas por gráficos 
de equações polares utilizando-se limites de somas de áreas de 
/8 "Oi. setores circulares: Denominatemos região Ry (para integração 
em relação a 0) uma região R do plano r0 delimitada por retas 
8za68 xp para 0 sa«p s 2r e pelo gráfico de uma equação 
polar r = f (8), onde fé contínua e f (8) = O em fa, BLA Figura 
13.29 ilustra uma região Ro 


"na Pla qualquer número sw, no subintervalo [0 p 8,] de fo, BLA 
Figura 13.31 ilustra geometricamente uma soma de Riemann típica. 
a 


As seguintes diretrizes são úteis para relembrar esta fór- 


Figura 1331 mula de limite de somas (ver Figura 13.32). 


Diretrizes para achar a área | 1 Esboce, a regi o, tudo o gráfico de e 
` de uma região (13.12) 
Seja Puma partição de [u, 8i determinada por 


r= f(0) 9 704,9, Or: Os B. 


Figura 13.29 ` eseja AB, 0,- 80, , para k= 1, 2,..., n. As retas 0 = 0, dividem 


Remsub-regióes em forma de cunhas, Se f (tt) o valor mínimo 
e f (y) € o valor máximo de fem f8, D então, de acordo 
coma Figura 13.30, a área AA, da k "= sub-região está entre.as 
áreas dos setores circulares inscrito e circunscrito e com ángulo 
central A6, e raios f (1) e f (vj), respectivamente, Então, pelo . 
x Teorema (1.15), 


¿OP A9, s A, < HUE 48, 


ÉIS 


ra ue E EXEMPLO 1 


Ache a área da região delimitada pela cardióide r =2+ 2 cos 8. 
SOLUÇÃO - 


Somando de k = 1 a k =n e notando que a soma dos AK é a área 
A de R, obtemos 


B=a “Seguindo a diretriz 1, começamos por esboçar a região, como 
> Ra Figura 13,33, Obtém-se a cardióide fazendo-se 8 variar de Ü 


Figura 13.30 "a 2x; entretanto, em virtude da simetria, podemos achar a área 


kel 


3: d AB SA i Daf 88, 
si 


Teorema (13.11): | Se fé continua ef(8)z Dem fe, Bj, onde 0 s a < B «2x, 


Figura 13.32 . da metade superior e multiplicar o resultado por 2. Assim, - 
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7 24+2c050 


usamos o =0 e B = x como o menor € o maior valor de 9. De 
acordo com a diretriz 2, traçamos um setor circular típico e 
determinamos seu ángulo central d8. Para aplicar a diretriz 3, 
apelamos para a figura, obtendo o seguinte: 


raié do setor circular: r= 2 +2 cos 0 


área do setor: 44% dë = 1(2 + 2 cos Op 48 


Utilizamos em seguida a diretriz 4 comu O e $ =m, lembrando 
Figara 13.33 ` 


M 
que a aplicação de f -à expressão $ (2 + 2 cos 0)? d8 equi- 
0: 


vale a tomar um limite de somas de Áreas de setores circulares, 
varreudo toda a região ao variar 8 de O a x. Assim, 


ja " 
A=2f 1042 ey de 
À Í, zb + 2 cos 8) 
ñ 
E (4 + 8 cos O + 4 cos? 0) dë 
` : : 
Como cos? 9 = ¿(1 + cos 20), obtemos 


" 
Aaf (6 + 8 cos 8 + Z cos 28) dê 
d E 


S [6 + 8 sen O + sen E = 6x 


t, 8 , 4 sisia 
Figura 13:4 Poderíamos também ter achado a área tomando o = De EK 


A Figura 13.34 ilustra uma região R entre os gráficos de 
duas equações polares r=f (0) e r^ g(8) e as retas 0 2 ae 
9 = f. Podemos achar a área À de R subtraindo a área da região 
Dam interior delimitada por r=g(0), da área da região exterior 
delimitada por r = f (8), como a seguir: 


A A 
Auf tior do -f Lamp de 
Aaf Hey & - f, Aer: 
Utilizamos esta técnica no próximo exemplo. 


EXEMPLO 2 


Ache a área À da região R interior à cardióide r=2 + 2cos06 
exterior ao círculo r = 3. 


SOLUÇÃO 


A Figura 13.35-exibe a região R e setores circulares que se 
prolongam do pólo aos gráficos das duas equações polares. Os 
pontos de intersecção (8,103) 6 (3, 1/3) se obtêm resolvendo-se 


Figura 1335 
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HE 


as equações simuitancamente, Como os ângulos « e B nas 
diretrizes 13.12 são não-negativos, acharemos a área da metade 
superior de R (usando a= Qe = 2/3) e duplicaremos o resultado. 
Subtraindo a área da regido interior (delimitada por r =.3) da área 
, da região exterior (delimitada por + = 2 + 2 cos), obtem 


KO 


4 «if 


EI & 
= 4, (4 co? 0 + 8 cos 8 — 5) dd 


3Q + 2 cos OF dO Be 


Como no Exemplo 1, pode-se calcular a integral mediante a 
substituição cos? 9 = ¿(1 + cos 20). Pode-se mostrar que 


A 52/3 — n e 4,65 


Se uma curva C é o gráfico de uma equação polar 
r= f (8) de 0 = a8 f, podemos achar scu comprimento £ 
utilizando equações paramétricas. Assim, tal como na prova do 
Teorema (13.10), temos como parametrização de C, 


x=f(8) cos 0, y «f (0) sen8jy «0 sf 
Diterenciando em relação a O, obtemos 


g = -f(8) sen O + f*(0) cos 9 


de = f(8) cos 8 + f'(0) sen Q; 


Em vista da identidade trigonométrica sen? 0 + cos? 6 
pode-se mostrar que 


2 2 3 À 
LS *(&) - voe «ior 


A substituição no Teorema (13.35) com t= 8, 4 2.«c b =P dá 


Le DÉI: TO af WE p 


Para rememorar esta fórmula, podemos utilizar a diferen- 


cial do comprimento de arco ds = darf + (dy). em (13.6), 
obtendo: s 


A 


EE 
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Diferencial do comprimento 
de arco (13.13) 


"sl +cos6 


Figura 1336 


Podeinos agora escrever a fórmula de L como * 
da 

L= 
90 


Os limites de integração indicam que a variável independente é 
8, e náos. 


EXEMPLO 3 
Ache o comprimento da cardióide r= 1 + cos O. 
SOLUÇÃO 


A Figura 13:36 ilustra a cardióide.:Lançando:mão: da simetria; 
determinaremos o.comprimento:da metade superior:e duplica- 
temos o resultado, Aplicando (13.13); temos”. : 


- X ces By X (sen Of do: 

= VI + 2 cos 0 + cos? 0 + sen O do 
2 +2 cos 8 do 

BECK EC 


Logo 


EI? 
DT ef Ed rer 
i Bet 7 v 


A última integral podé ser calculada empregando a identidade 


trigonométrica cos?4 9 = 1(1 + cos 8), equivalenieiente, 
1+c090= 20846, Assim, 


L= nel, VZ cos? T8 à 
=4 ih cos 10 do 
= 8[ sen pT ER 


Na solução do Exemplo 3, era legítima a substituição de 


“cos? 1 9 por cos i 9, porque, se 0 $0 < x, então O si DS 2 
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Figura 13.37 


Superficies de revolução em 


coordenadas polares(13.14): 


Figura 13.58 


e, daí, cos 1 9 é positivo em [0, 11]. Se não tivéssemos utilizado 
a simetria, escrevendo simplesmente L como 


EI 
Í Vr Y (dr/d8). de, esta simplificação não seria válida. De 
n 


modo geral, ao determinar áreas ou comprimentos de arcos que 
envolvem coordenadas polares, é conveniente utilizar quaisquer: 
simetrias acaso existentes. 


Seja C o gráfico de uma equação polarr = f(0),u s 0 «f. 
Vamos obter uma fórmula para a área $ da superfície gerada 
pela revolução de C em tomo do eixo polar (ver Figura 13.37). 
Como as equações paramétricas de C são 


x=f(0)cos8, y «f(B) senda s0 «6 


podemos achar S aplicando o Teorema (13.7) com 9 = t. Isto nos 
dá o seguinte resultado, onde:a diferencial do: comprimento: ¿des 
arco ds é dada por (13.13). 


Ba tomo do exo polar, 7 


"o TE = E 
Imp di m fo Ze sen 0 ds 


o 


Ao aplicar (13.14), devemos escollier o e D de modo que; 
a superfície não trace a si própria novamente quando C gira, 
como seria o caso se o círculo r = cos 6, com 0 x O = x, girasse 
em torno do eixo polar. 


EXEMPLO 4 


A parte da espiral rec de s028 zgiraem torno do eixo 
polar, Ache a área da superfície: resultante. 


SOLUÇÃO 


-A Figura 13.38 ilustra a superfície. De acordo com (13.13), a 
diferencial do comprimento de arco em coordenadas polares é 


ds = Very + G eU de 
EN" 


TV dO = * e” do 


EJ 
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Logo, por (13.14), 
pos pan 
Sa 2ny ds = 2nr 8 ds 
TL. xy Jes sen 
z 
s 2100"? sen O (+ e) de 
-Saf deen 8 do 


Por integração por partes, ou aplicando a Fórmula 98 da tábua 
de integrais (ver Apéndica IV), temos 


9 Biereng cos 0) po EE 


(P+D 845. 


EXERCÍCIOS 13.4 


Exeres, 1-6: Determine a área da região delimitada | n 
pelo gráfico da equação polar. 


1 rz2c050 2 r=5sen0 

3 r=l-cos0 4 r=6-6sen0 
8 r=seu20 6 P =9cos20 
Exercs, 7-8: Ache a área da região R. 

7 R=((,0):0<057/2,0<r< d} 

8 R=((,0:0s0sm0srs20) 


Exeres. 9-12: Ache a área da região delimitada por 
um lago do gráfico da equação polar. 


9 P=d 00526 10 r=2cos30 14 
11 r=3 cos 50 12 rs sen 60 


Exeres, 13-16: Estubelega integrais em coordenadas 
polares para achat a área da região exibida na figura. 
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. 15 
AN 
[ y. 
rox 
+ yax 
Sid 
“++ ELE 
16 
Ay 


Exercs, 17-18: Estabeleça integrais em coordenadas 
polares para calcular a área (a) da região mais escura 
e (b) da região mais clara. 


eret KEE 


EE 


r=6cos0 


de 
ir22*2cos0 


Exeres, 19-22: Ache a área da região exterior ao 
gráfico da primeira equação e interior ao gráfico da 
segunda equação. 


19 r=2+2cos0, r=3 

20 r22, riese — 8 
3 r=2, ` É ` do ëaen 20 CS 
22 r= i send, ra isen 


Exercs, 23-26: Áche a área du região interior ao 
gráfico de ambas as equações. d 


23 rz sen, ra V3 cos 0 
24 r=2(1 + sen 9), ral 
25 rz i sen8, r=3sen fl 


26 122400820, 


Exeres. 27-32: Ache o comprimento da "cuia 
20 rs deüs0a0s2x 
28 r=8de0=0n0= 4x 

29 y = cos? 10 de CERES EE] 


30 r=Nde0=0aD=a 


atra sen 10 


Hrs -2cos0 
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Exercs. 33-34: Usc a regra de Simpson comu =4 para 
obter uma aproximação do comprimento da curva. 


33 rz84cosüde 8-020 1/2 
34 r = sen 6 + cos? Oide B = Da Dem = 


Exeres, 35-38: Ache a área da superficie gerada pela 
revolução do gráfico da equação em torno. do eixo. 
polar. 


35 r=2+2cos6 
3M rs in senf . 


36 12 =4c0520 
38 rz2acos8 


Exercs, 39-40: Use a regra do trapézio com à 4 para 
obter uma aproximação da área da superficie gerada 
pela revolução do gráfico da equação polar em torno 


da reti. 9=2/2, (Use: n simetria ao estabelecer a 
integral): 


39 r=sento 40 r cos! 0 


41 Um era d a superfície:gerada pela revolugüo de: .- 
um círculo enrtorno.de uma reta do plano que não: 
intercepta o círculo; Use coordenadas polares para. 


13.5 EQUACÁO POLAR DAS CÓNICAS 


achar a área da superfície do Jg gerado pela 
revolução do cíteulo x + y* = a? em torno da teta 
x=b,com0 <a <b. 


42 Seja OP o rnio do pólo ao ponto P(r, 8) da espiral 
r = a9, a > 0. Se o rain faz duas revoluções 
(partindo de 8 0, ache a áréa da região varsida 
na segunda revolução e que não foi varrida na 
primeira revolução (ver figura). 


r=a8 


43 Apariedaespiralr=d de Bas Qa 0% m/Zrevolve.: == 


em torno dareta 9 = 3/2, Ache. área da superficie: 
resultante: 


Teorema (13.15) 


O teorema seguinte associa as definições de parábola, elipse e 
hipérbole em uma descrição unificada das seções cônicas. A 
constante e no enunciado do teorema é.a excentricidade da 


cônica. O ponto E é um foco da cônica, e a reta [é a diretriz; A . - 


Figura 13.39 ilustra posições possíveis de F e I: 


“Sejam Fui “pónito fixo e uma teta. £ixa de um 1 plano: o. 
conjunto de todos os pontos P do Hat O Dis que a razão 
dP, Fy dP, Q 2) é uma, „constante y positiva e, com «e, Q). 
: de. A cônica é” 


DEMONSTRAÇÃO 


Se e = 1, então d(P, F/d(P, Q) e, por definição, a cônica 
resultante é uma parábola com foco F e diretriz I. 


Suponhamos em seguida O < e < 1. Convém introduzir um 
sistema coordenado polar no plano com F como pólo e I perpen- 
dicular ao eixo polar no ponto D(d, 0), com d > 0, conforme 
ilustrado na Figura 13.40. Se P(r, 6) é um ponto do plano tal que 
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EN 
8 


Figura 13:39: 


Figura 13.40 


mel 


dp, FAP, Q) = e < 1, então P está à esquerda de L Seja Ca 
projeção de P sobre o eixo polar. Como 


dë. E) s r. e HP, Q) - d-—cos 8 


segue-se que P satisfaz a condição do teorema se e somente se 
as equações seguintes são verdadeiras: 


SS 

d - r cos 8 

r= de ~ er cos 8 

Ki +e cos 8) = de 
de 

1 +eco 8 


g 


r= 


Obtém-se as mesmas equacóes se e = 1; entretanto, não há ponto 
(r, 8) no gráfico se 1 + cos 0 = 0, 
Urma equação em x e y correspondentear= de= er cos Dé 


- XT Xy! s de = ex 


Elêvando:ambos-os-membros:ao-quadiado-e: Kees tere 


mos, obtemos: 
(1- e)x*e2 dex yo det 


Completando o quadrado e simplificando, temos 
2 
de Y. oy dei 
(=+ 5) ti-e” t-a 


Finalmente, dividindo ambos os termos por d%e?/(1 — e?! che- 
gamos g uma equação da forma : 


ER. y 1 
E t7 


com h= de'/(1— e). Conseqüentemente, o gráfico é uma 
elipse com centro no ponto (A, 0) sobre o eixo-x e com 


H Rot 
“Como Qegd-bz de 


obtemos c = det -- e?) e, então, |} = c. Isto prova que Fé um 


foco da elipse. Segue-se também que e = c/a. Demonstração 
análoga vale para o caso e > 1. 


Mostra-se também que toda cónica náo degenerada pode 
ser descrita por meio do enunciado no Teorema (13.15), Tem-se, 


d 
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assim, uma formulação das seções cônicas equivalente à dada 
previamente, Como o teorema inclui todos os três tipos de 
cónica, esta formulação éàs vezes encarada como uma definição 
das seções cônicas. 


Se tivéssemos escolhido o foco F à direita da diretriz, 
conforme Figura 13.41 (com d > 0), então teríamos chegado à 
equacio r = def(1 - e cos 6). (Note o sinal menos em lugar do 
sinal mais.) Considerando d negativo, acorrentontras mudanças 
de sinal. 


pa de 
1-ecost 


Se tivéssemos tomado / paralela ao eixo polar e passaado 

. porum dos pontos (d, 2) ou (d, 31/2), conforme Figura 13.42, 

então as equações correspondentes conteriam sen Q em vez de 
cosQ. ` 


E (0) 


p———ÓÁnt( 


e ei de ua 
T de NOS 
E mE T? [Tes 
Tagen  ————————1 


Figura 13.42 


Figura 13.41 


O próximo teorema resume o que expusemos. 


Teorema (13.16) | Uma equação polar que: tem ui 


xépre: uina, seco: 
g= 1, uma elipse se 0 «: 


EXEMPLO 1 

Descreva a equação polar r = Se e trace o seu 
gráfico. 

SOLUÇÃO 


Dividimos primeiro o numerador e0 denominador da fração por 3: 
m 
d 
lico 
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al 
V(10, x) 


Figura 1343 


— 


Ath 
Dal 


Figura 13.44 


reb 
342c058 


r(2,0) 


Esta equação tem uma das formas do Teorema (13.16) com 
e= B Assim, o gráfico é uma elipse com foco F no pólo e eixo 
maior ao longo do eixo polar. Determinamos us extremidades 
do eixo maior fazendo 0 = 0 e O = 1. Obtemos VQ, 0) e 
V *(10, x). Então 2a = d (V *, V) e 12 0u a = 6 


O centro da elipse é o ponto médio (4, x) dé 
Como e = c/a, temos 


c= æ a GG) = 4 
Logo, Da @ -e = 36 16 = 20 


Assim, b = V20.0 gráfico está esboçudo na Figura 13.43, Para 
referência, sobrepusenos um sistema de coordenadas xy 20 
sistema polar. : 


EXEMPLO 2 


Deivi a equação polar r === Is € trace seu gráfico. 
2+3sen 0 8 Tu 
SOLUÇÃO 


Para dar uma forma adequada à equação, dividimos o numera- 
dor e o denominador da fração por 2: I 


ra 
1+3sen 0 


Assim, € = Ze e, pelo Teorema (13.16), 0 gi 


bole com um foco no pólo. A expressão ser find lícá quejo eixo 
transverso da hipérbole é perpendicular ao eixo polar. Para. achar. 
os vértices, fazemos 8.5 7/2. e O = 3/2 na equação dada; o; que... 
nosdáos pontos ` S : 


2asd(V,V')48 qua d=4. 


Podemos usar os pontos (5, 0) e (3, 11) do gráfico para tragar o 
ramo inferior da hipérhole. Obtém-se o ramo superior por sime- 
tria, conforme ilustrado na Figura 13.44. Se quisermos maior 
precisão ou informação adicional, calcularemos : 


cu dea AO) 5 
e bag -£$236-16 = 20 


Podemos então construir as assíntotas na forma usual. 


Figura 13,45 


EXEMPLO 3 


p n ` 15 
Trace o gráfico da equação polar r = 4-4 cos 8 


SOLUÇÃO 


Para chegarmos à forma adequada, dividimos numerador e 
denominador por 4: 
B 
C 
- cos 8 


Conseqüentemente, e = 1 e, pelo Teorema (13.16), o gráfico é 
uma parábola com foco no pólo. Podemos obter um esboco da 
curva marcando os pontos que correspondem aos interceptos-x 
€ y, que estão indicados no quadro a seguir: 


8 D 


"n 
2 


ja 


indefinido 15 15 5 
4 4 


Note que o gráfico não tem ponto correspondente a 0 = 0, pois 
o denominador 1 —cos 8 é 0 para aquele valor. Marcando os três 
pontose notando que o gráfico éuma parábola com foco no pólo, 
obtemos a Figura 13.45, 


Se quisermos apenas um esboço aproximado de uma cô- 
nica, recomendamos a técnica utilizada no Exemplo 3. Para 
utilizar este método, marcamos (se possível) pontos correspon- 


dentes a 8 = 0, 1/2, x e 3n/2. Esses pontos, juntamente com o ` 


tipo de cônica (obtido a partir do valor de e), conduzem facil- 
mente ao traçado. 


, EXEMPLO 4 , 
` Ache uma equação em x e y que tenha o mesmo gráfico que a | 
equação polar. 
COMPE CUR 
4-4sn0 
SOLUÇÃO 


Multiplicamos ambos os membros da equação polar por 
4-4 sen 6 e aplicamos então relações entre as coordenadas 
retangulares e polarés, a saber: 
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i 
> 30) 
1 
1-558 
ME 
2-cos 6 
EXERCÍCIOS 13.5 * 
Exercs. 1-10: (2) Achen excentricidade e classifique 9 6 esc 8 
a cónica. (b) Trace o gráfico e marque os vértices. 7^3 843 
EST GENEE 12º 10 r esc 8 (esc 0 — cot 8) 
dug 6 +2 sen 8 2 rc Gizmo s DN E 
Exercs» 11-20: Obtenha equações em x e y para as 
a 12 Ass 12 equações polares dos Exercícios 1-10, 
2-6 cos 8 2+6cos 8 é : 
Exercs. 21-26: Ache a equação polar da cónica com `- 
iz. 3 37 Era ER foco no polo, excentrividade e equação da diretriz 
2+2c05 0 2-2 sen 9 dadas. 
4. 4 sec 8 end re2sec 8 
, 5" Zsc6-1 > 


r(4 — 4 sen 8) = 15 


dr = 15 +4r sen 9 
ATT Y) = 15 4 dy 


Elevando ambos os membros ao quadrado e simplificando, 
obtemos 


It + y?) = 225 + 120y + 16y? 
161? => 120y + 225 


EXEMPLO 5 


Ache a equacáo polar da cónica com foco no pólo, excentrici- 
dadee = $ ediretrizr=-3 sec 9, 


SOLUÇÃO 


Podemos escrever a equação r = — 3 sec 0 da diretriz como 
r Cos 8'= 3, que equivale a x = — 3 em um sistema de coorde- 
nadas retangulares. Isto-nos dá-a situação ilustrada na Figura 
13.41, com d'= 3. Logo, a equação polar tem a forma 


de 


Fº TT e cos 6 


Substitufmosentãod = 3 e = É 


“eg g-2 


is 
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Deus ra d ep q 
Bezxdra-3escê 
24623; ra -dscc8 
25 e=1;rc080=5 

26 ex i;sen8--2 


27 Ache a equação polar da parábola com foco no 
pólo e vértice V(4, 12). 


28 Uma elipse tem faca no pálo, centro CO, 2/2) e. 


vértice V(1, 37/2). 
(a) Ache a excentricidade 
(b) Escreva a equação polar da elipse, 


Exeres. 29-32: Ache o coeficiente angular da tangen- 
teà cónica no ponta correspondente ao valor indicado 
de 9. 


req Ek 
Me 0 
rege 9-45 
areri 9-65 


Exercs, 33-36: Estabeleça wmaintegral emcoordena- 
das polares para achar a área da região delimitada 
pelos gráficos das equações. 


33 r= 25008; 0=x/6, [EI 
34 r= csc 8 cot 6; [EI^ G=x/4 
35 r(1-cosB)=4  QO=xf4 
36 r(i+sen0)=2  0=x3 


37 A primeira lei de Kepler afirma que os planetas 
percorrem órbitas elípticas com o Sol como um 
dos focos, Para achar a equação de uma órbita, 


colaque o pólo O no centro do Sol e o eixo polar 
ao longo do eixo maior da elipse (ver figura). 


(a) Mostre que a equação da órbita é 
SS ü a 
1 - ecos 
onde cé a excentricidade e Zo é o comprimento 


do eixo maior. 


(b) Definem-se como, periélio e afélio, respectiva- 
mente, a menor e a maior distância de um 
pines ao Sol. Mostre que Fyer = al-ee 
raite 


Eixo polar 


38 Ref, Exercicio 37. O planeta Plutão percorce uma 
órbita elíptica de excentricidade 0,249. Se o perié- 
lio é 29,62 UA, ache a equação polar da órbita e 
estime a distância no afélio. 


39 (a) Use o Teorema (9.6) Pom mostrar que 


Mero 2 


(b) Use a Definição (5.29) para achar a distância 
média de um planeta ao Sel. 


40 Ref. Exercícios 37 e 39. Bros, com uma distância 
média de 1,46 UA do Sol, é um asteróide do 
sistema solar. Se Eros tem órbita elíptica com 
excentricidade 0,223, ache uma equação polar 
aproximada da órbita, e estime a menor distância 
de Eros ao Sol. d 
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43.6 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exeres. 1-4: (2) Ache a cquação em x e y cujo gráfico 
contenha os pontos da curva C, (b) Trace o gráfico de 
Ce indique a orientação. 


1 satan DEER 0ets4 


2 x=cos!t-2,y=sent+i;0sts 2x 
3 xei, y Z5; ta0 
4 x23c08st42, y s-35sent- 10 sts 2x 


Exeres, 5-6: Trace os gráficos de Cy, Cy Cel, 
indique suas arientações. 


8 Cirat paff -dsts4 
Cord, ye-Y Oatsló 
Cy x 4cos t, ys4sunt  ÜOasts?n 
Ce xd, ys-Vlá-e7, — i«ln4 

6 Ces yt tem 

ps em 


EFT M 
Cy xs Loser t, y s cos? ttem R 


Exercs, 7-8: Seja C a curva parametrizada dada. (a) 
Expresse dy/dx om termos de t. (b) Ache os valores de 
tque correspondam às tangentes horizontais ou verti- 
cais ao gráfico de C. (c) Expresse d 2yjdx? em termos 
det. 


7 rs 


B y 226 + 411; (em t 

8 xct-2senty =1-2 cos 4 tem R 
Exeres. 9-26: Trace o gráfico da equação polar. 
9 p=-4send 10 r= 10 cos 8 


11 rz6-3cos0 12 r=3+2c058 

13 2 =9sen20 14 = dsen 20 

15 r=3 sen 50 16 r=2sen30 

17 2r=8 18 r265,020 

19 r-8sec0 20 ene - 2500) «6 
21 r4-4cos8 


22r a4 cos? 10 


SE 


TA TM 


23 r=6-rcosê 


24 r=6cos 28 


3 
Br cos 8 


27 y a dx 
29 2x-3y = 8 30 4? ipy? =%y 
21 Ae 3142y 3y 


Ezeres, 33-38: Ache a equação em x c y que tenha o 
mesmo gráfico da equação patar, ` 


33 ratga 34 r22cos0 4 3sen 6 
38 Pá sen 28 36 sec 20 
3184/3 38 ram 6 


Exercs, 39-40: Ache o coeficiente angular da tangen- 
te no gráfico da equação polar no ponto corresponden- 
te ao valor indicado de 0. 


3 2 
9r v4 07772 


40 rae Dat 


41 Ache a área da região delimitada por um lago de 
P=4sen20. 


42 Ache a áreu da região interior ao gráfico de 
+2 sen Q e exterior ao gráfico: 


43 A posição (x, » deum ponto: 
¿dada pore 2 sent, y= sei? 1, Achea distan ji 
percorrida pelo ponto de £= Q'a t = 1/2, 


44 Ache o comprimento da espiral r = 1/0 de 0 =i a 
EI 


45 A curva com parametrizacio x = Itl, ysdt- 
3:0 «ts 1, revolve em torno do cixo-y. Ache a 
área da superfície resultante. 


46 O arco da espiral r = e? de 8 =0 30 =1 gira em 
, tomo da reta @ = 1/2. Ache a área da superficie 
resultante. 


47 Ache a fren da superficie gerada pela revolução 
da lemuiscaia d = «? cos 20 em toro do eixo 
polar. 
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48 Um segmento retilíneo de comprimento fixo tem 
suas extremidades A e B sobre os eixos y € x, respec- 
tivamente, Um ponto fixo P sobre AB é tal que 
dA, P) a e d(B, P) = b (ver figura). Se A e B 
deslizam livremente sobre seus respectivos eixos, o 
ponto P descreve uma curva C. Se té a medida em . 
radianos do ângulo ABO, estabeleça equações para- 
métricas para C com t como parâmetro; descreva C. 


VETORES E SUPERFÍCIES 


INTRODUÇÃO 


Um vetor tem duas naturezas diferentes, 
uma, geométrica e outra, algébrica. De modo 
geral, a geometria ajuda a entender intuitiva 
mente o conceito de vetor, mas quando se rata” 
de provas rigorosas, tornam-se necessárias téc- 
nicas algébricas. 


Há diferentes maneiras de introduzit veto- 
res, de modo que eles possam ser aplicados em 
duas ou três dimensões. Em um enfoque, defi- i 
nimos os vetores em três dimerisöeš'e os part 
cularizamosparaocaso de vetores em um plano 
coordenado, Outro processo consiste em definir 
os vetores em um plano coordenado, generali- 
zando-os então para três dimensões. Adotare- 
mos o primeiro método, começando com o 
plano-xy familiar da Seção 14.1, passando en- 
tão a um sistema de coordenadas xyz na Seção 
14.2. Uma vantagem deste enfoque é que pode- 
mos grafar (e visualizar) os pontos iniciais e 
terminais de vetores mais facilmente no plano ` 
do que em três dimensões. Além disso, as de- 
monstrações de propriedades da adição de ve- 
tores e multiplicação por escalar são mais 
breves, porque há menos uma componente do 
vetor a considerar. Como as demonstrações . 
correspondentes em três dimensões seguem 
exatamente o mesmo padrão, torna-se desne- 
cessário repeti-las na Seção 14,2, 


Nas Seções 14.5 e 14.6 estudamos tópicos 
de geometria analítica sólida que incluem retas, .. 
planos e superfícies. Nosso principal instru- 
mento para esbogar o gráfico de uma superfície 
é 0 seu trago no plano, Um bom conhecimento - 
da determinação de traços em muito auxiliará 
naanálise de gráficos de superfícies gerados por 
computador, estudados no Capítulo 16. 


211 


eege 


212 Cálculo com Geometria Analitica Cap. 14 


Cap. 14 Vetores e superfícies 213 


14,1 VETORES EM DUAS DIMENSÕES 


Quantidades como área, volume, comprimento de arco, tempe- 


: Q 
A Pp ratura e tempo têm apenas a magnitude, ou grandeza, para 
É caracterizá-las, e podem ficar definidas completamente por um 
f -> a "n n = y h 
i P/c único número real (com uma unidade adequada de medida tal 
é " como cm?, mé, em, g ou 8). Uma quantidade deste tipo é uma 
! grandeza escalar, e o número correspondente é um escalar, Já 
1 


B 


P um conceito como velocidade e força exigem, para caracterizá- 
lo, não só a magnitude, ou nódulo, como também uma direção 
(sentido) e é representada em geral por um segmento orientado 
— isto é, um segmento dotado de uma direção (ou sentido) de 
percurso. Outro nome para um segmento de reta orientado: 
vetor. 


A 


Figura 144 AC 2 AH + BC 
"ul Figura 14. 


S 
2 


io 
i 
+ 


à Conforme Figura 14.1, escrevemos DO para denotar o 
i vetor com poúito inicial P e ponto terminal Q, e indicamos à 
orientação do vetor colocando uma seta em Q. O múdulo, ou 
magnitude de DI. é o comprimento do segmento PQ, e se 
denota por [PO i}. De acordo com a figura, utilizamos mindscu- 
d las em negrito tais como u e v para denotar vetores cujos pontos 
terminais não são especificados. Em manuscrito, costuma-se 
escrever t Qu V. 


/ 
iQ 


Pr 
Figura 14,5 PS = PO + ER 


Dizem-se equivalentes vetores que têm o mesmo módulo 
ea mesma direção (sentido). No cálculo, caracteriza-se um vetor 
apenas por seu módulo e direção (sentido), e não por sua 
localização. Consideramos, pois, equivalentes vetores como os 
da Figura 14.1, e escrevemos : E 


Figura 14,2 


u = PO ve uev 


Assim, um vetor pode ser trasladado de uma posição para 


outra, desde que não se alterem módulo nem sentido, Figura 14.6 


Podemos representar muitos conceitos físicos por vetores. 

A título de ilustração, suponha que um avião esteja descendo à d 

x velocidade constante de 160 km/h e que a linha de vão faça um H 

KUUAE ângulo de 20º com a horizontal. Ambos esses fatos são repro- S 

ee 3 A sentados pelo vetor v de módulo 100 na Pigura 14.2. O-vetor v 
E 1 é um vetor velocidade. 


ia 


Um vetor que represente uma atração ou repulsão de : 
algum tipo é um vetor força. A força exercida quando uma "E 
pessoa segura um peso de 5 quilos é ilustrada pelo vetor F de E 
módulo 3 na Figura 14,3. Esta força tem o mesmo módulo que 
a força exercida pela gravidade sobre o peso, mas atua em 
Figura 14.3 sentido contrário, Como resultado, uão há movimento nent para Figura 14.7 
cima nem para baixo. ` 


Às vezes, utilizamos AB” para representar a trajetória de 
um ponto (ou partícula) que se move a0 longo do segmento 
retilíneo de A a B. Referimo-nos então a AT” como um desto- 
camento do ponto (ou partícula). Conforme Figura 14.4, um 
deslocamento ZB seguido de um deslocamento BE c 
mesmo ponto que o deslocamento único AC: Por definição, 
vetor AC é a soma de AB e C ; escrevemos 


AE «AB +50 


Como os vetores podemser transtadados de um lugar para outro, 
dois vetores quaisquer podem sempre ser somados, fazendo-se 
o ponto inicial do segundo vetor coincidir com o ponto terminal 
do primeiro, c tragando-se o segmento do ponto inicial do 
primeiro no ponto terminal do segunda vetor (ver Figura 14.4). 


Outra mancira de achar a soma consiste em escolher 
vetores PO e PE iguais a AB e BC , respectivamente, e que 
tenham o mesmo ponto inicial P, conforme exibido na Figura 
14.5. Construindo-se um paralelograma REOS, então, como 
BR e QS ,segue-se que ES = PO + BR, Se PQ e PIU são duas 
forças que atuam sobre P, então ES € a força resultante — isto 
é, a força única que produz o mesmo efeito que as duas forças 
combinadas. 


Se c é um escalar e y um vetor, então cy se define conto 
un vetor cujo módulo é fel vezes o módulo hl de v e cujo sentido 
éo mesmo de v, se c> D ou sentido contrário, se é < 0, A Figura 
14.6 ilustra os fatos. Referimo-nos a ev como um múltiplo 
escalar de v. 


Em todo o restante desta Seção, resiringiremosiios 
estudo ao caso especial em que todos os vetores jazent en ya 
plano-ry. So PO é um desses vetores, então, conforme ind fad 
na Figura 14,7, há muitos vetores. equivalentes a LO; todavia; 
há precisamente um vetor equivalente a a = OA” com póñilo 
inicial na origem, Este vetor OK é chamado vetor posição de 
FO. Assim, cada vetor determina um único par ordenado de 
números reais, as coordenadas (a, ay) do ponto terminal do seu 
vetor posição. Reciprocamente, todo par ordenado (a, a;) defi- 
neovetorOA , onde À tem coordenadas (a,, a) Há, assim, uma 
correspondência bitntvoca entre os vetores em um plano xy e 
pares ordenados de números reais. Esta correspondência per- 
mite-nos interpretar um vetor seja como um segmento orienta- 
do, seja como um par ordenado. Para cvitar confusão com a 
notação de intervalos abertos, utilizaremos o símbolo (a, a) 
para um par ordenado que represente um vetor, que denotamos 
por uma letra minúscula em negrito. Assim, a = (Ay ah, Os 
números a, e a, são os componentes do vetor (a, a,). Dois 
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Ay 


vetores (a, a;) e (b,, D.) são iguais se e somente se a, = b, e 
a,= b, SeA éo ponto (a,, a;), como na Figura 14.7, designamos 


OH coma o vetor posição de (a, a,), ou do ponto A. 


diferentes — uma geométrica e outra algébrica, Nem sempre 

fazemos distinção entre as duas, Deve ficar claro, pelo contexto, 

se estamos nos refetindo a pares ordenados ou a-segmentos 
S ~ orientados. Empregaremos o símbolo V; para o conjunto de 

Figura 14,8 5 7 

todos os vetores (x, y), onde x e y são reais, 


O módulo Wl do vetor a = (a, a,) é, por definição, o 
, comprimento do seu vetor posição OA”, conforme Figura 14.8. 
WG pode ser enunciado de outra maneira, como na próxima 
definição. 


Definição (14.1) | O módulo NM do vetor, a= 
i LE l Ba ai 


EXEMPLO 1 


Esboce as vetores posição de 


a=(-3, 2, b=(0,-%, ex, 3 


SOLUÇÃO 

A Figura 14.9 ilustra os vetores posição. Pela Definição (14.1): 
ska 2E e NCSEET = Ni 
Figura 149 Ibl = Ko; -2)] FEZ = 17 =2 


le = GEI AG T GF - E =1 


Sejam a = (a, &) e b=(b, b,) vetores em V, e OA e 
Cía, + b, a, + b) OB seus vetores posição, conforme ilustrado na Figura 14,10. 
Se OC éo vetor posição dec (a, +b, a, +b,), então é possível 
mostrar, por meio de coeficientes angulares, que 0,4, C e B são 
vértices de um paralelogramo, isto é, 


OX +08 =0C 


CES E * Isto motiva a seguinte definição de adição em V,. 
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Do que precede, vê-se que-os vetores têm duas naturezas.» 


Adição de vetores (14,2) 


Múltiplo escalar de um vetor 


(a, 6) + (p b) = (a, tby 0, b) | i 


Note que, para somar dois vetores de V, somamos os 
componentes correspondentes. 


Pode-se também mostrar que, se € € um escalar, então o 
par ordenado definido por cOA. é (ca,, ca,), conforme ilustrado. 
na Figura 14.11, para c > 0, Isto sugere a seguinte definição de 
múltiplos escalares em Va. 

dy 


(ca, ca) 


(ap 0) 


Figura 14,11 


(14.3) 


Assim, para achar um múltiplo escalar de um vetor em Va 
multiplicamos cada componente pelo escalar. 


EXEMPLO 2 
Sejam a=(-1,3)0 b= (4,2): 
(a) Achen + b, -¿b e 2b + 3b. 
1 (b) Trace os vetores posição de a, b, a + b ei b. 
` SOLUÇÃO 
S (a) Aplicando as Definições (14.2) e (14.3), temos: 


Figura 14,12 


WEE EE +2) = (3, 5) 
- -$b = cita 3 = 30, 30) (6-3) 
2a 3b =2-1, 3) + 3(4,2) =(-2, 6) + (12,6) = (10, 12) 
(b) Osvetores posigiodea, b,a + be— 3 bacham-se esbogados 
na Figura 14,12, 
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Definem-se como a seguir o vetor zero Oeoncgativo-a 
de um vetor a = (ap 4). 


Definição (14.4) 


' Nopróximo teorema damos algumas propriedades impor- 
tantes da adição de vetores e da multiplicação de um vetor por 
um escalar, para vetores arbitrários a, becem V, e escalares e 
e d Não deve ser difícil memorizar estas propriedades, que se 
assemelham a leis familiares dos números reais. 


Teorema (14.5) 


DEMONSTRAÇÃO 
Sejam a = (a, a) e b = (bj, ba). Para provar G), note que 


arb=(,+0,0,+b)=(b,+0,b,+0)=b+a 
“Segue-se a prova de (v): wc EE 5 
cla+b) = ela, + bp 0, + b) 
= (ca, + cb, ca, + cb) 
= (ca, ca) + (cb, cb) 
= ca + ch 


- As demonstrações das propriedades restantes são análogas e 
ficam comio exercício. 


A operação de subtração de vetores em Vy denotada por ~, 
é definida como a seguir. 


Definição (14.6) 


Pelas definições (14.6), (14.4) e (14.2), vemos que 


a-b =a + (b) = (a, a) + Cb, -5) 
= (a, — by 0, = b) 


i 
i 
i 
1 
I 
E 
4 
H 
1 
i 
t 
H 


* 

i 

1 
i. 
b. 
i 

i 
i. 
P. 
H 

1 

| 
` 
po 
(ES 
H 
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Ay Assim, para achar a — b, basta subtrair as componentes de b das 
` componentes correspondentes de a. ` 
Qa, y +a) 

2 EXEMPLO 3 


PE» 


Sea=(5,-4eb=(3, 2 achea-be22 3b, “ 
nA, a; Vox 


SOLUÇÃO 


a-b=(5,-4)-(-3,2)=(5-(-3), P : 
2a-3b -2(5, -4) -3(-3,2) = (10,8) -(- 9,6) =(19,—14) 


ol T 
Figura 14.13 


Costuma-se também representar um vetor não zero a= (a, a.) 
de Y, por um segmento orientado PO com ponto inicial P(x, y) 
arbitrário e ponto terminal Q(x + a, y +2), conforme Figura 14,13, 


Note que tanto PQ como a têm o mesmo vetor posição 
OA e que [PO || = Dal, Dizemos que PO corresponde a a, ou 
que a corresponde a PQ. Estritamente falando, PO representa 
a; entretanto, costumamos referir-nos a PQ como o vetor a. O 
vetor zero é representado por qualquer ponto do plano, 


Utilizamos com frequência o teorema seguinte. 


Teorema (14.7) 


DEMONSTRAÇÃO 


A Figura 14.14 ilustra o vetor P,P, eo vetor posição de 
Como ËP, corresponde a a, vemos que 
ETA 9 Ja th 
Resolvendo em relação a a, e a, obtemos a = VT? hoD 
y EXEMPLO 4 


Dados os pontos P(- 2, 3) e Q(4, 5), 
Bien) ` (a) esboce PQ e QP. 


Pai cas (b) ache vetores a e b em V, que correspondam a PQ e P. 


= (c) esboce os vetores posição a e b. 
O x 


Figura 14.14 
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SOLUÇÃO 
(a) A Figura 14.15 ilustra os vetores PO e OP. 
(o) Pelo Teorema (14.7), 
a=(4-(-2),3-D=(6/2) 
b2(-2-4,3-5)2 (6-2) == (6,2) 


(c) Os vetores posição OA e OH de a e b são exibidos na 
Figura 14.15. 


Q(45) 


Figúra 14.15 


[^ x 
Figura 14.16 


Definição (14.8) | D 


Seacb são vetores arbitrários, então 
b+(a-b)=a' 


isto é, a -bé o vetor que, somado a b, dá a. Representando a e 
bporvetores PQ e PR que tenham o mesmo ponto inicial, como 
na Figura 14.16, então RÔ representa a — b. 


No começo desta seção utilizamos o simbolo Leif para 
denotar ura vetor cuja direção (sentido) é a mesma de AB sc> 9 
ouacontráriaà de ÁB sec «0. A próxima definição representa 
conceito análogo para vetores em Vo. 
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Bica, ca) 


Figura 14,17 . 


Teorema (49) 


Definig&o (14.10) 


Sejam a = (ay a) e b = (b, b). Se b = ca, então b, = ca, 
eb=ca, sos vetores posição OA eOB para a eb jazem sobre 
a mesma reta pela origem, conforme ilustrado na Figura 14.17. 
Além disso, se c > 0, então À c B estão no mesmo quadrante (ou 
sobre o mesmo eixo coordenado positivo ou negativo). Se c < 0 
e A não está sobré um eixo coordenado, então A e B estão em 
quadrantes diagonalmente opostos. - 


Admitiremos que o vetor zero O tem todas as direções. Não. 
queira o leitor pensar nesta propriedade peculiar como em algo 
que possa ser provado. É apenas uma definição de conveniência, 
gue auxiliará no enunciado de certos resultados sobre um vetor 
a, sem necessidade de acrescentar a condição a = 0. Lembremos 
que 0 é também algo especial sob outro ponto de vista: 60 único 
vetor que tem módulo zero! 


Por definição, dois vetores a e b em V, são paralelos se e 
somente se b = ca para algum escalar c. Ássim, dois vetores 


~ não-ntilos ae bsão paralelosse têm a mesma direção ou direções 


opostas. Note que o vetor zero é paralelo a todo vetor a, pois 
podemos escrever 0 = Qa, 


O próximo teorema especifica a relação entre os módulos 
deaeca ` 


Sea i um vetor ecum escalar, então at = lel llall. ` 


DEMONSTRAÇÃO 


Se a = (a, a,), então ca = (cn, ca), Utilizando a Definição 
(14.1) e propriedades dos números reais, temos 


feal = dea FaF = votar a) 
= Ye Varas = ld lel 


O Teorema (14.9) implica que o comprimento de um 
segmento orientado que representa ca é [c| vezes o comprimento 
do segmento orientado que representa a. Isto concorda com a 
interpretação geométrica estudada no começo desta seção e 
ilustrada na Figura 14.6. 


, Os vetores Le j definidos a seguir serão úteis no que vem 
aseguir. 


H 
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; z H 
Tanto i como j têm módulo 1, pois, pela Definição (141), i As fürmulas precedentes mostram que podemos considerar 
GA 5 j combinações lineares de ie j como somas algébricas ordinárias. 
ät = YE Z = err: H 
n pera E i EXEMPLO 5 
$ Com auxílio de i e j podemos obter outra maneira de denotar i SE PN M. 
vetores em Vp conforme indicado no resultado a seguir. i Sea = 5i * E eb - di 7j, expresse ai 25 com: 
H E i combinação linear de ie j. ` E 
, : A forma i, j para vetores |. : SOLUÇÃO 
` 44,11 
£ f i 32 -2b = 3(5i + j) ~ Adi - 7j) 
x i e e 
; DEMONSTRACAO j = (15 + 3j) — (8i ~ 143) 
J : É 
: Utilizando as Definições (14.1) e (14.2), temos i a A 1) 
so "(a ay =(a,0)+(0,4,)=4,(1,0) + a40, 1) s adi aj E : 
É Afórmulaa =a i+ ej parao vetora = (a, a.) admite uma 1 P CENE. é um vetor de módulo 1, Os vetores i 
PY interpretação geométrica interessante, Na Figura 14. 18(1) estão i H é 
: esbogados os vetores posição para i, j e a. Comoiej ëm ambos i NINH RR UU 
magnitude (módulo) 1, vê-se do Teorema (14.9) que 1 Teorema (14.12) «0, então pretos nitário u de mesma direção queaé 
Il = le led e fecil eo B lad i. | 
Logo, tal como na Figura 14.186), aji e af podem ser repre- i id 
: sentados por vetores horizontais e verticais de módulos a, fe fa), Y 
ps i DEMONSTRAÇÃO 
NE i AY i 
f* 0 6. i Fazendo c = 1/[[all, então c > 0 c, pela Definição (14.8), o vetor 
Ke | u = ca tem a mesma direção que a. Além disso, pelo Teorema 
j i (14.9), à 
1 Tau 
Ss | lod = ea = et = jla + 
L a " SG e 
cal | EXEMPLO 6 
EI + al it | Ache o vetor unitário u de mesma direção gue 3i — 4 
Figura 14.18 | SOLUÇÃO 
d i Pela Definição (14,1), fall = dÉ + 16 = 5. Logo, pelo Teoro- 
R S S H ma (14.12), 
respectivamente, O vetor posição de a pode ser encarado como . 
asoma desses vetores. Por esta razão, a, é chamado componen- | as id) a dio ij 
de j iGi -4) = di - 5j 
te horizontal e a, componente vertical do vetor a. H 
aj + aj € uma combinação linear do ie j. Seb = (by b) i : . 
s bi eb eic éum escalar, H Os vetores não têm poucas aplicações em física e engenha- 
Gë: : " i E tia. Concluiremos esta seção com um exemplo no campo da 
(ad aj) + dr b) = (0, € bia (a, 9 Í aerodinâmica, 
(ad ao) - (i t bj (a, b (a,b) : 
elaji + aj) = (cagi + (capi É E 
Í i 
i 
1 
EM Dianan a 


O 
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N 


Figura 14.19 


EXEMPLO 7 


Na navegação aérea, as direções são dadas tomando-se as me- 
didas a partir do norte em sentido horário. Suponhamos que um. 


“ avião esteja voando.a 200 km/h na direção, 60”, e que o vento 
sopre diretamente do oeste a 400 km/ti, De acordo com a Figura. ~ 


14,19;essas velocidades podem ser representadas porvetores Y 
e w de módulos 200 e.40, respectivamente. A direção da. 
resultante y + w é a trajetória real do avião em relação 20 solo, 
e o módulo [jv + wll é a velocidade no solo do avião. Aproxime 
a velocidade no solo a menos de um quilômetro por hora e o 
verdadeiro curso do avião a menos de um grau. 


SOLUÇÃO 


De acordo com a Figura 14.20, consideremos um plano-xy cont 
o avido na origem, o eixo-y sobre a reta norte-sul e y = {Py vj. 
Como di, A) = vi] = 200, segue-se que. 


Y, = 200 cos 30° = 10043 e per 200 sen 30^ = 100 
Logo 
y=(10043, 100) e e: (49, 0) 


Figura 14.20 
A resultante é 
y +w = (0003 + 40, 100), 
ea velocidade no solo é 
o + wi Y(100V3 + 40)? + (100 è = 235 km/h 
Seg é o ángulo entre y + we o eixo-x positivo, então 
100 25* 
m LE e 0,4690 0 = arctg (0,469) = 
9195/57497 7 
Logo, a trajetória real do avião é aproximadamente 90-25" 63". 
EXERCÍCIOS 14.1 : 
EH =(-3,4) 
Exeres. 1-6: Trace o vetor posição de a e ache [oll 8 a=(-2,-5), b=(-3,4 
1 a=(2,5) . 2 a=(4-7 DE, H b=4(-2,1) 
3 a=(-5,0) 4 az-18j 10 220,5) ba-3(-1,-4) 
5 as-4 S) .6 n22i-3j Masai 2: b=-1+5 
Exercs. 7-12: Ache a +b,a-b,29,-3h,e42-5b.  1Ma=-5+2% bzi-3j 
7 a=(2,-3) 
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Exercs, 13-18: Use componentes para expressar a 
soma ou diferença como múltiplo escalar de um dos 
vetores a, b, e, d, e ou f da figura, 


i co Ébre, 
16 Eb 17 b+d 18 e+e 


Exercs. 19-24: Ache o vetor a de V, que corresponda 
a PO. Grate PQ e o vetor posição de n: 


39 PQ,-4) GER 
EE EEN 229, 
UPA. QUA 5) 
22 PG-4,0), 2642) 
23. P(-3,- 1). 6-4) 
MP3, ... QC60 


Exeres. 25-28: Ache um vetor unitário que tenha (a) 
a mesma-direção de a e (b) à diteção oposia de a. 


25a--8i41à Maza 
2Ta=(2,-5) 28 2=(0,6) 


29 Ache um vetor de mesma direção que {~ 6, 3) e 
que tenha , 


(2) duas vezes o módulo de (— 6, 3). 

(b) metade do módulo. l 

30 Ache um vetor que tenha direção oposta à de BI Sj e 
(a) três vezes o módulo de 8i —5j. 

(b) um terco do módulo. 


31 Ache um vetor de módulo 6 que tenha a mesma 
direção que a = di. 7j. 


32 Ache um vetor de módulo 4 que tenha direção 
oposta à de a = (2, —5). 


Exercs. 33-34: Ache todos os reais c tais que (a): 


lenis 3, fien l| 3, e (c) fica [ - 0. 
33253 -dj 34 2=(25,12) 


Exercs, 35-38: Aproxime as componentes horizontal 
e vertical do vetor indicado. ` 


35 Um jogador lança sua bola de “rughby"* (futebol 


americano) a 25 m/seg a um ângulo de 35º com a 
horizontal, 


36 Uma criança puxa um trenó na neve exercendo 


uma força de 9 quilogramas a um ângulo de 40° 
com a horizontal, 


37 O músculo bíceps, ao suportar o antebraço c um. 
„peso seguro na mão, exerce uma força de 20 
Newtons. De acordo com a figura, o músculo faz 
um ângulo de 108º com o antebraço, 


38 Um avião a jato aproxima-se da pista de pouso a 
um ángulo 28" vam a: horizontal e com uma 
velotidade de 250 km/h. 


39 Um aviño voa na direção 150" com uma velocida- 
de no ar de 300 kni/h, e o vento sopra a 30 km/h 
na direção 60º, Aproxime o trajeto real e a velo- 
cidade no solo do avião, ` . ' 


40 Um piloto de avião deseja manter sua rota na 
direção de 240° com velocidade no solo de 400 
km/h quando o vento éstá soprando em direção 
noite a 50 km/h, Determine a velocidade no area 
leitura da bússola. 
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41 Dois rebacadores estão rebocando um grande na- 
vio para a porto, conforme figura. O rebocador 
maior exerce uma força de 1,800 Newtons sobre 
o cabo, e q rebocador menor exerce uma força de 
1.440 sobre seu cabo, Se o navio deve percorrer 
uma reta de A a B, determine o ângulo Ú que o 
rebocador maior deve fazer com A. 


4t 


42 Sets (ay a) e b = (b, b.) são vetores não-nulos 
enão-patulelos e c é um vetor arbitrário, prove que 
existem escalares p e q tais que c = pa + qb. 
Interprete este fato geometricamente. 


43 Determine escalares p e q tais que 
Ge pO, i) 3) = C6, - t1) 


44 A figura exibe um aparelho usado para simular 
condições de gravidade em outros planetas. Amar- 
ra-se uma corda a um astronauta que manobra em 
um plano inclinado fazendo um ángulo de 6 graus 
com a horizontal. 


(2) Se o astronauta pesa 90 quilos, ache as cone 
ponentes x e y desta força para baixo (ver 
figura para os eixos). 


(b) A componente y na parte (a) é o peso do 
astronauta em retação ao plano inclinado. O 
astronauta pesaría 12 quilos na Lua e 27 quilos 
em Marte, Aproxime (a menos de 0,01%) cada 
ângulo 0 de modo que o aparato do plano 
inclinado permita simular o indivíduo andando 
nessas suporfícies. ^ 


P 


45 Sob que condições [ja + H = [lal] + libi? 


46 (a) Schema Je a} um vetor náo-uulo arbittá- 
tioc OA o vetor posição de a. Se éo menor 
ângulo não-negativo a partir do eixo-x post 
tivo em direção a OX, mostre que 


(b) Mostre que todo vetor unitário em V, pode 
expressar-se na forma cos Oi + sen Qj para 
algum 0. 


47 Sejam vg = (rg Yah Y = (1,9) ec > 0, Descreva o 
conjunto dos pontos PCr, y) tais que fe = rl = c. 


48 Sejam rg = (Xy Yoh Y = (5 y) e a = (apa) e 0. 
Descreva o conjunto dos pontos P(x, y) tais que 
y ty é um múltiplo escalar de a. 


Exeres, 49-56: Prove a propriedade indicada, se 
a= (a, a), ho, 6), € = (ey, cj, ep e q sio núme- 
ros reais. 


49 a+(M+c)=(a+b)+re 
50 a+0=a 

52 la=a 

54 p(a - b) s pa-- pb 

58 Sepa =0 ep» 0, entáo a 0. 


Si 00 =0 =p0 
53 (p+q)ja=pa+ga 


56 Sepa= 0ean 0, entáo p =0, 
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14.2 VETORES EM TRÊS DIMENSÕES 


Figura 14.21 


, ternos ordenados são iguais — o que se indica:por (a,; a: 


Pasa estudar vetores no espaço, usamos ternos ordenados e um 
sistema de coordenadas tridimensionais, Uni: terno didenádo 
(a, b, c) é um conjunto (a, b, c} de três námeros ent - 
considerado o primeito número, bo segundo eco terceir 


(b, bo, b,)-se esomente sea, = b ab ea 
dos ternos ordenados se denota por IR^. ý 


. Paraobterumsistemadecoordenadas retangulares em três 
dimensões, escolhemos um ponto fixe O (a origem) e três setas 
coordenadas mutuamente perpendiculares (os eixos x,y ez) com. 
origem comum O (ver Figura 14.21). Podemos considerar os 
eixos y ez no plano do papel e o gent projetando-se para fora 
do papel, As ttês retas coordenadas determinam três planos 
coordenados: o plano-xy, o planaz e o plano-xz da Figura 
1432. ` 


Os três eixos formam um sistema coordenado direto, - 
(Permutando-se os eixos x e y, temos Wm sistema chordeitado 
inverso.) 


Figura 14.22 Planos coordenados. 


Figura 14.23 Sistema direto. 


A expressão direta gode ser justificada como a seguir. Se, 


_ conforme Figura 14,23, dobramos os dedos da mão direita no 
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Figura 14,24 


Figura 14.25 


(-2,3,0) 


sentido de uma rotação de eixos de 90º no plano ay (de modo 
que o eixo-x positivo venha a coincidir com o eixo-y positivo), 
então o polegar distendido apontará na direção do cixo-z posi- 
tivo. Neste texto emprega-se quase sempre o sistema direto de 
coordenadas: `- 


Se P é um ponto, então a projeção (perpendicular) de P 


y sobre o eixo-x tem coordenada a, que é a coordenada-x de P. 


Da mesma forma, as coordenadas b e c das projeções de P sobre, 
os eixos y e z, respectivamente, são as coordenadas y e z de P. 
Escrevemos P(a, b, c) ou (a, b, c) para denotar o ponto P com 
coordenadas a, b, c. Se P n&o está situado em um plano coorde- 
nado, então os três planos por P paralelos aos planos coordena- ` 
dos, juntamente com estes, determinara um paralelepípedo do 
tipo ilustrado na Figura 14.24. 


O conceito de marcação de pontós em três dimensões é 
análogo ao do caso de duas dimensões. Na Figura 14.25 estão 


(-2,3,4) — grafados vários pontos. Para marcar (3, 4, ~ 2) localizamos .. 


primeiro (3, 4, 0) no plano-xy e então caminhamos 2 unidades . 


3, 0) no plano-xy e caminhamos 4 unidades para cima. 


y A correspondência biunivoca entre pontos do espaço € 
temos ordenados de reais definem um sistema de coordenadas 
retangulares em três dimensões, ou um sistema-xyz de coor- 
denadas, Os três planos coordenados dividem o espaço em oito 
partes, chamados octantes, A parte que consiste em todos os 
pontos P(a, b, c) com a, b, € positivos é o primeiro octante. 
Não se costuma numerar os demais octántes. 


Estabeleçamos uma fórmula para a distância d(P,, P) 
entre os pontos Pp Py Se P, e P, estão sobre uma reta paralela 
ao eixo-z, conforme Figura 14.26 da página seguinte, e se suas 
projeções sobre o eixo-z são AO, 0, 2,) e A (0, 0, 2), respecti- 


vamente, então d(P P)= d(A, Al kam zl Valem fórmulas ` 


análogas se a reta por P, e P, é paralela ao eixo-x ou ao eixo-y. 


Para achar a distância entre dois pontos P, e P, que não 
estão sobre uma reta paralela a um eixo, consideremos uma 
situação como a ilustrada na Figura 14.27. O triángulo PAP, € 
retângulo e, assim, pelo teorema de Pitágoras, 


ap, P) = VETA TRA, PNF 


Como P, e À estão sobre um plano paralelo ao plano-xy, a 
fórmula (1.4) da distância dá (MP, A)} = (oa + y 
Pelas observações precedentes, [d(A, PAP (z, — 2)”. Substi- 
tuindo na fórmula precedente de d(?,, P,), obtemos: 
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para baixo: Para marcar (- 2, 3, 4) localizamos primeiro (- 2, . 


- 
> 


9px 


^ 


Figura 14.27 


Se P, e P, estão no plano-xy, de modo que z, = z, = 0, então 
(14.13) se reduz à fórmula (1.4) da distância bidimensional, 


EXEMPLO 1 
Ache a distância entre AQ 1, -3, 1) e B(3, 4, —2). 
SOLUÇÃO 
Aplicando a fórmula (14.13) da distância, tenas 
dl, B) = YG FIFI 3/3 CITI 
2 VIE + A9 EU «v 


terceiro componente e utilizamos símbolos da forma 
2 = (y ap a), b = (by b, Do). 


Denota-se por V, o conjunto de todos esses vetores. Esten- 
dem-se facilmente a V, os conceitos estudados na seção prece- 
dente para V, Por exemplo, se 4 é o ponto (a, €, 4), temos o 
vetor posição OA para a, ilustrado na Figura 1428, que exibe 
também outro vetor PO que corresponde a a. Tal como na Seção 
14.1, raramente fazemos distinção entre a natureza geométrica 
ea hatureza algébrica de um vetor, Definem-se módulo de um 


Para estudar vetores em três dimensões, incluímos um . 


PN 


au 


was 


y um 
HE: 
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vetor, adição de vetores e múltiplos escalares de vetores simples- 
mente acrescentando um componente, como mostrado a seguir: 


lal = Va rara 
atb = (a + bp a + by a + b) 
ca = (ca, ca, ca) 


O vetor zero em V, 60 =(0, 0, 0), e o negativo de aé —a = 
{~ ay — ën — a). Estenden:-se à V, os teoremas e definições 
enunciados em (14.5)-(14.9); a única modificação é a inclusão 
de um terceiro componente para cada vetor. Os exemplos se- 
guintes constituem ilustrações específicas. 

EXEMPLO 2 : 

Sea (2,5,-3)&b = (4, 1, 7), ache a +b, 22-3b e fall, 
SOLUÇÃO 


atbs,5,—3) C4 1,7) 
2a -3b 220,5, -3) -34 1, 7, 


2,6,4) 

4, 10,—6) (12,3, 21) 
=(16,7, -27) 

ll = YET GI EI = V38 


EXEMPLO 3 


Sea = (15, -6, 24) b «(5 -2, Jec = E, 3, -12), 


mostre que a e b têm a mesma direção e que a e e têm direções 
opostas. 


SOLUÇÃO 
Vê-se, por simples inspecção, que 
a=3b, ou baja 
Como escalar 3 (ou 3) é positivo, a e b têm a mesma direção. 
Novamente, por inspecção, 
a=-2 Qu ex-ia 


Comooescalar—2 (ou — 3 ênegativo, ae ctém. diteções opostas. 


EXEMPLO 4 


Dados os pontos PO, 6, —2) e PX-3,8, 7), ache o vetor a em 
V, que corresponda a P,P,. 


D ae Dë emos comum TERES PATI 


i 
H 
{ 
t 
i 
1 
; 
1 
i 
d 
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Figura 1429 


Figura 14.30 


SOLUÇÃO 
Peto análogo do Teorêma (14.7), para V, 


asCá-$8267«2-C829) T 


Un vetorade V,é um vetorunitário se [a] 1. Os và 
unitários especiais r E 


i=(1,0,0),]=(0,1,0), k =(0, 0, 1) 


são importantes porque qualquer vetor a = (d, d, ay) pode 
expressar-se como combinação linear de 3, j e k. Especificamente, 
a = (ap 0, 0)=0 + aj ak 

A Figura 14.29 exibe os vetores posicáo dei, jek, A Figura 
14.30 ilustra como o vetor posição de a = (2,, ay a;) pode scr 
encarado como a soma de três vetores correspondentes a a 1, a.i 
e ak. Em geral, convém considerar V, como um subconjunto 
de V, identificando a vetor (a,, a,) com o vetor (a ga 0). Assim, 
os vetores unitários i = (1, 0) ej =(0, 1) são essencialmente os 
mesmos que Es (1, 0, 0} ej = (0, 1, 0} 
EXEMPLO 5 


Expresse a = (3, — 4, 2) em termos de i, j e k c ache o vetor 
unitário u que tenha a mesma direção que a. 


SOLUÇÃO 


Podemos escrever 


a=(3,-4, EE ELTER 


O módulo de a € 
llall = (FCI Y Z = vo 
Como no Teorema (14.12), um vetor unitário u com a mesma 


direção de a é 


cao (3441 > HA 
“Taj? e 4j +2k) Sy vit yt 


Concluiremos esta seção utilizando vetores para estabele- 


cer várias fórmulas úteis. A primeira pode enunciar-se como 3 
seguir. 
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Fórmula do ponto médio | O ponto médio do segmento de Pe Yp 21) à Bt, Yo 25) 
(19.14) : d . 
XX, Y tj 5 DEAE 
DEMONSTRAÇÃO. 
As Seja P(x, y, 2) o ponto médio do segmento PP, (ver Figura 


14.31). O fato de P estar a meio caminho entre P, e P, pode 
p Pl Yo zÄ Expressar-se em forma vetorial como 


BP =187, 


ou (exp 2) AY EA 


52 


Pi, Yo 2) 


Tgualando componéntes, temos. 


XX zio TY =) SS EIN 


Resolvendo estas três equações em relação a x, y, z obtemos as 
coordenadas do ponto médio de P: 


Figura 14.31 R 
xeiG ex) zs bs zÄ? 2) 
EXEMPLO 6 
Ache o ponto médio do segmento definido por (2, — 3, 6) e 
(3,4,-2). É 
SOLUÇÃO 
Os pontos estão: marcados na Figura 14.25. Pelo Teorema. 
= (14,14) o ponto médio é 
243 -3+4 6* C2) [51 
PRLEE Ee 2 22” 


O gráfico de uma equação em três variáveisa, y ezéo 
à» P( 9,2) conjunto de todos os pontos P (a, b, c) em um sistema coorde- 


equação, isto é, obtém-se uma igualdade quando se substituem 

xyezporabec respectivamente, O gráfico de uma tal 

equação é uma superfície. Podemos deduzir facilmente a equa- 

ção de uma esfera de raio r e centro em Pis, Yo Z9). De acordo 

com a Figura 14.32, um ponto P(x, y, 2) pertence à esfera se e 
Y somente se EP] = r. Afirmação equivalente é 

x SA: 


Figura 14.32 


KG E *G-m -r 
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nado retangular tal que o terno ordenado (a, b, c) é solução da * 


Elevando ambos os membros ao quadrado obtemos o seguinte 
teorema. 


Teorema (14.15) | A equação da esfera de raio re centro BD Yo Za) D | 
1 


t OIS t de 


Desenvolvendo os quadrados em (14.15) e simplificando, 
podemos escrever a equação de uma esfera na forma 


Pryr2drarrbyrcatd=0 


onde a, b, c e d são números reais, Reciprocamente, partindo de 
uma equação desta forma, e se o gráfico existe, então, comple- 
tando quadrados, chegamos a uma equação da forma (14.15); o 
gráfico é, pois, uma esfera ou um ponto. 


EXEMPLO 7 


Discuta o gráfico da equação 


ty tz Grt By + dz 
SOLUGÁO 
» Completemos os quadrados como segue: 


(2-6) + (y? + 8) x G^ e 42) -4 
(Pobres 9) + (^ By + 16) + (2° + 4z d) 44941644 
(c—-3Y «(y e 4 + (z +27 25 


Comparando a última equação com (14.15), vemos que o gráfico 
é uma esfera de raio 5.e centro (3,— 4, 2)... - : 


EXERCÍCIOS 14.2 


Exeves, 1-6: Marque A e B e ache (a) d(A, B), (b) o 
ponto médio de AB e (c) o vetor de V, que correspon- 
daaÁB À 


A(2,4, - 5), 


H 


2 
3 
à 
5 
6 


A-T, 
A(-4,0, 1D), 


A09, 7 


A(,00) . 
A(0,0,0), 


Exercs, 7-12: Ache (09) 2 +b, a-b, (c) 5a — 4b, 
leet 3a 


E i 7 asCAL61, 7 b=(3,-3,-1) 
34-23» 8 a2(52,-3) be(-4,0,1) 
LE 9 acSi-4ji2k © bsi+2j-5k. 
BG,-2,1) 10 a=2i-jrak, b=i-k 
50.0, Hasitj be-jek 
50,12 12 222i, b=3k 
B(-8,-1,4) 
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Exeres, 13-14: Esboce os vetores posição de a, b, 22, 
-3b a+b, cab. 


13 a=(2,3,4), b=(1,-2,2) 


14 a 1+2j43k, Ak 


Exeres, 15-16: Ache o vetor unitário que tem mesma 
direção que a. 


15 a=2(-2,5,-1) 16 a=3i-7] + 2k 


Exercs. 17-18: Ache o vetor que tem (a) a mesma 
direção de a e duas vezes o módulo de a, (b) direção 
oposta à de a e um terço do módulo de a, e (c) mesma 
direção de a e nódulo 2. 


17 a =14i-15) + 6k 18 a=(-6,-3,6) 


Exeves. 19-22: Ache a equação da esfera de centro C 


c raio r. 

19 C, -,2y r=3 
20 C(4, - 5, t); r=5 
21 C(-5,0, 1 DER 
22 C(0, -3, -6); TT 


Exercs, 23-24: Ache a equação da esfera de centro C 
c tangente (a) ao plano-ty, (b) ao plano-xz e (c) ao 
píauo-yz. 

23 C(-2,4,-6) 24 C(3,-1,2) 


Exercs, 25-26: Ache a equação da esfera cujo diâme- 
tro tem extremidades A e B. 


25 A(1,4,-2), B(-7,1,2) 
26 A(4, 3,4), B(,3,- 10) 


27 Achea equação da esfera de saio 1, centro no primei- 
1o octante o tangente a cada plano coordenado. 


28 Ache a equação da esfera de centro (2, 3, — 1) e 
que contém o ponto (1, 7, —9). 


Exeres. 29-34: Ache o centro e o raio da esfera. 
29 gay ez $ Ax -2y 224250 

30 à «y e ZI 6c EEN 

3133 .y e fen 1650 


32 4x! 4 Ay! t del d+ 8y-3=0 
ET 
EE 


Execcs. 35-42: Descreva a região R em um sistema 
coordenado tridimensional. 


38 Rz (y rn s} 
'36 Rs (iy mont yz» 1) 

37 R= (ca is bbs 2 H3) 

38 R^ (nj dk M=tbl=2[d=3) 

39 R= (Gy, zo a y! 25, q < 3) 


--40 R= (n y, 2): Q7) + 93/9) 21) 


4L Rs (y z) ayze} 
Rayito 


43 Mostre que os segmentos PV, PP e PPS 
(ver figura) que unem os pontos médios dus ares- 
tas opostas de um tetraedro se interceptam em um 
ponto P, que é o ponta médio de cada segmento. 
(Sugestão: Coloque o vértice D no cixo-z e o 

“triñagulo ABC no plano-xy.) 


44 Um cubo tem atesta de comprimento k. Os centros 
das seis faces do cubo são os vértices de um 
octaedro, conforme figura. 


(a) Ache as coordenadas de cada vértice da octaedro. 


(b) Ache o comprimento de cada aresta do octae- 
dro em termos de k. 


A, 


x 


45 A fei de Coulomb afirma que o módulo da força - 


de atração entre duas partículas carregadas opos- 
tamente é diretamente proporcional ao produto 
dos módulos q, e q, das cargas c inversamente 
propurcional ao quadrado da distância dentre clas, 
Mostre quese uma partícula com carga 20 é fixada 
em um ponto Á e uma partícula com carga ~ 16 
colocada em B (ver figura), então a força de atra- 
ção Fem A é dada por 


Fu vie para uma constante positiva k 


14.3 O PRODUTO ESCALAR 


Dois conceitos de grande utilidade envolvendo vetores it 
oproduto escalar, que é um escalar, e o produto vetorial, 
um vetor. Nesta seção definiremos o produto escalar. Oprodi T 
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46 Ref. Exercício 45, Partículas de carga +q são 
colocadas e mantidas fixas nos pontos (1, O, 0), 
(0, 1, 0) e (0,0, 1). Coloca-se então uma carga de 
—1emP(, y, 2). 


(2) So v = OP, mostre que a força líquida F na 
partícula carregada negativamente é dada por 


vol ysi vk 
F = E + mmi 
dt: IMESUE al 
(6) A partícula carregada acgativamente deve ser 
* colocada em um ponto P(x, y, z) equidistante 
das três cargas positivas, de modo que a força 


líquida que atun sobre a partícula seja 0. Ache 
as coordenadas de P. 


vetorial será abordado na próxima seção. 


O produto escalar a b de dois vetores pode ser definido 
geometricamente ot algebricamente, Usaremos o método algé- 
brico par duas razões: 


1. Pode ser facilmente generalizado para uso em cursos de 
matemática avançada, como álgebra linear, onde se estudam 
vetores em quatro ou mais dimensões. 


. 4. Permite demonstrações mais fáceis das propriedades do 
produto escalar. 


Mais adiante consideraremos interpretações geométricas e físi- 


«cas de a b. 


aert? 
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Definição (14.16) | O produto escalar a - b dea =(4, 47 4) € b= (b, b, by) 


é at b= ab, tab + ab, 


Lê-se o símbolo a - b como a ponto b (ou a escalar. b): O... 


produto escalar é chamado também produto interno. É im 
portante notar que a * b é um escalar, e não um vetor, Sea = (a, 
aj) e b= (b, b,) são vetores de V, então seu produto escalar se 
define como a+ b= a,b, + aby 


EXEMPLO 1 
Achea- bse 
I (a) a=(2,4,-3,b=(-1,3,2) 
(b) a=3i-2 +k, bs 4i+5]-2k 
SOLUÇÃO 
(2) 6,4-3-Ct52-20CD* 6X9 *C 30- 2 
' (6) Qi -2j +k) (4€ 5j -28) : XA) *C216) (1-2 50 


Damos a seguir algumas propriedades do produto escalar 
para vetores arbitrários a, b, c e um escalar c. 


Propriedades do produto 
escalar (14.17) 


DEMONSTRAÇÃO. 


Demonstraremos qu) e deixaremos como exercício a demons- 


tração das outras propriedades. Se a = (a,, €y a), b = (b by . 


i by), 0 = (e, Cy c), então 
a (b + c) = (ay ap e): (b, + Cp b, + c b +05) 
= afb, +c) + afb, + e) + afb, + c) 
7d b, e, + ab, + tue, + a,b, + dés 
= {ab + mb, sb.) (6, 6 ue.) 
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Ángulo entre a e b (14,18) Sejam a e b vetores não-nulos. 


At Go 29 


Yigura 14.33 


Teorema (14.19) | Se 0 6ó'shgulo entrec 


` Bb, byb) 


Mostraremos a seguir que existe uma estreita relação entre 
o produto escalar e o ángulo entre dois vetores. 


o So bi não É múltiplo escalar de a e se OA: e OB são os . 

vetores] s posição de a € b, respectivamente, então o ângulo 0 
3 entre: aeb (ouentreOA cOB)E o ângulo AOB do triangulo 
nado pelos pontos, Oe B (ver Figura 14:33). 


a para algum escalar € (isto & se a e b são 
B=0sec>0e0= =xsec<0. 


“Os vetores a e b são ortogonais, ou perpendiculares, se 
0 =11/2. Admitiremos que o vetor 0 é paralelo e perpendicular 
a todo vetor a. (Recordemos que 0 tem todas as direções). . 


és háo-nulos a e b, então: 


DEMONSTRAÇÃO 


Seb «ca, temos a situação ilustrada na Figura 14.33. Aplicando 
a lei dos cossenos ao triángulo AOB, vem 


BABI = NF: HE — Half cos 9 


`" Conseqüientemente. 


(b, - e (5, - a (ba? 
Std) + QI DE 02) - 2al] [ibi] cos 8. 


` que se simplifica como 


—2ajb, -2a,b, - 2a,b, = — fal [bl] cos 8 


“Dividindo ambos os membros da última equação por — 2, 
chegamos à conclusão desejada. 


-. Seb=ca, então, pelas propriedades (iv) € (i) do Teorema 
(1417), 


a: b=a- (ca) = e(a - a) = dla] 
Outrossim, [Jal] libi] cos 8 = fall kal cos 6 = [el [al]? cos 8. 
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Corolárto (14.20) Be 


Teorema (14.21) | Dois vetores a eb são ortogonais se e somente sea bat, 


Se c > 0, então le] = e, 8 = O e Je [al cos 6 se reduz a c fal. 
Assim, a - b = [afl lib cos 8. Se c < 0, emol == c, 0 = m, e, 
novamente, MIN cos 8 se reduz a clfaff. Está, assim, completa 
a demonstração do teorema. 


O Teorema (14.19) pode ser enunciado como segue: O 
produto escalar de dais vetores é igual ao produto de seus 
módulos e do cosseno do ângulo entre os vetores. Bm alguns 
tivrosesta afirmação é usada como definição do produto escalar, 
porque admite uma interpretação geométrica interessante, útil 
nasaplicações. Há, entretanto, duas desvantagens em adotaresta 
definição: é difícil visualizar vetores em quatro ou mais dimen- 
sões, e é trabalhoso utilizá-la para demonstrar algumas proprie- 
dades do produto escalar. 


Dividindo por fal [bi] ambos os membros da fórmuta do 
Teorema (14.19), obtemos o seguinte: 


éo ângulo entre dois vetores ná «nulos a eb, então 


TI 
sos O = Më 


EXEMPLO 2 

Ache o ângulo entre os vetores a = (4, 3, 1) e b = (21,2, 2). 
saLução | 

Aplicando o Cotolário (14.20), temos 


prm b GOU zs CID + (02 
iib] vi6+9+1VI+4+4 


4 4/5 | 226 
73426 ^ 78 39 
Logo, 8 = arccos (2426/39) = arcos (0,2615). 


Utilizando uma calculadora ou uma tábua, obtemos 


Ð =74,84* 1,31 radianos 


O próximo teorema decorre do Teorema (14.19). 
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Desigualdade de 
Cauchy-Schwarz (14.22) 


Figara 14.34 


Desigualdade do triángulo 
(14.23) 


EXEMPLO 3 


Prove que os vetores (a) i, j (b) 3i - 7j + 2k, 101 4j — k são 
ortogonais. che i 


SOLUÇÃO 

A prova decorre do Teorema (14.21). . 
(a) ¡-3=(1,0,0)-(0,1,0)= (DO) + OX 4 x0 =0 
(b) Gi 2j + 21) - (1014 4-1) =30-28--2=0 


Ambos os resultados a seguir são válidos para todos os 
vetores a e b. 


DEMONSTRAÇÃO 


O resultado é trivial sé a ou bé 0. Se a c b são vetores n&o-nulus, 
então, pelo Teorema (14.19), fa - H = fall Dh [cos 8), ande 8 é o 
ángulo entre a e b. Como [cos 0] < 1, bh: bi fall fbl: 


Representando a, b e a + b geometricamente, como na 
Figura 14,34, e utilizando o fato de que a comprimento [la + bi] 
de um lado do triángulo não pode exceder a soma dos compri- 
mentos dos outros dois lados, obtemos o resultado seguinte. 


Vamos dar uma demonstração algébrica da desigualdade 
do triângulo, utilizando o produto escalar, 


DEMONSTRAÇÃO ALGÉBRICA DE (1 423) 
Aplicando propriedades do produto escalar, obtemos 
la+b]P=(2+b)-(1+b)=a:2+2(a:b)+Db-b 
7 [alf +2 + b) + ap 
Como a > b sfa bf s fal [b] (ver (14,22), 
Ja + bs fff afio Io dii + DD? 
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AT 


E 
xa 
AU 
T D 
: 9 
P N 
Ke 


Figura 14.35 


TS vetores posição de a e b, respectivamente, Se 8 = x/2, então, 
> 


PS R 
tiPOlicos 8 > 0 


Figura 14.36 


"Tomando raízes quadradas, temos 


fa + bl = llall + ibit 
Em (14.18) definimos o ângulo entre vetores em V, Define-se 
o ângulo entre dois vetores (segmentos orientados) PO e TR 
como o. ángulo 6 entre seus vetores correspondentes a chen 
Vy A Figura 14.35 ilustra um ángulo típico; ali OA. e OB são 
DI e TR são ortogonais. 


O produto escalar de PO e TR na Figura 14.35 se define 
como 


PO - TR = 2> b= ljal fbll cos 8 
Como [PO] = ilal e ERI] = Hol 
PO -TR = PONTREN cos 6 


Se DÉI e BR têm o mesmo ponto inicial ese S éa projeção 
de Q sobre a reta por P e R (ver Figura 14.36), então o escalar 
IECH cos O é cltamado componente de PO segundo PR, oque 
se abrevia como compra PQ. 


compa PO 


Note que o escalar HO cos O é positivo se 0 s 8 < »/2 
ou negativo se 1/2 < D s z. Se 6 = 1/2, o componente éD. 
Segue-se que 


- comp, PO = Il cos 9 


PO. PR 
A verre 


"e i es 
"DU ear" 


. A afirmação seguinte facilita a rememoração deste Fato. 
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Teorema (14.24) 


Detinição (14.25). | Se 


suponhamos que um vetor PO represente uma força, e que seu 


` Ocomponeiite de PO segundo PR é igual ao produto escalar 
de PO pelo vetor unitário de mesma direção que PR. 


Com auxilio do Teorema (14.24), podemos definir a com» * d 
ponente-de um vetor a segundo um vetor b em V; como segue:.- ` 


aeb vetores em Vy com b =” 0, A componente dea 
do b, denotada por comp, à, é : 


‘Sea = ait aj +t ak, então, pela Definição (14.25), 
comp a= a- i= a, comp a =a -j = 0,8 compa =a: kan, 


Assim, as componentes de a segundo Li e ksão as mesmas que 
as componentes a; a, € q, de a. - puc e 


EXEMPLO 4. | 


Sen 4i -j t 5ke b= 61 + 3j - 2k, ache (a) comp,a c (b) comp, 
b 


SOLUÇÃO 
(a) Aplicando a Definição (14.25), temos 


comp, a = a pp >= E 5) 7 (6i+ 3) - 289) 


24-23-10 1. 
7 7 


(b) Permutando os papéis de a e b em (14.25), obtemos 


16 


1 r E SSC 
comp, beb - H a = (6i +3) - 2k) A {4i -j + 5k) 


24-3-10 11 


Uv "wë 


Concluiremos esta seção com uma importante interpreta- 
ção física do produto escalar. Recordemos, da Definição (6.20), . 
que o trabalho realizado se uma força constante F é exercida 
através de uma distância d, é dado por W = Fd. Esta fórmula é 
bastante restritiva, porque só pode ser empregada se a força é 
aplicada ao longo da reta de movimento. De modo mais geral, 
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ponto de aplicação se mova ao longo de um vetor BR, conforme 
ilustrado na Figura 14.37, onde se aplica uma força PO para 
mover um objeto ao longo de uma trajetória plana de Pal 
Como 


PO = PS + 50 


Figura 14.37 


Definigáo (14.26) 


SQ não contribui para o movimento horizontal tal e, assim, O 
movimento de P a R é causado tão-somente por PS”. Aplicando 


(6.20) com F = [[PS|| ed = [PRI], vemos que o trabalho reati- 
zado é : ` 


w = PSDR] 
(El cos OPRI = PO PR 


Isto motiva a definição seguinte. 


e força constante PO, 
e move-ao longo do vetor 


O trabalho tentizado:p 
quando seu pontó den 
PR, EPO. PR, 


EXEMPLO 5 


O módulo e a direção de uma força constante são dados por a = 
5142] +6k. Ache o trabalho realizado, se o ponto de aplicação 
da força se desloca de P(1 ~ 1, 2) a R(4, 3, - 1). 


SOLUÇÃO 
O vetor de V, que corresponde a PR é 
b=(4-1,3-(-D,-1-2)=(3,4,-3) 
Se PQ correspondea a, então, pela Definição (14. 269 trabalho 
realizado é 
FO PR =ab=(5,2,6)(3,4,-3)=15+8-18=5 


Se, por exemplo, a distância é em pés e o módulo da força é em 
libras, então o trabalho é 5 pés-lb. Se a distância é em metros e 
a força é em Newtons, o trabalho realizado é 5 joules. 


EXEMPLO 6 


Uma carreta pesando 100 quilos é empurrada ladeira acima a 
um ângulo de 30º com a horizontal, conforme Figura 14.38(1). 


Determine o trabalho realizado contra a gravidade ao empurrar” 


a carreta por uma distância de 80 m. 
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SOLUÇÃO 


Trataremos o problema como bidimensional e introduziremos 
um sistema de coordenadas xy conforme Figura 14. asci 
vetor PO representa a forçada gravidade que alía vertical 
para baixo com módulo de 100 quitos. O vetor É correspo! 
em V, é 01- 100j. O ponto de aplicação ão destaforga se. 
longo do vetor PR de módulo 80, Se PR cor Spon 
+ aj, então, pelo triângulo PTR , vemos que * 


a) 


| 


ki 
ze 


Figura 1438 
a, = 80 cos 30º = 40V3, a, 80 sen 30º = 40 
edaí | 
a = 40431 + 40] 
O trabalho realizado pela gravidade é PD - PR, ou T D 
Aplicando a definição de produto escalar, vero” - 
E- a= (0i ~ 1005) - (40 V3i + 405) = 0 -- 4000 = 4000 Joules 
Assim, o trabalho realizado contra a gravidade é 
l —T + a = 4000 joules 
EXERCÍCIOS 14.3 
ut 52, Duis in E 3,D)b=(7,4,5),0 4 Oa- b (bja-b-e-b 
Lc x 5 (atb):3c 6 (a=b) (b+c) 
3 (ga-(bec) abrace See Ee 
| 9 comp (a ec) 10 comp, c 


242 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 14 


LEET 


Exercs. 11-14: Ache o ángulo des eb. ` 
lla=-4+8]-3k, b=2i+jtk 

I2 asi-7)+4k b=5-k 

13 a=(-2,-3,0), b=(-6,0,4) 

14 a=(3,-5,-1), b=(2, 1,3) 
Exeres. 15-16: Mostre que a e b são ortogonais.. 
Ia ab b=4+5]-2k 
16 n=(4,-1,-2), b=(2,-2,5) 


Exeres. 17-18: Ache todos os valores de c tais que a 
e b sejam ortogonais. 


17 a=(c,-2,3), 
Ifas di tZjt ck, 


b= (0 6-5) 
b=1+22-3ek 
Exercs, 19-24: Dados os pontos PG, -2,- 1, OH 
5, 4), R(2, D, - 6) c S(- 4, 1, 5), ache a quantidade 
indicada. 

19 PQ - RS 

21 O ángulo de PD eR3. 


22 O Angulo de QS e RP. 


20 0$ - RP 


23 O componente de FS segundo DR. 
24 O componente de (JR segundo ES. 


Exeres, 25-26: Se o vetor a representa uma força 
constante, ache o trabalho realizado quando seu ponto 
de aplicação percorre o segmento de P a Q. 


25 a=-1+5)-3k;P(4,0,-7,2(2,4,0) 
26 a=(8, 0-4) PC- 1,2, 5), QU4, 1,0) 


27 Uma forga constante de módulo 4 Newtons tem a 
mesma direção que o vetor a =i +j +k. Sea 
distância é medida em metros, ache o trabalho 
realizado quando o ponto de aplicação se move ao 
longo do eixo-y de (0, 2, 0) a (0, — 1, 0). 


28 Uma força constante de módulo 5 Newtons tem a 
mesma direção do eixo-z positivo, Se a distância 
€ medida em metros, ache o trabalho reatizado 
quando e ponto de aplicação percorre o segmento 
da origeim ao ponto P(1, 2,3). 


29 Uma pessoa puxa um carrinho em terreno plano 
exercendo uma força de 20 Newtons sobre um 


puxador que forma um ángulo de 30º com a hori- 


zontal (ver figura). Ache o trabalho realizado ao 
puxar o carrinho por uma distância de 100 metros. 


30 Ref. Exercicio 29. Ache o trabalho realizado se o 
cartinho é puxado com a mesma força, por uma 
distância de 100 metros ladeira acima a um ángulo 
de.30º com a horizontal (ver figura). 


31 Se AB é um diámetro de uma esfera de centro O e 
raio r, e P é um terceiro ponto na esfera, mostre, 
por meio de vetores, que APB € um triângulo 
retângulo. (Sugestão: Paga vy = » OA, wa OB, 
e expresse PA c PB em termos de v, € vz) 


32 Os parámetros diretores de um vetor não-nulo 
a = (n 4, 2,) se definem como os ângulos o, B. 
e y entre os vetores Li e k, respectivamente, e o 
vetor a. Os cossenos diretores de à são cos q, cos 
B e cos y. Prove: 


) Aa zu D 
(eos cn gp "fN T 7 qa 
(B) co a & cos? B. sos puis É 

33 Ref. Exercício 35, 


(a) Ache os cossenos diretores de a = {2,1,5} 


(b) Ache os, parâmetros diretores e os cossenos 
diretores dei ii ek 


(c) Ache dois vetores unitários que verifiquem 
¿Cos « = cos B = cos v. 
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34 Dada uma seqüéncia A-B-C-D de quatro átomos 
vinculados, o ângulo do plano formado porA, B e 
€ com o plano formado por B, C e D é chamado 
ângulo de torção 8 da ligação, ou vínculo, Com 
este ángulo de torção explica-se a estabilidade das 


estruturas moleculares. Colocando-se o segmento - 


BC ao longo do eixo-z (ver figura), como se pode 


EE ve lores artes 


BA e CD? 


35 Uma caixa retangular tem comprimento a; largura: 

- be altura c (ver figura), Se P é o centro da caixa, 

utilize vetores para achar uma expressão para O 
ângulo APB em termos de a, be c. 


tr 


36 Ref. Exercício 32, Na esfalerita mineral, cada 
átomo de zinco é rodeado por quatro átomos de 
enxofre, que formam um tetraedro com o átomo 


de zinco no centro (ver figura), O ángulo de liga- 

ção B é o ângulo formado pela combinação S-Zn- 

S. Por meio de vetores, mostre que o ángulo 
, tetraedra 8 é aproximadamente de 109,5, 


37 Trés nümeros-nào-nulas; t.e ir são. parâmetros 
diretores de um vetor não-nulo a se são proporcio- 

. nais aos cogsengs diretores — isto é, se pns um 
& número positivo Atal,que.-. 


[=kcos a, n s kcos [3,1 =k cos y 


Sede (P +m? + D); proveque cos a = Ijd, cos 
B= mid, cos y = n/d. 


38 Ref. Exercício 37. Se L , mp n € Ly my n, SãO 


' parámetros diretores de a e b, respectivamente, 
prove que 


(a) a e b são ortogonais se e somente se 
¿ly rnm + ny =0 


(b) n e b são paralelos se e somente se existe um 
número k tal que 4, = KL, ni, = km, em 5 En, 


Exercs. 38-42: Prove'a propriedade vetorial dada se 
az (ap ay c), b = (b, by by) ec é um escalar, 


39 a: aal? 
4 a:bzb:a 


~ 41 (ca) bsc(a- b) - a- (cb) 


420-a-20 
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Exercs, 43-52: Resolva sem utilizar componentes dos 
vetores: Ri 2 


, 3 Sejam a e b vetores não-nulos, nào-paralelos, tais 


que ca + db = pa + qb, com c, d, p e q escalares. 
Provequec=ped=a. 


44 Prove que se e é ortogonal a a & a b, então e é 
ortogonal a pa + qa para todos os escalares pe q. 


45 Prove que lla + bi = Jal? 2(a : 5) + BIE. 
46 Prove que [la + dif « a - bf = Xal + fiel). 


47 Na desigualdade de Cauchy-Sclwarz, sob que 
condições se tem Ja - bf = RIP 


48 Na desigualdade do triângulo, sob que condições 
se tem [fa + bif= fal + Holl 


49 Prove que fja — b] = Dal — [ib] (Sugestão: Consi- 
dere a = b + (a ~ D) e use a desigualdade do 
triângulo.) 

50 Prove que (a+b)-(a-b)=a-a-beb. 

51 Provequea + b = idfa + MÉ — lla - bj. 


32 Prove que comp, (a + b) = comp, a + comp, b 


14.4 O PRODUTO VETORIAL 


ILUSTRAÇÃO 


Nesta seção introduziremos o produto vetorial a x b de dois 
vetores a e b em V, Ao contrário do produto escalar a + b, que 
é um escalar, o produto vetorial é um vetor. Como veremos, o 
vetor a x bé ortogonal tanto a a como a b. É utilizado na física 
e na engenharia para descrever efeitos rotacionais produzidos 
por forças. Poderíamos definir a x b geometricamente e obter 
então a forma em à j, k introduzindo um sistema retangular de 
coordenadas; vamos, entretanto, começar com uma definição 
algébrica. Embora este método possa encobrir a natureza geo- 
métrica de a x b, tem a vantagem de permitir demonstrações 
mais simples das propriedades. 


Convém utilizar determinantes ao lidar com produtos ve- 
toriais. Um determinante de ordem 2 se define como 


^ 
b o 


onde todas as letras representam números reais. 


= Ob, ab, 


lá E a Q3) - C3X9 = 10 + 12 = 22 


4 5 
2-3 
A ilustração precedente demonstra uma propriedade váli- 


da para determinantes de todas as ordens: A permuta de duas 
tinhas (colunas) inverte o sinal de um determinante. 


= 4-3) - (5X2) = -12 - 10 =-22 
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Um determinante de ordem 3 $ dado por 


minante segundo a primeira tinha. Obtém-se © valor do il 
minante calculando-se os determinantes de segunda ordem do 
membro direito da equação. 


ILUSTRAÇÃO 
2-1 3 
S AS aa -25 
ara ode 
-€-20-20)- 8- C- 1) 4 4-90) 
24441-2722 - 6 
“Definição (14.27) oral ax fi doa = (2, a 2) eba(b, b, D é 
a ais ; a od i 
bidit jo NE 


Notação para produtos 
vetoriais (14,28) 


O símbolo a x b se I como “a cruz b”; Note «que a fórmula de 
a x b pode ser obtida substituíndo-se c, ; 


o símbolo à direita de (14.28) não é um determinante pois à 
primeira linha contém vetores em lugar de escalares. Todavia, 

anotação de determinante é útil para rememorar a fórmula mais 
complicada da Definição (14.27). Comesta definição em mente 

utilizaremos (14.28) para achar produtos vetoriais, como = 
exemplo que vem a seguir. 


EXEMPLO 1 
Acheaxbsea=(2,-1,6)cb=(-3,5, 1. 
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“ SOLUÇÃO 


Teorema (14.29) 


Procedemos como segue: 
i jk 
axb=|-2 -1 6 
-3 51 
-1: 61. 2 6l. 2 =i 
-| 5 d -3 1|] * d-3 Jn 


s(-1-30) - Q + 18) + (10- 3)k 
2-31i-20j + 7k 
Se a € um vetor arbitrário em V, então 
ax0=0=0xa 


porque, se um dos vetores na Definição (14.27) é 0, então cada 
determinante tem uma linha de zeros, sendo, assim, O (verifi- 
quel). É fácil também mostrar que a x a = O para todo a. 


O próximo teorema evidencia uma propriedade importante 
do produto vetorial, 


¿O vetor ax bé órtogónil tanto à à comaab; e: 


DEMONSTRAÇÃO 
Pelo Teorema (14.21), basta mostrar que 
(axb)-a=Oe(axb):b=0 


Obtendo o produto escalar (14.27) dea x be a = Je, ën 63. 
vem: ` : 


Vi 
san 


: tnb, apar (abym bm + (nb, - eb), 


(axb tas 


Lë — a bayt aba, t a bun, aba, 


' Logo, a x b é ortogonal a a. À prova deque(axb)-b=06 
análoga. . : 


Interpretemos o Teorema (14,29) geometricamente, De 
acordo com a Figura 14.39(), se vetores não-nulos a e b 
correspondem a vetores EQ e PR com mesmo ponto inicial P, 
então a x b corresponde a um vetor PS que é ortogonal tanto a 
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PQ como a PR. Logo, ES é perpendicular ao plano determina- 
do por P, Q e R. Escrevemos 


PS = PQ x ER 


d. 


“O. 
Figura 1439 


Pode-se obter a direção ES” por meio da regra da mão direita - 


ilustrada na Figura 14.39(ii). Assim, se 8 € o Angulo entre PQ 
€ PR, e se os dedos da mão direita são dobrados de modo que 
uma rotação de 6 transforme PO em um vetor que tenha a 


mesma direção de ER, então o polegar distendido apontará na 
.. direção de PQ x PR. 


"O resultado que segue dá o módulo dea x b. 


Teorema (14.30) |: 


DEMONSTRAÇÃO! 
Të A "Pelo Teorema (14.17)(1) e a Definição (14.27), 
lja x DIE = (ax b) - (ax b) 
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Figuva 14.40 


Coratário (14.31) | Puis 


fib sen 8 


= (ab, — ab + (b, — ab + (nb, ~ ab 
= dbi - 2agbb, + bi + bs - 2 bib. 

+ del + abi - 2 ab, + eibi 
-(draedybe5eb — (ab, tub + ad? 
Pode-se verificar a última igualdade efetuando-se as multiplica- 

ções. Em forma vetorial, a identidade precedente é 


fa x DP = dall bi)? - @ «by. 
ou, como a ball cos 9, 
Ja x bif = diall oi- dal fl)? cose ` 
= (al [biG og 0). 
ali lb? sen? o. 


Extraindo raízes quadradas e notando que sen Qa 0 (pois0s0 s7), 
obtemos ` 


Logo lla x bf? = 


otl lise o. 


vetores a e b'são patalelós sê e somente se a x b + 0 


DEMONSTRAÇÃO 


Sejam a e b vetores náo-nulos. Se 0 é o ángulo de a e b, então 
os vetores são paralelos se e somente se 6 = 0 ou O =x, ou, 
equivalentemente, sen O = 0, Pelo Teorema (14.30), a última 
afirmação é equivalente aaxb=0. Se ou 2 0u b éo vetor zero, 
a prova é trivial, pois Q é paralelo a todos os vetores. 


Para interpretar [fa lla x bl] geometricamente, representemos 
a e b por vetores PO e PR com mesmo ponto inicial P. 
Conforme Figura 14.40, seja S o ponto tal que os segmentos 
PQ e PR sejam lados adjacentes de um paralelogramo com 
vértices P, Q, Res. [[b]| sen 0 é uma altura do paralelogramo e, 
assim, sua área é ffall bj] sen 8. Comparando convo Teorema 
(14.30), vemos que o módulo do produto vetorial a x b é igual 
à área do paralelogramo definido por a eb. 


EXEMPLO 2 


Ache a área do triângulo formado por P(4, — 3, 1, Q(6, — 4, 7) 
eR(,2,2). ` 


SOLUÇÃO 


Os vetores em V, correspondentes a PO e BR são 
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Propriedades del, j}, k (14.32) [Tx J '= 


Figura 14.41 


“a=(6-4,-4-(-3),7-1)=(2,-1,6) 
b=(1-4,2-(-3) 2-1) = (-3, 5, 1) 
Do Exemplo 1, 
axbz-31-20j&7k 7 


Logo, a área do paralelogramo de lados adjacentes PQ c 
ja x bi] VESDG AU 039 VIO i 
Segue-se que a área do triângulo é i vL410 = 18,8. 


Têm interesse os produtos vetoriais dos vetores unitários 
especiais i, j e k. Por exemplo, pela Definição (14.27) com a = 
i= (1, 0, 0} e b = j = (0, 1, 0), temos 


vs] tji- [1 pre [E [eu 
Podê-se também provar, de maneira análoga: 
isbai kxi=j 
ET ito 
TESEI s 


A Figura 14,41 é um dispositivo mnemônico simples; para 
lembrar seis das fórmulas (14.32), Dispondo 9s símbolos i 
ao redor de um círculo conforme figura, 
sentido horária (denotado pelas setas), então o produto: 
de dois vetores sucessivos quaisquer é o próximo vetor. 
ixj = k. Para o sentido anti-horário, deve-se: ¿Omar o negativo: 
do próximo vetor, como em j x i =~ k. 


Ofatodeserixj «jx i mostra que o produto vetorial ndo 
é comutativo. Além disso, não vale a lei associativa, pois; por 
exemplo 


ixGxD=ix0=0 
mas 5 (ixjxj=kxj=-i 


As propriedades seguintes são válidas para quaisquer ve- 
tores a, b, c e um escalar n. 


KE 
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Propriedades do produto 
vetorial (14,33) 


(0 bxa=-(axb) 


(8) Guajxbx=atax b)= ax (mb) 


"mm dx (be 
M : 
(y. axb esa 0ko). 

o ab -0e 


2(axb)e(axe: 


(aeb)xe-(axQ x9 


DEMONSTRAÇÃO 


Cada propriedade pode ser estabelecida por aplicação direta 
(embora às vezes longa) da Definição (14.27). Para provar {i}, 
façamos — (ap a, a) e b = (by by by) obtendo 


b, bl, bj bl. b, b, 
= - * k 
bxa | i | D La, ; 


e 0, 4 


D 
Como a permuta de duas linhas de um determinante muda seu 
sinal, temos 


% 0]. |a 65 eu 
ves] mito, AL In NL 
= (ax b) 


Para provar (iii) consideremos € = (e Cy, Cy). O componente i 
dea x(b+ 0) é 


KI a, 


. 3 | afb, - * 
boe bo abs + cs) = alby + e 


= (ab, — ab) + (me, ~ ec) 
m t 

+ 
b, b, | ^ 
que igual zo componente ide (ax b) + (ax). Mediante cálculo 
análogo pode-se provar que os componentes e kde a x (bc) 


são os mesmos que os de (a x b) + (a x c). Isto estabelece (iii). 
A prova das outras propriedades fica como exercício. 


A fórmula (vi) do Teorema (14.33) é chamada duplo 
produto vetorial dea, be c. (Em Tivros de língua inglesa, usa-se 
-o triplo produto vetorial). 


5 


a H 
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Figura 14,42- 


h 


Figural443 `. 


^ 
x 


Figura 14,44 


a 


duet 


Aren da base 
'axb] 


EXEMPLO 3 
Ache a fórmula da distância d de um ponto R a uma reta L. 
SOLUÇÃO 


Sejam P e Q pontos de l, conforme Figura 14.42, e 0 o ángulo: 


entre PO e PR. Como d « [[PR]| sen 8, obtemos 
ISO, PRI = IO Pl sen 9 = POR 


Logo, 
de PO x FRI 
E 
EXEMPLO 4 


Sejam 8, b e c os lados adjacentes da caixa oblíqua da Figura 
14,43, Mostre que (a x b) cj é o volume da caixa. 


SOLUÇÃO 


A área da base da caixa é [ja x HL Seja 60 ángulo entre ce a x b. 
Como a x b é perpendicular à base; a altura kb da caixa é dada 
por A = [fel] [cos 8]. (Devemos empregar o valor absoluto [cos 6], 
pois 9 pode ser um ángulo obtuso.) Assim; o volume V da caixa é 


V = (área de base)(altura) 


= fla x H ldlleee 6 
= Ka xD) + d 


onde'a última igualdade decorre do Teorema (14,19). 


O número (a x b)- e considerado no Exemplo 4 é chamado 


próduto misto dea, b e e. Este número pode expressar-se como: - 


um determinante de ordem 3 que envolve os componentes dos 


`- três vetores (ver Exercício 21). 


: Os produtos vetoriais são utilizados no estudo de efeitos 
rotacionais produzidos por forças. Suponhamos que uma força 


` BO atue em um ponto P de um objeto, conforme ilustrado na 


Figura 14,44, onde superpusemos um sistema coordenado xyz, 
A força tende a fazer o objeto girar em torno de uma reta por O 
perpendicular ao plano determinado por EQ] e pelo vetor posi- 
ção OP de P. O vetor torque OT da força (também chamado 
momento de PQ em relação a 0) é definido como 


OT = OP x PO 
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En física e mecânica, OT indica tanto o módulo como a direção 
do efeito rotacional induzido pela fo força P. Se OP representa o 
pegador de uma chave inglesa e PQ é a força aplicada à extremi- 
dade do pegador, então or aponta nadireção em que um parafuso 
(direto) se move quando se faz girar a chave inglesa. 


H Os produtos vetoriais têm também aplicação na teoria dos 
campos eletromagnéticos. Para ilustrar, consideremos um dipo- 
lo elétrico, ou seja, duas cargas pontuais +q € ~g senipre à 
ei distância constante d uma da outra, Se d é o vetor exibido na 
Figura 14,45(), então (Jd]]= d e o momento dípolo elétrico p 
E : se define como p = qd. Suponhamos, conforme ilustrado na 
q Figura 14.45(il), que o dipolo elétrico esteja colocado em um 
4 campo eletromagnético onde todo vetor força E tem mesmo 
módulo e mesma direção. O dípolo elétrica tende a rotaraté ficar 
alinhado com a direção do campo, isto é, o ángulo Q entre d e E 
E tenderá para 0. O torque T causado por E em P é dado par T = 
^ pxE co trabalho realizado por E no processo de alinhamento 
éW=p-E. 


No Capítulo 15 estudaremos outras interpretações do pro- 
duto vetorial, 


ü pt4  ( 
d 


4 
E el 
Figura 1445 
EXERCÍCIOS 14.4 
Exercs. 1-10: Ache a x b. -10 as3i, badk 
i a=(1,-2,3), b=(2,1,-4) Exeres, 11-12; Use a produto vetorial para mostrar 
b são paralelos, 

2 ae(-51- 1) b=(3,6,-2) SEET 

11 a=(-6,-10,4), ba (2, 5,-2) 
3 a=(0,1,2), b=(1,2,0) 

Daz=a-j+4 =-6143j-12k 
4 a=(0,0,4), b=(-7,1,0) ES j 

E Exercícios 13-14: Sejam a = (2, 0, — 1), b =(-3, 1, 0), 

5 a=Si-Gj-k, b=3+k es(1,-2,4). 
6 as b=-8]+2k 13 Ache a x (b x c)e (ax b) x c. 
7 as-Siej 8k, b 29i -3j- Gk. 14 Acho a x (b -c)e(axb)- (ax c). 
8 ac3i-]e8k bssj Exeres. 15-18: (a) Ache um vetor perpendicular ao 
9 azdi-6j 2k, b=-2+3)-k. plana definido por P, Q e R. (b) Ache a área do 


triângulo POR. 
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18/(L-,2,  Q(hX-1) — RQ-41) 
1667-393, OG Dë 
17 P(4,0,0), Q(0, 5,0), R(9,0,2) 
18 61,20, — Q(,2,-3, — RG,0,1) 


Exercs, 19-20: Ref. Exemplo 3. Ache a distância de 
Püreta poc Qc Ro 


19 PB, 1, -2), 
20 P(-2,5, 1), 


QQ,5, 2), R(-1,4,2) 
ABLA  R(1,6,-3) 
21 Sea = (1, ay ay), b = (by, by, bës cc), 
prove que 
[ En Kä d. 
a-(bxe=(axb-e=jb b b, 
qa 
Ezeres, 22-23: Use o Exeniplo eo Excrelcio 21 para 
achar o volume da caixa de lados adjacentes AH, Ac 
SAD, 
22 4(0,0,0),2(1,- 1,2), C(0,3,-1), D, =4 1 
23 AQ, 1,-1) 2G,0,2), C(4, -2,1), D(5,-3,0) 
24 Se a, b e c são representados por vetores com 


ponto inicial comum, mostre que a (bx e) = Ose 
€ somente se os vetores são coplanares, 


, 0) 


25 Prove que (a x b): b =0 para todos os vetores a e b. 


14.5 RETAS E PLANOS 


Pts y, 2) nado xyz, 


AZ conceitos vetoriais de paralelismo e ortogonalishio, Admitire- : 
mos que todas as retas e planos estejam em um sistema coorde- 


26 Seaxbzaxccazü, isto implica b — e? Explique 


27 Sejana .Seaxbsaxecacbea- €, prove 
que bz c. 


Exeres, 28-31: Prove a propriedade, se; = A [^ 
bo (b by by), cm (ces e emé 


28 (ma) x b = mía x b) =a x (mb) 
29 (a+b)xe=(axc)+(bx0) 
30 (ax b): eza- (bxc) 

31 Afs db gb- De 


Excres. 32-37: 
verifique que: 


32 (a+ b) x (a-b) 20b xa) 


Sem utilizar componentes de vetores, 


3ax(bxerbx(exa)rex(axh)=0 
(Sugestão: Use (vi) do Teorema (14.33).) 
34 (ax b) xez (a-c)b - (b- a 


) 


35 (a x b) > (c x d) = 


b'e 
a: a pia 
36 (ax b) x (ex d) s (ax bo d)e -(axb-e)d 
37 (xb) (bx ox (exa) (a-bxoy 


Figura 14.46 


EE 


Alt as 4) 
ps 


Sejan a = (a, a,, a.) um vetor não-nulo em Vy P (x, 34,2) 
um ponto arbitrário e OA à vetor posição de a. De acorda com 
a Figura 14,46, descrevemos a reta / por P (x, y, 2) paralela 
aa como o conjunto de todos os pontos P(x, y, z) tais que BP 
seja paralelo a o4, isto é, 


ËP = OR para um escalar t. 


Em termos de vetores V., 


Ap Y Yu 22) = Mën ge ay uh ad a) 


EE 
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Teorema (14.38) 


guintes equações paramétricas para & 
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Tgualando componentes e resolvendo em relação a x, y, z, 2 


(c) A Figura 14.47 exibe o vetor posição OA dea. A reta! pode 
temos 


D 
bs, 2,4) ser traçada tomando-se o ponto dado P(5, — 2, 4) e o ponto R(S, 
* + 10,0)obtido na parte (b). os ` 


[^ 
NC TIT He Para achar as equações paramétricas da reta que passa por. 
WW Gel 


"ns > dois pontos arbitrários Pt Yo 2) € Pa Y» 2), conforme 
A| T 2, 4) Figura 14.48, utilizamos o vetor a que corresponde a P P, — isto 
é, 


sem tabysytabzeatas 


onde f é um número real. Estas-equações: são as equações: 
paramétricas da reta L com t como parámetro. Obtêm-se os `. 
pontos P(x, y, 2) de ? fazendo t tomar todos os valores reais, 


Acabamos de provar o seguinte: 


“as equações paramétricas da reta por AIN z,) paralela an (Xp) Yp Ze) 
EE D Kä a) são. : ^ DV Me e Substituindo no Teorema (14.34), obtemos as equações paramé- 
dextahyey toire ig >. : Figura 1447 tricas l 


o xxx) y = y t Oyi 
Note que os coeficientes detent(14:34)são os componen=: 


säi H » . A 
tes do vetor a. Podemos obter a mesma reta utilizando qualquer: - E zzz (-z)temR 
vetor náo-nulo que-seja: paralelo 22, pois, nesse caso; b cai 


da Note que £=0 dí o ponto P, t Fo ponto médio de P,P e£= 1 
(ca, cay cas) e as equações paramétricas dá reta são. 

* 

Pes yp 2) traça o segmento P,P,. Outros-valotes de £ nos dão diferentes 


xext(a)y-y* (ca iz iz (env vem R.. 


AN pontos de: 


Pd 


Estas equações-determinam a mesma reta, pois podemos obter- 
o ponto dado por é fazendo v = tfe. 


EXEMPLO 1 


EXEMPLO 2 


Ache as equações paramétricas da reta | por P(3, 1, —2) e 
Pí(-2,7,-4). 


(a) Escreva equações paramétricas da reta ! por P(5, — 2, 4) e q ` 
Y SOLUÇÃO 


paralelana = G, 2 -8 
Fx 


h Onde 1 intercepta o plano-xy? o 
© ad o Figura 14.48 


O vetor a em V, correspondente a PP, 6 
(c) Trace o vetor posição de a e a reta D 
SOLUÇÃO ` 


(a) Para evitar frações, utilizaremos o vetor b = 6a = (3, 12,-4) 
em lugar de a. Aplicando o Teorema (14.34), obtemos as se- 


|a2(2-3/7-1,-442)- (-5,6,-2) 


Aplicando o Teorema (14:34), obtemos as equações paramétri- 
cas de k: 


x=3-Sty=1+6,72=-2-2U temR 
. EXEMPLO 3 . 
1=5+3, y =-2+121,2=4-4t, tem R 


n Sejam as retas l, e [, parametrizadas respectivaménte por 
b) Areta intercepta o plano-xy no ponto Rix, y) sez 4- 4t 


= O (isto 6, se ? = 1), Fazendo £ = 1 nas equações paramétricas 
da parte (a), obtemos as coordenadas x c y de R, a saber: 


x2543()98 e y=-2+120)=10 
Logo R é o ponto de coordenadas (8, 10, 0). 


x=-243 y=5-4t,2=142f temR 
xu 1 y=3+2v,2=-4-31 rem R 


Determine se i, e L se interceptam e, em caso afirmativo, 
determine o ponto de intersecção. . 


o ponto P, De modo geral, ao variar-t de O 2 4,0 ponto P(x, y, z)- 


amar a a pa ri 
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Figura 14,49 


SOLUÇÃO 


As tetas se interceptam se existem valores de £ (para /,) e v (para 
1) que dêem o mesmo ponto P(x, y, 2). Consideramos, pois, o 
seguinte sistena de três equações em duas variáveis: 


-243ta d-v 
Sodom 342v ou, equivalentemente, 
142 =-4- 3v 


ut v= 3 
-4 — Qy 2-2 
KEIER 


Resolvendo simultaneamente as duas primeiras equações do 
sistema, obtemos t « 2 ev =- 3. Levando na terceira equação, 
2t + 3v — 5, obtemos 22) + 3-3) =-5,0u-5 =~ 5. Como 
t=2ev=-3 é uma solução de cada uma das três equações, as 
retas se interceptam, Pode-se achar o ponto de intersecção 
fazendo-se t = 2 na parametrização de t,ouv=—3 na parame- 
trização de £, Em qualquer caso obtemos o punto P(4, —- 3, 5). 


É importante notar que, se a solução ? 2e y=- 3 das 
duas primeiras equações do sistema não satisfizessem a terceira 
equação, as retas não se interceptariam. 


Na próxima definição utilizamos o ángulo entre dois ve- 
tores (ver (14.18)) para definir o ângulo de duas retas. Utiliza- 
mos vetores também para definir retas paralelas e retas 
ortogonais. 


paralelas se é som 
a para al 


Note que o ângulo de 7, e 1, é definido, quer as retas se 
» interceptem ou não. 


> EXEMPLO4 


Sejam as retas /, e 1, com as respectivas parametrizações para t 
em R: 
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0 


xzit2hLyz3-4,zs5-24t 


x=-S-hy=2-3,2=443 


Ache os ángulos entre f, e te 
SOLUÇÃO 


Considerando os coeficientes de £, vemos qu 
las, respectivamente, a 


a=(2,-4,1) e b=(1,-33) 


Se 9 é o ângulo entre a e b, então, por (14.18), 


ah AED 69063) + (06) _ 0 
cos 0 = MN" ET AER UNS 


Logo, pela Definição (14.35), os ângulos entre L e /, são dados por 
me 13 a 
0 a cost as 036 rad = 49 


m De 228 rad » 131% 


Conforme ilustrado na Figura 14.50, se Bo, Yp 2,) É um 
ponto de uma reta f, então o plano por P, com narmal (6 o 
conjunto de pontos de todas as retas l’ ortogonais a em P, Para 
obter uma definição equivalente empregando vetores, escolha- 
mos outro ponto P, em Le consideremos o vetor PP, conforme 
Figura 14.50(ii). O plano por P, com vetor normakP; 


define como o conjunto de todos os pontos 
PiP seja ortogonal a PÉ. 


WEN 


Az ; MI D 


Figura 14,50 


7 


F (19 
t (2.00) Ax+S2=10 


Figura 14,54 


Equações simétricas de uma 
reta (14.39) 


Um plano de equação da forma by + cz + d = 0 tem vetor 
normal a = (0, b, c) e € ortogonal ao plano-yz, pois a "i= 0. 
Analogamente, os gráficos de ax + by + d=Geax+ez+d=0 
são planos ortogonais aos planos xy e xz, respectivamente. 


EXEMPLO 10 ' 
Esboce o gráfica do plano 3x + 5z zs 10. 
? sow ÇÃO 


O plano é ortogonal ao plano-xz e tem como intercepto-x 7 2 e 


como intercepto-z 2. Note que o traço no plano-yz tem Equação 
5z = 10, sendo, pois, uma reta paralela ao eixo-y com intercep- 
10-22. Analogamente, o traço no plano-ay tem equação 3x = 10, 
sendo, pois, uma reta paralela ao eixo-y com intercepto-x E A 


Figura 14.54 exibe parte do gráfico mostrando os traços nos De S 


planos coordenados. 


As tetas podem ser escritas como intersecções de planos. 


Se uma.reta:/-é dada parametricamente como: no Teorema ` 


(14,34) e se a, gen a, SÃO diferentes de zero, podemos resolver. 
- cada equação em relação a £, obtendo 


DEE: FER z-z 
pe ano 1 
TA % % 


Segue-se que um ponto P(x, y, 2) pertence à rela / se e somente 


se são verificadas. as seguintes equações, chamadas equações - 


simétricas det 


A formasimétrica das equações de uma reta não é única, pois 


podemos, em (14.39), utilizar três números by, by b, proporcionais 


20,0, a, e qualquer outro ponto 1 que não (x, Yp zj). 
Se, em (14.39), tomamos as equações indicadas aos pares, 
digamos, 


x-X- TA 


a 2 


Z= z 


% 


obtemos [como intersecção do dois planos, o primeiro ortogonal. 
ao plano-x) e o segundo ortogonal ao plano-xz. Se um dos 
números a, tt, OU a, É zero, já nio podemos resolver cada equação 
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de (14.34) em relação a t. Por exemplo, sea, - Üe aa, = 0, a 
terceira equação se reduz a z = Su podendo-se escrever a 
forma simétrica como 


que, novamente, expressa / como intersecção de dois planos o 
primeiro, ortogonal ao plano-xy; e o segundo, z = zj, paralelo ao: 
planó-xy. A situação á análoga se a, = 0 ou a, = 


EXEMPLO 11 


Escreva, em forma simétrica, as equações da reta por P(3,1,-2) 


e P(-2, 7, -4). 


SOLUÇÃO 
Tal como no Exemplo 2, uma representação paramétrica da reta é 
o 2=3-5,y=156,2=-2,-26 tem R 


Resolvendo cada equação èm relação a t e igualando os resulta- 
dos, obtemos a forma simétrica 


X 


3.y21 /2+2 
6 ^ -2 


EXEMPLO 12 


“Seja la reta de intersecção dos dois planos 


eZx-yám4. e x+Iy-Z=1 


Ache equações paramétricas de L. 


' SOLUÇÃO 


Um ponto P(x, y, 2) pertence a / se e somente se P está em cada 
um dos planos — isto é se e somente se (x, y, z) € solução do 
sistema de equações 


pet — 


xt3y-2z-1 

ou, equivalentemente, 
2x- y = 4 = 4z 
x+3d=1+2 


Encaremos as equações acima como ura sistema de duas equa- 
gõesemx e y. Eliminando y do sistema, podemos exprimir x em 
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IW. 
` BG pe A) 
Figura 14.55 


termos de z Da mesma forma, eliminando x do sistema obtemos 
uma fórmula para y em termos de z. Este processo nos dá o 
sistema equivalente 


DA 
` 7 17 
EECHER 

7/7 


Dando a z todos os valores reais t, obtemos as soluções do 
sistema isto é, os pontos de /, São, pois, equações paramétricas 
det , : 


x2H- D DEET zal temR 


No próximo exemplo empregamos métodos vetoriais para 
achar a distância de um ponto a um plano. 


EXEMPLO 13 


Ache uma fórmula da distância 4 de um ponto Pix, Se 29) ao 
plano ax + by +cz+d=0, 


SOLUÇÃO 
Conforme Figura 14.55, seja P lx, Yp 2) um ponto arbitrário 
do plano, e seja n um vetor normal aa plano. O vetor p corres- 
pondente a BE, € 

p= (Xv a Be 77 A) 


Referindo-nos à figura, vemos que 


` H 
h = [comp, 9 = In: Mi 


Como (a, b, c) é um vetor normal ao plano, pôdemos fazer 


i 


i A S 
hi^" tre 649 
Conseqüentemente, 
, a ax) +00 y) + ele) -2) 
des ROS eT Bee 
Kacy + byg + od + (car — by, — ed 
= Versao 
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Figura 14,56 


Como P, pertence ao plano, (ty, Y, 21) é uma solução de ax + by 
+ez+d=0 0, ento, ax, + Dy, tre + d s 0 au d=—ax, —by, 
~ cz, Assim, podemos escrever a fórmula de / como 


lux, + hys + cn + d 
KEEN 


ha 


Duas retas dizem-se reversas se não sáo paralelas ni 
interceptam, Deduziremos no próximo exemplo uma fórmula 
para a menor distância entre duas retas reversas. 

EXEMPLO 14 


Ache uma fórmula para a menor distância d entre duas retas 
reversas | e L. 


SOLUÇÃO 


Escolhamos pontos P, Q, em l, e P, Q, em lp conforme 
ilustrado na Figura 14.56. Pelo Teorema (14.29), 
PO, x PÔ, é ortogonal tanto a BO, como a P, e, daí, um 
vétor unitário n ortogonal tanto a BO, como a PO, é 


H (PO, x BÓ) 


Consideremos planos por P, c P,, respectivamente, tendo 
cada um vetor normal n. Esses planos são paralelos e contêm /, 
el, respectivamente. A distância d entre os planos é medida ao 
longo de uma reta paralela à normal comum n, conforme£xi P. 
na figura, Segue-se que d é a menor distância entre } e Além 
disso, ` : : 


d = konp, BB = In FË) 


1 PEE 
"ISS, 221 KP, « 20) PEI 


EE 
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EXERCÍCIOS 14.5 


Exercs. 1-4: Ache equações paramétricas da reta por 
P paralela a a. 


1 FBA42,-3 ` am (0. 2,3 
2 P(5,0,-2) a=(-1,-4, 1) 
3 P(0,0,0); aei 

4 P(,2,3) _asi+2+3k 


Exeres. 5-8: Ache equações paramétricas da reta por 
P, c Py Determine (sc possível) os pontos em que a 


reta intercepta cada um dos planos coordenados. 


5 P(5,-2,4), PL2, 6,1) 

6 P(-31,-1) PAI, 11,-8) 

7 P(2,0,5), P4(-6,0,3) 

8 P0,-2,4) P2,-2,-3). 

9 Seltem equações paramétricas x «5 -My =-2 


+t,z=1+9yache equações paramétticas da reta > 
por P(-6, 4, 21 paralela al, 


10 Ache equições paramétricas da reta por P(4, — 1; 
0) paralela à reta por P (- 3,9, 2) e PAS, 7,— 3 


Exeres, 11-14: Determine se as duas retas se intercep- . 


tam; em caso afirmativo, ache o ponto de intersecção. 

lbxzic2n, | — ysi-4, g=5-t 
ET EI y =m d+ D z=4+v 

1àxei-6, yodo 


x=2+2y, y=6+v, 


19x=3+t y=2-4, 
rd”, C y=3+y, 
14x=2-5, 00 y=642 - 


NET EK y=7+5r, 


Eseres, 15-18: Dão-se as equações de duas retas |, e 
l, Ache o ângulo entre clas. 


asi det ad a ÓN 


15 2x=7-2, y=4+3t, 2=5t 


PLISEIA p=3+4, zsist 
16x=5+3, yzsá-t 2=3+2t> 
r=-to y=1-2, z=3+t 


sul tł, 2. 142. 2-4 


Nac CIS S 739 0380-7 
x YA x5 gol 241 
gg Sc 4 73º] 


Exeres. 19-26: Ache uma eguação do plano que 
verifique as condições dadas. 


19 Por P(6, — 7, 4) e paralelo (2) ao plano xy (b) ao 
plano yz (c) ao plano xz.. 


20. Por P(-2,5,— 8)e com-vetor normal (2) i(0)5 (9) k. 
21 PorP(-11,4,=2)e com vetor normal a. 6--Sj-k. 
22 Por P(4, 2, - 9) com vetor normal DP. 


23 Por P(2;5, - 6) paralelo ao plano 3x y+ 2z = 10. 


24 Pela origem e paralelo ao plano x 6y +42=7 


25 Por P(- 4, 1, 6) e com mesmo trago no plano-xz 
que o plano x + dy-52=8, 


26 Pela origem e pelos pontos POL, 2, 5) e Q(, 4, 0). 


Exeres. 27-28; Ache uma equação do plano por P, Q 
eR. 


27 P(,1,3.  QC132,  RQ,-12) 
BPI, QC11-2, RG,-41) 


Exeres, 29-36: Esboce o gráfico da equação em um 
sistema coordenado xyz. S 


29():-3. ()y=-2 (9255 

30 Gs A ()y=0 . (QQr«-i 

31 2x+y-6=0 32 Ae e Ai 
38 2y-32-9=0 34 Sx+p-42+20=0 
35 2x-y+52+10=0  3Jóx+y+2=0 
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Exercs, 37-40: Ache uma equação do plano. 


37 


38 


39 


40 


Exercs. 41-42: Ache a equação do plano por P e 
paralelo ao plano dado. 


AL P(,2,-3) 4x-y+32=-7=0 

42 P(3,-2,8) -23+3-2+5=0 

' Regie d: Aë Ache as equações simétricas da reta 

por P epo "` 
43.P,5,-2, 4 P, 6,1) 
44 P(-3/1, - 3) P(11,-8)* 
45 P(5,2,-3). P£-3,2,5) 
46 P(S,-7,4, P£-2,-1, 4) 


Exercs, 47-50: Ache equagóss paramétricas da reta 
de intersecção dos dois planos. 


47 x+2y-92=1; 2x-3y 410. 
48 2x & Sy + 162 - 13, -X-4y-622-3 
49 -2x + 3y += 12, EK EE 
50 5x y - 122215, Det dy 22-6 


Exeres, 51-52: Ref. Exemplo 13. Ache a distância de 
Paopleno. ` SER 


51 P(,-1,2) 2 dy 5=0 
52 PB, L-2; Zei 4y-5241=0 


Exercs, 53-54; Mostre que os dois planos são parale- 
los e ache a distância entre eles. 


53 Ax —2y +6z=3, —6x43y-9z54 
S4 3x+12y-6z=-2,  5x+20y"102=7 


oi? 
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Exoves, 55-56: Ref. Exemplo 14. Sejam /, a reta por 
AcBeiZa reta por C e D. Ache a menor distância 


entre Léi 


88A(0,-2,3, B(2,0,5);C(4,1,=1), D(-2,3,4) 
$6 4(,3,0, — 8(0,4,5; C2, 1, 2), DG, 1,0) 


Exercs, 57-58: Ache a equação do plano que contém 
o ponlo P e a reta, 


87 P(5,0, 2; x e 3t 1, yo - 2t 4 zo t3 
38 P(4, 3,0 x e t4 S, y=2-L, 22147 


xeres, 59-60: Use o produto escalar paca achar 2 
distância de A à reta por B e C, 


89 AQ, 6, 1); B(G, 4, 2), CC, 1,5) 

60 AQ, 5,0); B(-2, 1,4), C(0, 3,2) 

Exeres, 61-62: Ache a distância do ponto PA reta. 
61 PQ,1,-25 A ts -4 4 A 2= 1 2E 


zltdysÓenzadt 


Exeves. 63-64: Se um plano tem inlercoptos nág-nu- 
los a, b c c sobre os eixos x, y e z, respectivamente, 
então sua equação sob forma-intercepto é 


EE... 
a b c 


Ache a equação do plano na forma-intercepto. 
63 10x-15y 62:2 30 
64 12x + 15y — 20 = 60 


Exeres. 65-66: Ache uma equação do plana na forma 
Ax By Czo D. 


14.6 SUPERFÍCIES 


Exeres, 67-68: Grafe fe g no mesmo plano coorde- 
nado, para —2 s x s 2. (a) Estime as coordenadas de 
seu ponto P de intersecção. (b) Aproxime os ângulos 
entre as tangentes aos gráficos em P. 


67 f(x) «sen (C) gQ) = cos x -x 
Bi, gaja +1 


Para esboçar uma superfície com lápis e papel, em geral esco- 
lhemos os eixos coordenados como na Figura 14.21, com os 
eixos y e z no plano do papel e o eixo x projetando-se para fora 
deste. Esta técnica é ilustrada nas Figuras 14.57 — 14.67 e nos 
gráficos desta seção, Uma desvantagem deste tipo de escolha de 
eixos é que, quando se traça o gráfico de uma equação especí- 
fica, a forma da superfície resultante pode ficar distorcida. Por 
exemplo, secções circulares podem parecer elipses e vice-versa. 
Por esta razão, os gráficos em três dimensões ilustrados mais 
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adiante são gerados por computador, com cixos e unidades de 
distância escolhidos de maneira a proporcionar uma visão não 
distorcida da superfície. Nesse sistema axonométrico, nenhum 
dos planos coordenados coincide com o plano: do pap 
estudar cuidadosamente esta seção e ser capaz de ideii 
uma superfície a partir de sua equação, você deve procurar ` 
adquirir proficiência na escolha do sistema de eixos coorde: 


Na seção precedente definimos o traço do &ráfico de iiia 
equação linear em um plano coordenado. De modo mais geral, 
se $ é uma superfície (isto é, o gráfico de uma equação em x, y, 
2), então o trago de S em um plano é a intersecção de $ como 
plano, Para esbogar uma supertício, utilizamos traços, Reves- 
tem-se de especial importância os tragos nos planos coordena- 
dos. Estes três traças são: O traço-xy, o traço-yz e o traço-az. 
Às vezes, é conveniente também determinar traços em planos 
paralelos aos planos coordenados. Mostramos a seguir como 
obter equações de traços a partir da equação de uma superfície, 
O trago esbocado é apenas uma das possibilidades. Em proble- 
mas típicos o traço pode ser uma secção cónica, uma reta, ou 
uma outra curva. Por vezes, ndo há trago, ou seja, a superfície 
não intercepta um plano dado, ` 


Para Achar a Equação 


Traço " do Traço f Esbago do Traço 
AZ 
Trago-1y Per ze D 
Az 
Trago-y2 Fazerx=0 
y 
e 
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Para Achar a Equação i SOLUÇÃO 1 UC 
I o He Tran 4. Estee do Traga O gráfico é uma superfície em um sistema coordenado xyz. H 
z B Dão-se a seguir os traços sobre diversos planos. 
PES D o) Natureza IT" ; 
Tragooz « Fazer y «0 "rao. | Equação do Trägo |. do Trago ` | Esboço do Traço 
. 
y d ; 
^x 
| Traço-ay 0=2" ay? Origem 
E Emz=k Fazerz=k 
Traço-yz z =y? Parábola: 
Emx=k Fazerx =k À 
: Traço-xz zx? Parábola: `. 
Emyzk Fazery = k 184 
Círculo, 
: Es ey, ponto, ou 
Emz=k | c xay sk nenhum 
su A gráfico 
EXEMPLO 1 Y 
d x 
Esboce o gráfico dez «x? + y? [Nentum gráfico so k < 0 


za y 


REH A 
— a 
Es d 
Ze 
Figura 14,57 
Definição (14.40) 


Esbogamos a seguir esses tragos utilizando apenas tun 
conjunto de eixos coordenados, Notando que o raio V do traço 
circular em z = k aumenta com z, somos levados ao esboço da 
Figura 14.57. 


Os tragos nos planos x = ke y = ¿sio parábolas, A título 
de ilustração, o traço no plano y 16a parábola z= zx £leo 
trago no plano x = 2 é a parábola z = y? + 4, Não esbogaremos 
esses traços, pois os tragos circulares sobre z = k são suficientes 
para indicar o gráfico. A superfície deste exemplo pode ser 
considerada como tenda sido gerada pela revolução do gráfico 
da parábola z= y no planó-yzem torno do eixo-z, Esta superfície 


é chamada paraholóide de revolução (ou parabotóide circu- ` 


lar). 


Até aqui você pode ter considerado um cilindro como um 
objeto em forma de uma lata com seções transversas circulares. 
A próxima definição mostra que, na realidade, os cilindros 
podem apresentar uma variedade de formas, 


Sejam C uma curva em um plano; el uma reta que não está 
em um plano paralelo. O conjunto de todas as retas paralelas 
a 1 e que interceptam Cé um cilindro. 


AR gua 14.58 ilustra dois exemplos de cilindros. A curva 
C do plano é chamada divetviz do cilindro, e cada reta por C 
paralela a 1 é uma geratriz do cilindro, O cilindro da Figura 
14.58(1) é um cilindro circular reto, obtido quando C é um 
circulo em um plano e / é uma reta perpendicular ao plano. 
Embora o cilindro apareça limitado na figura, as geratrizes se 
prolongam indefinidamente. Como se vê em (ii) da figura, a 
diretriz C não é necessariamente uma curva fechada, 


m j 


Figura 14.58 
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v=f0) 
Az 


0 
E 
Ed QG y, 
rA 


Figura 14.59 


Figura 14.60 


Consideremos um cilindro cuja diretriz C está no plano-xy 
etem como equação y = f(x) para alguma função f. Suponhamos 
também que as geratrizes sejam paralelas ao eixo-z. Conforme 
Figura 14.59, um ponto P(x, y, z) está no cilindro se e somente 
se Qs, y, 0) está em C isto é, se e somente se ds duas priti 
coordenadas x e y de P verificam a equação y =f (x). Assi 
equação do cilindro é y = (x), que é à mesma equação dadi 
no plano-xy. : 


EXEMPLO 2 


cat. 2 
Esboce o gráfico del * 5 = 1em três dimensões. 


SOLUÇÃO 


Pelas observações anteriores, o gráfico é um cilindro de geratri- 
zes paralelas ao eixo-z. Começamos por esboçar o gráfico da 
equação (2/4)  (y*/9) = 1 no plano-xy, Esta elipse € uma dirotriz. 
€ do cilindro. Todos os tragos em planos paralelos ao plano-ay 
são clipses congruentes com esta diretriz. Ao esboçar um cilin- 
dro, costumamos grafar ao menos dois traços, conforme indien- 
do na Figura 14.60. Como a diretriz é uma etipse, chamamos 
esta superfície um cilindro elíptico. 


O gráfico de uma equação que contém apenas as variáveis 
yozóum cilindro de geratri izes paralelas ao eixo-y, e cujo traço 
(diretriz) no plano-yzé o gráfico da equação dada. Analogamen- 
te, o gráfico de uma equação que não contém a variável y é um 
cilindro de geratrizes paralelas ao cixo-y e chja Alem 
gráfico da equação dada no plano-xz. 


EXEMPLO 3 


Esboce o gráfico das seguintes equações em três dimen 
(a) uz (b) z=senx 
SOLUÇÃO 

(a) O gráfico dey?=9—z é um cilindro de geratrizes paralelas 
ao eixo-r, Uma diretriz no plano-yz é a parábola y? = 9 — z, A 
Figura 14.61 representa parte do gráfico (um cilindro parabó- 
tico). 


(b) O gráfico de z = sen x € um cilindro de geratrizes paralelas 
ao eixo-y e cuja diretriz no plano-xz é a curva z & sen x. A Figura 
14.62 6 o esboço de uma parte do gráfico. 
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y =9-2 


EE 


Figuradd6l. .. 


Elipsóide (14.41) 


Figura 14.62 


No Capítulo: 12 vimos que; em duas-dimensões, O. gráfica: ` : 


de qualquer. equação do segundo: graux eyyi 
Ar Bxy + Cy s Die Ey «F0 


é uma secção cônica (salvo em casos degenerados). Em três 
dimensões, o gráfico de uma equação de segundo grau em x, y, Z, 


Ax + By C + Daa Exc Fyz Go Hye Io 1-0 


é uma superfície quádrica (salvo em casos degenerados). Por 
simplicidade, limitiremos nosso estudo no caso em que OS 
coeficientes D, E, F, G, H e I são todos zero, As equações mais 
gerais. podem reduzir-se a este caso mediante transações € 
rotações adequadas de eixos, 


Há três tipos de superfícies quádricas: elipsóides, hiperbo- 
lóides e parabolóides. Os nomes se devem ao fato de que os 
traços em planos paralelos aos planos coordenados são em geral 


elipses, hipérboles e parábolas, respectivamente, No restante 


desta seção (a menos que se indique o contrário), a, be c 
denotaráo números realspositivos. O gráfico da equação seguin- 


te é um elipsóide, O quadro abaixo indica os traços desta - 


superfície nos planos coordenados. 
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` Ee S eg Descrição 
Traço Equação do Traço do Traço Esboço do Trago 
IN 
Traço-xy SZ. ic Elips 
ug ipse 
Trago-yz: LE 1 ip 
x z p + Z E -Elipse 
cl 2 
Teaco- E " 
taço-az Si + =" H Elipse 


Ze 


Figura 14,63 


traço-xz | 


Esboçaremos à seguir estes traços utilizando apenas um 


. conjunto de eixos coordenados, conforme ilustrado na Figura 


trago-xy 


14.63. Uma vez que você esteja familiarizado com superfícies 
quádticas, estes três traços serão suficientes para um esboço 
preciso, do gráfico. Entretanto, para completar nosso estudo, 
consideraremos traços em planos paralelos aos planos cuorde- 


_ nados: 


Para achar o traço em um plano z = k paralelo ao plano-xy 
fazemos z = k na equação do clipsóide, obtendo 


Se > c, então 1 (EICH <O e não há gráfico. Assim, o gráfico 
de (14,41) está entre os plenos z  — k e z = k. Se |k] < c, então 
1--(K?/e*) > 0 e assim o traço no plano z = k é uma elipse, 
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conforme Figura 14.64. A figura exibe também partes de outros 
tragos em planos paralelos ao plano-xy. 


E z 
“Traço em | 


y=k N 


O trago em um plano y = k paralelo ao plano-xz é 


A Figuta 14.64 exibe vários desses tragos (clipses) para —b <k « b. 


Finalmente, fazendo x = k para ~a < k < a, vemos que o 
traço em um plano paralelo ao plano-yz é uma elipse. (A Figura 
14.64 não exibe essas elipses.) 


Figura 14.64 Note que se a = b = c, então o gráfico de (14.41) é uma 


esfera de raio a com centro na origem. 


O gráfico da equação seguinte é um Aiperbolóide de uma 
folha. O quadro abaixo indica os traços nos planos coordenados. 


Hiperbolóide de uma folha 
(14,42) 


ZC E B 5 Descrição 
Traço Equação do Traço do Trago 


Trago-xy Elipse 


"Trago-yz Y 8 al Hipérbole 


i 
i 
i 
i 
i 
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Trago | Equação do Trago | ` do Traço 


` Deserição ` 
Esboço do Traço 


2 2 
Trago-xz Ae Hipérbole 
a e 
25 E Estes traços estão delineados na Figura 14.65 em um 
EL. LL. Li Trago em conjunto de eixos coordenados. O eixo-z é o eixo do hiperbo- 
db g z=k ` Wée, 


Traço em 


Figura 14.65 


Hiperbolóide de duas folhas 
à (14.43) 


O traço no plano z = k paralelo ao plano-xy é 


que é uma elipse. Quando & aumenta passando por valores 
positivos, os comprimentos dos cixos da elipse também aumen- 
tam. 


Os tragos em planos x = E oti-y = k (isto é; em planos 
paralelos ao plano-yz ou ao plano-xz, respectivamente) são 
hipérboles (verifique!). : 


Os gráficos de 
2 A 2 
5 -5 taal e 


do hiperbolóide coincide com o eixa-x, Assim, o termo negativo 
nessas equações indica o eixo do hiperbolóide. - 


Damos a seguir um tipo diferente de hiperbolóide, 
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E » Descrição” E 
Traço Equação do Traço do Traço "Esboço do Traço 
T 
Traço - xy Nenhuma Não há gráfico 
2 A 
M ot ice 

Traço - yz SC + pcm i Hipérbole 

Tiago azi ue Hipéitole:s: 
d yor Trago em 

yz 
eet sel AZ ze 

a RH e E y 


N 


Traço em 
zz-k 


Figura 14.66 
Cone (14.44) 


A Figura 14.66 exibe estes tragos em um conjunto de eixos, 
onde também sc exibem traços nos planos z= kez=—k pata k> c. 


(Verifique que estes tragos são elipses se a * b.) Os tragos em - 
planos paralelos ao plano-)z ou ao plano-xz são hipérboles: O: 


eixo-z é o eixo do hiperbolóide. 


“Tomando diferentes termos com o sinal “menos”, obtemos 
um hiperbolóide de duas folhas cujo eixo $0 eixo-x ou o eixo-y. 
(Que termos devem ser negativos?) 


Um cone (de duas folhas) pode ser encarado como um 
hiperbalóide degenerado obtido pela substituição de 1 por 0 em 
(14,42) ou (14.43). Isto nos dá a seguinte equação. 


. Conforme indicado no quadro abaixo, o traço-yz e o traço- 
xz são as retas z = +: (c/b)y ez = + (c/a)x, respectivamente. 
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. É Natureza 
` Traço Equação do Traço do Traço Esboço do Traço 
iz 
"Trago-xy Origem 
"Eraco-yz-- Duas.rotas que. 
Secotan: 
EC 

Si 2 
Trago-xz --e0 Duas retas que 

e c se cortam 

bei 


O traço em um plano z = k paralelo ao plano-xy. tem a 
equação 


logo, 6 uma elipse, Os tragos nos planos paralelos aos outros 
eixos coordenados são hipérboles. A Figura 14.67 é um esboço 
do gráfico. O eixo-z é o eixo do cone. 
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ai 
y 
H 
| 
i 


EN M dn y S DE apresentado na Figura 14,68, Note que o traço no plano-xy lem 
a M ut LL z por equação 
ER 2 y? 
y e, então, representa um par de setas que se E ercopta 
- origem. Este traço não é apresentado na Figura 14:68. 
D PU 
, y jo Os dois próximos exemplos são casos espe 
i i fícies quádricas. 
E à i EXEMPLO 4 E 
e f | E / Figura 14.68 Esboce o gráfico de 16x? — 9y? + 362? = 144, e identifique a 
" SSC p superfície, 
: Figura 14.67 . pv SOLUÇÃO 
3 i Dividindo por 144 ambos os membros da equação, obtemos 
i O gráfico da próxima equação, para c positivo ou negativo, es H : x y de 2 21 
¿um parabolóide, | 9 16 4 
ic T 
"a Parabotóide (14.45) | Si Os tragos nos planos coordenados são: 
q B Trago - |: Equação do. Yracó : | Descrição do Traço 
E O Exemplo 1 é um caso especial de (14.45) com ; Plano-ay E 1 .  Hipérbole 
P as b= c m l. Sec» 0,0 gráfico de (14.45) é análogo ao exibido 1 9 16 
ço na Figura 14.57; se, entretanto, a e b, então os traços nos planos li RP MEC 
ix z = k paralelos ao plano-xy são elipses em lugar de círculos. Se i Plano-yz ELA Hipérbole 
y c < 0, o parabolóide abre para baixo. O eixo-z é o eixo do i 4 16 
arabolóide. Os gráficos das equações b 
P E SS ! Pianosz x5 zb. Elipse 
Epia DI V. n i d 9*4^ 
dg? sp ` 
são parabolóides cujos cixos são o eixo-y e o eixo-x, respectiva- ] A Figura 14,69 exibe o gráfico, um hiper olóide de uma 
mente. Trocando o sinal de um dos termos do membro esquerdo i folha tendo como eixo o eixo-y. Os tragos em planos paralelos 
de (14.45), obtemos um parabolóide hiperbólico. S ao plano-xz são elipses, e os tragos em planos paralelos ao 
` i 


plana-xy ou ao plano-yz são hipérboles, 
Parabolólde hiperhólico 
(14.48) 


A Figura 14.68 mostra um parabolóide típico em forma de 
sela, para o caso c > 0. Obtém-se variações permutando-se x, y 
ezem(14.46).0 parabolóide hiperbólicoé asuperfície quádrica 
mais difícil de visualizar, e o traçado do seu gráfico exige 
considerável prática. Podem ser de utilidade traços do tipo 
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Figura 14,70 


16x? -0y* 3627 = 144 


Figura 14.69 


EXEMPLO S 
Trace gráfico: det dr exe identifique:a:superfícic. 
SOLUÇÃO 


Ostragos:sio;:- 

Tiago : Equação: do/Téagó: p do 
Planoxy y-x , Parábola 
Plano-yz Origem 
Planosz Amx Parábola 


O traço em um plano x = k paralelo ao plano-yz tem 
equação y^ + 42 = k, que é uma elipse se k > 0. Os traços nos 
planos paralelos ao plano-xz ou ao plano-xy são parábolas. A. 
superficie, um parabolóide de eixo coincidindo com o eixo-x, é 
apresentada na Figura 14.70. 


Obtém-se uma superficie de revolução fazendo-se uma 
curva plana C revolver em torno de uma reta (o eixo de revolu- 
cão) no plano. No que segue, C estará sempre em um plano 
coordenado e o eixo de revolução será um dos eixos coordena- 
dos. Utilizaremos o símbolo f (x, y) para uma expressão nas 
variáveis x e y. Neste caso, f (a, b) denota o número obtido 
substituindo-se x por a e y por b. Esta notação será novamente 
abordada no Capítulo 16, 


O gráfico da equação f(x, y) = 0 no plano-xy é uma curva 


C. (Interessa-nos aqui apenas o gráfico no plano-xy e não o, 
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d Figura 1471 C:f(x,y) - 0. 


gráfico tridimensional, que é um cilindro). Por simplicidade, 
suponhamos que e y sejam não-negativos para todos os pontos 
(x, y) em C, e denotemos por S a superfície obtida fazendo-se C 
revolver em tomo do eixo-y, conforme ilustrado na Figura 

14.71. Um ponto P(x, y, 2) está em 3 se e somente sc Q(x,, y, 0) 


C emSseesomente sef (YX + 27,7) = Q “Assim, para achar a 


eixo-x, a equação da superfície resultante se obtém substituin- 
do-se y por Vy” + z”. Para algumas curvas que contêm pontos 
(x, y) com x ou y negativo, pode-se estender a discussão prece- 
dente substituindo x por = VX F 2º ou y por + dei E 22. Se, 
como no próximo exemplo, x ou y aparece apenas em potências 
pares, então esta discussão se torna desnecessária, pois o radical 
desaparece quando se simplifica a equação. 


EXEMPLO 6: ` 
O gráficode 9x74 4º = 36 gira em tomo do-eixo-: Achea 
equação-la-superfície resultante; - Bco E 


SOLUÇÃO: 
Achamos a equação da superfície substituindo? pora? 42^ o 
que dá 

DEE 


A superfície é um elipsóide de revolução, Dividindo ambos os 
membros por 36 e reagrupando os termos, oblemos 


4 + 9 + um 1 
. que é da forma em (14.41). 


Estudo análogo vale para curvas no plano-yz ou no plano- 
xz, Por exemplo, fazendo-se uma curva C do plano-xz girar em 
torno do cixo-z, podemos achar a equação da superfície resul- 
tante substituindo x por Vx? + y”. Se C pira em torno do eixo-x, 
substituímos z por V^ + z^. 


Finalmente, note que as equações das superfícies de revo- 
. lugo se caracterizam pelo fato de duas das variáveis ocorrerem 
sempre em combinações como a? 4 y^ y^ + Z ou x 4 z^, 


"ett en C ex, = Vx? + z^. Consegüentemente, P(x; y, 2) está -. 


equação de S, substiluímos x na equação de C por UE 
Analogamente, se o gráfico-de f (x, y) = 0 revolve em torno do: 
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EXERCÍCIOS 14.8 
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Exeres, 1-8: Esboce o gráfico do cilindro em um 
. sistema coordenado xyz. E 


1 rpg 2 Pedotó 
3 4y+0%=36 4 Brst 
8 Sage E 6 2-4y=0 

T -x= 3 sl 


Exeres, 9-20: Estabeleça a correspondência entre 

cada gráfico e uma das equações, 
d ? A 
EE 

A 25 * 9 * 4 i 


14 


16 


Ten saperne cttm 
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Exeres. 21-32: Trace o gráfico da superficie quádrica. 


Elipsóides 


Hiperholóide derma, folha. 
Ê 
nete Ant pa Er EM 


2 
24 (92021 mue? 


Hiperbolóidos de duas folhas 
a 2 
2592 AL (E 
4 mw 
2 y 2 
e O E LE 
26 (a) 2 474 10 q 1 


Cones 


2 2 2 E 


EA 2 
Ree Qeon 


so% ¿Ea = D (e dir d 
Parabolóides 

zg 2. 
9y-rt 9 (OD 


2 A 
A É E a 
30 (a) z =x? + O gas 0 
Parabolóides tiperbólicos 
31 (a) z= y? OË 
Y o£. SZ Y 
nazg g Or 7-7 


Exercs, 33-46: Esboce o gráfico da equação em um ` 


sistema coordenado xyz, e identifique a superfície. 
33 16-40-2410 

348%+44+2=16 

35 369^ «2 

36 16% + 105^ — 25:2 = 400 


31-16 mó? 38 32-42 12 


| 
2 
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39 9 44y e Mirra, 
A zeg 82 y =i 
43 4x-3y = 

48 y - 93 -2-9-0 
46 3&3 - 16? «92 D 
Exeres, 47-50: Grafe a superfície. 


44 2x 4y t 912 12 


47 z2iy'-3bd E 48 porem 


49 ema, 


fazendo-se o gráfico da equação revolver emtomo ap 
eixo indicado. 


St daf 


14 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


H , 
EEN 
29243877 y. 


Exeres, 51-56: Ache a UM superficie obtida ` 


55 Za = l; eixos 56 xz= 1; eixo-z 


d 


57 Embora costumemos usar a esfera como modelo 
da Terra, é necessário um modelo mais preciso 
para pesquisar sua superfície. Me o elipsi- 
de de Clarke (1866), de equação (Ya?) + GU) 
+ (Plc!) = 1 para a = b = 63782064 km e c = 
6356,5838 km para estabelecer as posições geo- 


gráficas de pontos de controle na rede geodética - 


X nacional dos EUA. 


(9 Explique sumariamente a diferença entre o 
elipsóide de Clarke e a representação esférica 
+ usual da superticie da Terra, 


(9) As. curvas de mesma latitude são otra jos em um 
go 
plano da forma z = k. Descreva-as. 


(c) As curvas de.mesma longitude (meridianos) 
' "sto tragos em um plano da forma y = Mx 
Descreva-as. 


Exeres. 120: 82 23i -j - b=21+5j-2k,0 € 
=i + Ők, ache o vetor ou escalar. 


l3a-2b 2a «0-9 3: Lan 
HIMEN lara 
7 O ángulo entreace Si 

8 Os ángulos entre a c os unitários i J; k. 

9 Um vetor unitário de mesma direção de a. 


$0 Um vetor de direção oposta á de a e módulo duas 
vezeso deb 


liaxb . $ GEO 
13 comp, a E M. comp, (b x [3] 
15 Qa) Gei 

17 (ax d) + (exa) 


16 (2a) x Qa) 

18 (axe)x(exa) 
19 O volume da caixa definida por a, b e e. 

20 A área do triángulo definido pora e b. 


21 Mostre que a = (4, 3, — 5) e b =(-1, 3, 1) são 
ortogonais. 


22 Uma força constante do módulo de 18 Newtons 
` tem a mesma direção que o vetor a = 4i 7j 4k. 
` Se adistância 6 medida em metros, ache o trabalho 

realizado se o ponto de aplicação da força percorre 
- o segmento de P(1, 1, 1) 226, 5, 4). 


23 Dados os pontos A(5, -3, 2) e B(- 1, —4, 3), ache: 
-(3) (4, B) 
' (b) o ponto médio de AB 


(c) a equação da esfera de centro B e tangente ao 
plano-xz 


(d) a equação do plano por paralelo ao plano-xz. 
(6) equações paramétricas da reta por A e B. 
(f) a equação do plano por A com vetor normal 
AB. 
24 Ache a equação do plano porÃ(O, 4,9)e B(0,—3, 7) 
perpendicular ao plano-yz. 


25 Ache a equação do plano de intercepto-x 3, inter- 
cepto-y — 2 e infercepto-z 0. 


26 Ache as equações simétricas da reta dada por x = 
344t,y -2—-t,zz2t. 
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“27 Acheusequaçães páramétricas da reta de intersec- 


cão dos planos 2v+y+d2=8B0x+3y-2=1, 


28 Ache a equação do plano por P(1, 3, — 2) que é 


` paralelo ao plano Ze dy + 3z =7. 


29 Ache a equação do plano por P(4, 1, 2) que tem o 


mesmo trago-yz que o plano 2x +3y— dz =11, 


30 Ache a equação do cilindro de geratrizes paralelas 
a0 eixo-z e que tem como diretriz o círculo no 
plano-=xy com centro C(4, ~ 3, 0) e raio 5. 


31 Ache a equação do elipsóide de centro O, intorcep- 
tox8, intercepto-y 3 e intercepto-z 1. 


32 Acho a equação da superfície obtida pela revolu- 
são do gráfico da equagioz=x em torno do eixo-z, 


33 Dados os pontos PO, 1, 1), QC 3, 2,0) e R(4,— 
5, 3), ache: 


(2) um vetor unitário normal ao plano determina- 
do por P, Oeit 


(b) a equação do plano por P,Q e R 


(c) equaçães paramétricas da reta por P paralela à 
retaporQeR 


OP. GR 
(e) o ângulo entre DP - GR 
(E) a áren do triângulo POR 


{g} a distância de RA reta por Pe Q 
34 Ache os ângulos entre as duas retas 


x-3 ysí 23,411 6-y 2027 
Sei 8-9 73 a n 


35 Escreva equações paramétricas para cada uma das 
+ retas do Exercício 34. 


36 Determine se as seguintes retas se interceptam e, 
em caso afirmativo, ache o ponto de intersecção: 


se2+6 yait zodrk 
red ay yaZ-2 za 1-dv. 


37 Ache os ângulos entre as retas do Exercicio 36. 


38 Sea reta [tem equações paramétricas x= 2441, y= 
—1+3,7= St, ache a distância de A(3, 1, — Dat 


Exeves, 39-50: Esboce o gráfico da equação. 
39 3 ey! e 2 d+ 6y - Sz 10=0 

40 4y-32- 1550 
41 3x-Sy 22210 
43 9! t 42 236 
48 2-43 29-4! 
added 
49 x! - Ay! x dz 


d yaz +l 

A a?e dy 02-0 
DEE 
A8 x e 2y! e dz e 16 
50229-x!-y 


Je Capítulo 15 


MAKRON 
Books 


INTRODUÇÃO 


Os valores das funções consideradas até 
aqui são números reais. Neste capítulo intro- 
duziremos fungúes cujos valores são vetores. 
Exemplo de uma tal função coni valor veto 
rialéa velocidade, no instante t, de um objeto 
que se move no espaço. Na Seção 13 estuda- 
remos esta aplicação, bem como outros as- 
pectos da movimento, tais como aceleração e 

força centripeta. 


Definem-se os conceitos de limite, deriva- 
da e integral de funções com valores vetoriais 
aplicando-se às componentes dos vetores os 
métodos já estudados. Isto nos permite obter 
rapidamente propriedades análogas às esta- 
belecidas para funções nos Capítulos 3 e 5. 


Se uma fungáo com valores vetoriais é con- 
tínua, então os pontos terminais dos vetores 
definem, em seu contradomínio, uma curva em 
três dimensdes e, reciprocamente, a cada curva 
corresponde uma função contínua com valores 
vetoriais, Esta correspondência biunfvoca é útil 
em aplicações que envolvem um ponto em 
movimento ao longo de uma curva, Em parti- 
cular, a derivada de uma função com valores 
vetoriais nos dá vetores tangentes a uma curva. 


Nas Seções 154 e 15,5 utilizamos funções 


FUNÇÕES COM VALORES VETORIAIS 


com valores vetoriais para definit curvatura — 
um conceito que permite determinar quanto 
uma curva se afasta da direção de sua tangente, 
Qu quanto muda de forma. A seção final contêm 
um surpreendente exemplo do uso de vetores 
nas demonstrações das leis de Kepler, As de- 
monstrações são dificeis e exigem multas pro- 
priedades dos vetores, O presente material deve 
ser lido cuidadosamente, com o objetiva de 
aquilatar o poder dos métodos vetoriais. 
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"45.1 FUNÇÕES COM VALORES VETORIAIS E CURVAS NO ESPAÇO * 


SOLUÇÃO ? i 
Pela Definição (1.10), uma função é uma correspondência que (a) Fazendo £= Le t=3 na fórmula de r(f), obtemos i 
associa a cada elemento de seu domínio D exatamente mm o ap dcm 
T i 1)-2i- k = 
elemento de seu contradomínio E. Se os valores da função são ` . i )=2= 3j eer) = 4 +3] + 9k ij 
números reais, referimo-nos à função como uma função com E A Figura 15.2 exibe estes vetores. $75 
valores renis, ou função escalar. Estudaremos aseguir funções i (b) O quad E " A UB 
com valores vetoriais, denotadas por Y (ou.por); os valores - 1 a Ze E exibe os vetores r(f) que então em wm. ^ (i 
dessas funções são vetores. ` REECH 
-—€ “Plano que contém - |: Com onentezero .|. Valord l à 
D o Geet ponentezero .]. Valor er (i) ere c 
efinição (15.1) d OCH uo dE o or D e 
i Piano componente-k t=0 r(0) 2 i—- 4j 
az ; $ "m , 3 
O contradomínio de r na Definição (15.1)-consiste em : Planoyz componente tal D EK itk 
todos os vetores possíveis vi, para t em D. Na Figura 15.1, o Planos P E 
P domínio D é um intervalo fechado; entretanto, D pode ser SS Sotaponentod fud 1(2) « 3i 4k 
T qualquer conjunto de números reais, Esbogamos também o He D)=-itdk 
vetor posição de r(). No futuro, não faremos distinção entre o T 3 
vetor x(f) em V, e seu vetor posição OP. Assim, esboçar r(1) ` EXEMPLO 2 


Seja nt) = Q 40i C4 60] +G +30 tem R 
Como as três componentes de UD são determinadas uni- (a) Esboce r(0), r(1) e r@). 
pipe] vocamente para cada £ em D, podemos escrever S 


vo = fü) a0 Mk 


onde f, ge h são funções escalares com domínio D. Reciproc: 
mente, uma fórmula deste tipo: para x(9 defineuma funçã 
lores vetoriais. Temos, pois, o seguinte: * - ` 


^ s) en 
O. significará esboçar OP. O ponto terminal P de OP é chamado 
T ponto terminal de r(). $ 
m 
^ D s É 


(b) Descreva graficamente o conjunto de todos os pontos ter- 
minais de r(). 


Figura 15.1 SOLUCÁO 


(8). Façamos f « 0, Le 2 na fórmula de r(f), como segue: - 


1(0) = 9 --4j+3k 


Teorema (15.2) TEE 


r(2)=1+8j] + 9 
Estes são os vetores OA, OB e OC da Figura 15.3. 


4Q, 3,1) 
EXEMPLO 1 : 


Seja rt) = (t+ + (6-4) + fk, tem R. 
(8) Esboce (D) er). Sr 


(b) Ache os vetores rG) que estão em um plano coordenádo. " Figura 15.2 
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AQ, A 3) 


Le 


=p 


Figura 15,3 


, (b) Se P(x y, 2) é o ponto terminal de r(£), conforme indicado 


na Figura 15.3, então 
1294 y==d+61,2=3 +31 tem RR 


Pelo Teorema (14.34), estas são equações paramétricas da reta 
1 por A(9, — 4, 3) paralela ao vetor (^ 4, 6, 3). Como (- 4, 6, 3) 
corresponde a AB, vemos que os pontos terminais de 1(0, 
coincidem com a reta À 


Os pontos terminais de r(/) no Exemplo 2 determinam uma 
teta É em um sistema coordenado xyz. Em geral, os pontos 
terminais de 


(O =K + gO +AA 


onde as funções escalares f, g e ht são contínuas em um intervalo 
I, definem uma curva no espaço (ou simplesmente curva) — 
isto é, um conjunto C de ternos ordenados OO), St, bn. O 
gráfico de C consiste em todos os pontos PU (0), (t), AO) em 
um sistema coordenado xyz que cortespondem aos ternos orde- 
nados. (Tal como no caso de duas dimensões, diz-se indiferen- 
temente gráfico de uma curva, ou curva.) As equações 


x=f0,y= 800,2 =h(9; tem? 


são equações paramétricas de C. C é uma curva parametri- 
zada e as equações constituem uma parametrização de C. A 
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Az 


PCR, 80,10) 


wr 


Figura 15.4 


Figura 15.5 


orientagio de Céa direção determinada pelos valores crescen- 
tes det. 


Definem-se as noções de pontas terminais, curva fecha- 
da e curva fechada simples exatamente como no casad 
curvas planas (ver Seção 13.1) Uma curva 1 C é suave se admite 
uma parametrização suave: x=f(0, y = eh z= hA) 5 co d 
f? g? eh! contínuas e não simultaneamente zero (isto é, 
simultaneamente zero para nenhum, o exceto possivelmênt 
extremidades. Uma curva suave não tem pontos angulosos, 
pontos de reversão nem interrupções. Define-se uma curva 
parcialmente suave tal como na Seção 13,1: 


Se r(2) = Ai + gO + bk, com f, g e fr contínuas em um 
intervalo f, então, conforme ilustrado na Figura 15.4, quando £ 
varia em /, a. extremidade de r(£) traça a curva C com parame- 
trização 


x= fih y =8(0,2= temi 


Referimo-nos a C como a curva definida por r(r). Na Seção 
15.3, utilizaremos esta representação vetorial de C, tendo £ como 
o tempo, para descrever o movimento de um ponto P na espaço. 


Uma cúbica reversa é uma curva com parametrização 
xat y s EEN 


onde a, b e e são constantes n&o-nulas. O caso especial a = 1, b 
=1ec=162 curva determinada por r(ġ no próximo exemplo. 


EXEMPLO 3 


Seja vU = å + £j Pls £2 0, Trace a curva C definida por 
e indique a orientação. 


SOLUÇÃO 


As equações paramétricas de C são 
TEEN 
Como x, y e z são não-negativos, C está no primeiro octante, 


Para visualizar o gráfico, eliminemos o parâmetro dus duas 
primeiras equações, obtendo y =x, Isto implica que todo = 
P(x, y;2) de C também pertence ao cilindro parabólico y = 


Eliminando o parámetro dex=te z = É, obtemos z = 2º, 
que éa equação de um cilindro de diretrizes paralelas ao eixo- e 
A curva C é a intersecção dos dois cilindros y =° e z = x, 
conforme exibido na Figura 15,5. E 


Cap. 15 


La 1 


(2,0, 5231) 


H 


Figura 15.6 


(a,0,0) 


Ge 


(0.055 


Em t = 0, o ponto terminal P(x, y, z) do vetor posição de 
E(£) € (0, 0, 0). Ao aumentar t, o ponto terminal traga a curva C, 
passando pelos pontos (1, 1, 1), (2, 4, 8), (3, 9, 27) etc. As setas 
na figura indicam a orientação de. C. Note que ) cresce mais 
rapidamente do que x € z.cresce mais rapidamente do que y.. 
Assim; em t = 10, o ponto terminal do vetor posição é (10,100, 
1000). . 


J EXEMPLO 4 Seja ii = a = cos fi + a sen rj + bik para tz De 
2) constantes positivas a e b. Trace a curva C determinada por x(0, 


im e indique a orientação. 


SOLUÇÃO As equações paramétricas de € são 


xcacost,ycasent; zz bt; te 0 


Eliminando o parâmetro nas.duas: primeiras equações: (ver: 


Exemplo 2 da Seção 13.1), obtemos ` 


xy 


Assim, todo ponto P(x; y, z) de-C está sobre o cilindro circular: o 


224 y el, Quando t varia de 0 a 2, o ponto P parte de (4; 0,0) 

ese move pata cima, fazendo ao mesmo tempo uma revolução 

em torno do cilindro, conforme Figura 15.6. Outros intervalos-£ 

de amplitude 2x resultam em partes semelhantes da curva. As 
` setas indicam a orientação de C. 


A curva C.da Figura 15.6 é uma hélice circular.: 


Encarando V, como um subconjunto de V, que. consiste em 


todos os vetores cuja terceira componente é O, então 1) em. 


(15.2) pode ser escrito como 

r() =f Oi +e 
Neste caso, a curva definida por r(£) está no plano-xy. 
EXEMPLOS l i 
Seja rt) = 204 (8-200, 28122. 


(a) Trace a curva C determinada porr(t), e indique a orienta- 
cão. ` 


(b) Trace r(9 para t = -2 -1, 0,5, 2 
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C40) 
Figura 15.7 


x39? on? 


SOLUÇÃO . 

(a) Acurva C está no plano-xy e admite a parametrização 
x=2,y=8-2P;-2sts2 

‘Eliminando o parâmetro, vemos que C está na parábola: 

B y =B- Xx), ou y=8- dx? 

Os valores —2 s é s 2 dão a parte da parábola compreendida 


entre GA 0) e (4, 0) (ver Figura 15.7), onde as setas em C 
indicam a orientação. 


(b) Fazendot = —2, —1, 0, 2, 2 nafórmulade (2), obtemos: 
19) =-4 rei An 6j 


a + H 1(2) 4 


r(0) = 8j 


A Figura 15.7 exibe estes vetores: 


EXEMPLO 6 

Seja ati) = (Et cos Di + IESELEN 

(a) Trace a curva determinada por VU), e indique a orientação. 
(b) Esboce r(6)., 

SOLUÇÃO 

MA curva € está no plano-xy e tem equações paramétricas. 


zx-itosty-isntü0sts3m 


* Podemos admitir que tseja a medida em radianos de um ángulo-... 


Be escrevemos 
x «10 cos 8, y = 30 sen 0; 0 s B 5 3x 
Além disso, como. 


lg sen 9 . 
Y, 2 
PETET] tg 8 


“Ig cos O” 
decorre do Teorema (13.8) que podemos utilizar O para expres- 
sar (x, y) em coordenadas polares. Notemos em seguida que 

DTW ie cos? 0 + 10* sen” 8 
= 16º (cos 8 + sen? 6) = ie 


Figura 15.8 


Teorema (15.3) 


P=18 ou r=10 
(Note quer a -10,porquer=|(9]=0.) 


O gráfico da equação polar r= 18,050 s 31 é a parte da 


espiral de Arquimedes ilustrada na Figura 15.8 (ver Exemplo 5, 


Seção 13.3). A orientação é o sentido anti-horário, conforme 
indicado pelas setas. 


(b) Substituindo £ por 6, obtemos 
1(6) = (3 cos 6)i + (3 sen 6)j = 2.91 - 0.8] 


etraçamos r(6) como na Figura 15.8. 


Podemos definir 9 comprimento de uma curva C em três 
dimensões exatamente como o fizemos para as curvas planas na 
Seção 13.1. 


O próximo resultado é análogo ao Teorema (13.5). 


Se uma curva C admite uma parajnetrização suave 


fo, y zët, zs fk o stsb 


esec não se intercepta, exceto possivelmente em £a a e t= 
b, então o comprimento L de C é 


L ni VPE TOF FFO A 


p 
de 


po 


EXEMPLO 7 

Ache o comprimento L da hélice circular 
x=acosty=asent,z=bi;0sta2a 

SOLUÇÃO 


A hélice é a parte da curva da Figura 15,6 entre os pontos (a, O, 
0) e (a, 0, 2n b). Aplicando o Teorema (13.3), obtemos 
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La 


m 
af Ye 3 D dt 
H 


= 


af Ve arr e oer de 
t 


E 


ma Sen 1% + (a cos Or (bj. dt 


" 


n 


WEEN LU Se EC E 


, EXERCÍCIO 15.1 


Exercs, 1-8: (2) Trace os dois vetores indicados após 
a fórmula de r(7). (b) Trace, na musmo plano, a curva 
C determinada por r(1) e indique a orientação para os 
valores dados de 4, 


i r(9=34+(1-9ñy, 
(0), 10); tem R 
2 owns - nb e d. 
r(1 12s (20 
3 el ie ( 2, 
MD, rQ)-2sts2 
4 1(9=(2+c05Ni- (3 - sin dj, 
12), via 0 «1 s 2x. 
5 d)ss*0icQ—0iv(1 20k 
tC0,r(0)t2-1 
6 r()sti-3sen t +3 cos ik, 
r(0), qua) ¿20 
7 (0) =t+4c0s ij +9sin tk, 
E(0), (0/2); (2.0 
8 rs tan + sec rj +2k, 
1(0), r4); -/2 «t «1/2 


Exercs, 2-18: Trace a curva C definida por 1() e 
indique à orientação. 


9 (Quécosi+e senti; Osisa 
10 c(i) =2 cosh d +3 senh d; tem 
11 r() 2 die 28] 38s tem 


12 vn) = Pie Pj ils Osts4 


13 ËTT 
14 (0) s 6sen A + 4j +25 cos i; -2xs£s2x. 


tom R 


15 r} s (d dj + sen tk; tom D 
16 (s d - 26 + e'l; 
17 (9 -3sen(Di e (4— PP; Guias 


18 rs es pent: 


fem R 


Usis2a 


Exercs, 19-24; Ache o comprimento da curva para- 
metrizada, ` 


19 1254, DEE 230% Hetz? 
HEET y=tsent, zu teost Ostisl 
2Lrsgdonst, pd, date 
22 x21 


y=dsen3, zz4cosdG0xta2m 
21830,  y=ê, o 
2áxzi-20, y=4, 


28 Uma concho-espiral é uma čuva. C qui 
parametrização x =ae cost yaa 
zab etf tz 0, com a, be pt constantes. 


(a) mostre que € está no cone e = b^(? 4 y^); 
(b) Trace C paraa sbs depant 


(c) Ache o comprimento de C correspondente ao 
intervalo-t [0, v), 


26 Uma curva tem a parametrização 
` X= A Sen f Sen a, y =bsentcosa, 
ezecosttal, 


com a, b, ce œ constantes positivas. 


em ULTRIES 


298 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 15 


(a) Mostre que C está no elipsóide 28 Um retângulo pode ser transformado em um cilin- 

" S 2 dro unindo-se dois lados opostos e paralelos, A 

T E Easy figura mostra, à esquerda, um retângulo ABCD de 

de H d largura 2x, Une-se o lado AD ao lado BC, posicio- 

Mostre que C . nando-se então o ponto A em (1, 00) de modo a 

o) e EN EEN SE está em um plano Ke formar parte do cilindro 22 + y? = 1, ilustrado à 
direita. 


(c) Descreva S : 
e sehn C. (a) Se 1 é o segmento de A a outro ponto P no 


21 (a) Mostre que unta cúbica reversa x 2 al, y de, retângulo. e m é o coeficiente angular.de l, 
z= cf; t>0 intercepta um plano dado no má- mostre que, como curva traçada no cilindro, L 
ximo em trés pontos. admite a parametrizagio x = cos f, y = sen f, 
PEIUS n 
(b) Ache 9 comprimento da cúbica reversa x = Gl, E ; 
ys 3P, z= £ entre os pontos correspondentes (b) Usea parte (a) para mostrar quea curva traçada 
at=Det=1 no cilindro, com menor distância de (1, 0, 0) a 


outro ponto P, é uma hélice (ver Exemplo 4). 


18.2 LIMITES, DERIVADAS E INTEGRAIS 


Poderiamos definir o limite de uma função com valores vetoriais 
r utilizando o método €-5 análogo ao utilizado na Definição 
(2.4) (ver Exercício 41); todavia, cómo r(t) pode expressar-se 
em termos dei, j ek, onde as componentes são funções escalares 
fige h, é mais simples utilizar a definição seguinte. 
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ILUSTRAÇÃO... 


Assim, para achar lim r(A tomamos o limite de cada 


m 
componente de r(/). Podemos formular definição análoga a 
(15.4) para limites laterais. 


Figura:15.9 


Definição (15.5) 


lim a ro dl | 
fed, 12 tea 1^2 
=i 6p SK 
Se, em (15.4), 


lim O = ap Ii ga. € lim OR 


toa 
entáo 


lim: rt) = q d+ aj + ak, 


tea 


Füzendo'a asar vag Tak obtemos EN situação Du ilustrada na 
Figura 15.9; onde C é curve definida: por r() e.04:.€0 vetor 
posição de a. Quando£ endo para ajo. Fo ponto terminalP dex() 
tende;para A; isto €, x(/) tende: para: OA: 


Define-se a continuidade de uma Se vetorial r da 
mesma forma que no caso de uma função escalar. 


Segue-se que, se rG) = f (Di + SOU + AU, então r € 


. contínua em a se e somente se f, g e h são continuas ema. A 


` Definição (15.6) 


continuidade em um intervalo é definida na forma usual, 


função com valor 
y etoriais 1º definida por 


Soja ult 
a função 


“para todo ttal qi mite exista; 


Escrevendo 
m vi o r(t + AD — d 
A it A0 — KO] Ae 


EH 
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R Teorema (15.7) 


SAfPRAI 


então a Definição (15.6) tama a forma familiar das derivadas de 
funções escalares introduzidas no Capítulo 3. 


O próximo teorema afirma que, para achar v" (r), devemos 
diferenciar cada componente de r). ` 


DEMONSTRAÇÃO 
Pela Definição (15.6) `. 


vin = lim 112008 


A0 


aig Ani stt ADİ biz Ge Oie sti + kO 


A8 


A zKD, ADD,  h(tr AD > 
slim KE KD, , te 2 KOELE m SCH 


da 


Tomando o limite de cada componente, chegamos à conclusão 
do teorema. 


Se CU) existe, dizemos que y é diferenciável em t, Deno- 

tamos também as derivadas como segue: 
P = Dr) = Zei 
E de 

Podem-se obter derivadas de ordem superior de maneira 

análoga, Pot exemplo, se f, g e h têm derivadas segundas, então 
. P(A =f g (0j rh Pk 

EXEMPLO 1 
Seja vip = (la Dire + Pl 
(a) Ache o domínio de r e determine onde r é contínua. | 
(b) Acher'()er (0. 
SOLUCÁO 


(a) Como la não é definida se! =, odominioderéo conjunto 
de números reais positivos. Além disso, r é contínua em todo 
seu domínio, pois cada componente define uma função contínua. 
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(b) Aplicando o Teorema (15.7), temos 


ER H - 3e} + dk 


MO) a EI + 90 + 2k. 


O próximo teorema relaciona fórmulas de diferenciação 
para fanções com valores vetoriais, Note a semelhança cóm as 
fórmulas escalares correspondentes. 


Teorema (15.8) 


= wà) +Y) S 

: Gitt = M Ces 

qu) ER voj= 0 ef GI v() 

(Mj DOO rO: 


DEMONSTRAÇÃO 
Provaremos (iii), deixando as outras partes como exercício, Sejam 
ORO Ei 2D 
(A =g t SA + a 


onde cada função escalar f, e g, é uma fun 
t, Pela definição de produto escalar 


vi v() AOLO +AA 9 f (08,0 = J f 06,0) 


D * 1 
Coiseqüentemente 
E 3 
D,[u() vB) 2 D, Y f, (0 e, CO SC DI ( 2, (1 
AA) 


ket 


S A V, 0 8', O * ALOE (001 


= Eno ¿0 + » Posa 
e cud) er WI f 


EES 
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AZ 


€ 


SN 


Figura 1510 ` 


Go 
eg 


Para obter uma interpretação geométrica da derivada r"(f) | 


na Definição (15.6), consideremos 


x) =F (1 + gO + Mi, 


onde f, g e h são funções (escalares) diferenciáveis, e seja Ca: 
curva determinada por r(). Conforme Figura 15.101), se OP e - 


O correspondem a r() e r(t + Ai, respectivamente, então , 
Bj = OQ — OP corresponde a rG + AN -r() 

Logo, para qualquer real At diferente de zero, 
17 E? EN 
Ar PQ comesponde a eg it An — të 

Se At > 0, então (1/4)BD' é um vetor PR de mesma direção 


que. PO”. Além disso, se:D < Af < 1, então (1/49) > 1 e 
Ia > ICH. conforme itustrado-na Figura 15.106). 


¿ly 


42 


. Fazendo At > Or, Q se aproxima de P ao longo de C, e 
como PR está sobre a secante por P e Q, o vetor ER deve 
aproximar-se de um vetor que esteja na tangente a C em P. 
Discussão análoga vale se At < Q. Por esta razão, referimo-nos 
a (8 ou a qualquer de suas representações geométricas, como 
um vetor tangente a C em P. Representarentos P(Q sempre por 
um vetor com ponto inicial P sobre a curva C, conforme exibido 
na Figura 15.10(Hi). O vetor CU aponta na direção determina- 
de pela orientação de C. Por definição, a reta tangente a C em 
Péa reta por P paralela a (D. 


No caso bidimensional ei PU + g(0j, o vetor tangente é 


A0 - fis gi 
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Se PU « 0, então o coeficiente angular da reta por P paralela a 
PO E g (0/P (0 (ver Figura 15.11). Isto está de acordo com a 
fórmula no Teorema (13.3) obtida para tangentes a curvas 
planas. 


' EXEMPLO 2 
` Sejar()) «26 + (6— 44-2183. 


(a) Como r(f) está em Vy utilizaremos um planowy. As equa- 
ções paramétricas de C são 


p=My=Ê-4-2sts3 
Eliminando o parâmetro, vemos que C está sobre a parábola 


y= lao an 


Os valores - 2:5 £s 3 nos dãoa parte da parábola entre (- 4,0) 
e (6, 5) esbogada na Figura 15.12, na qual a orientação é da 
esquerda para a direita, 


(b) Diferenciando r()) = 24 + (F 4), temos 
r() =21+24 


. Fazendo t = 1 nas fórmulas de x(9 e CO), obtemos 


x(1) s 2i - 3j) 2 20-2 


Como dissemos, representaremos sempre CU graficamente 


tomando o ponto inicial como o ponto C que corresponde a t... 
` Assim, na Figura 15.12, o ponto inicial de r'(1) $0 ponto P(2;: 


= 3) que corresponde a t = 1. Como r'(1)- 2i + 2j, o ponto 
terminal de r"(1) 6 (2+2, (-3), 0u (4, - 1). Note que r'(1)aponta 
na direção determinada pela orientação de C. 


EXEMPLO 3 
Seja Ca curva de equações paramétricas 
" 2=(y=8 z= x0 ` 


Obtenha equações paramétricas da tangente a C no ponto 
correspondente a f= 2. 


(8). Traceacurva C determinada porr(/) e indique a orientação. : 
(b) Ache CU e esboce1(1) e SO). 

x = 
SOLUÇÃO 
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Figura 15.13 


Teorema (15.9) 


SOLUÇÃO 
A curva C é determinada por 
x() =4+ EN t20 


e é a cúbica reversa do Exemplo 3 da Seção 15.1 (ver Figura 
15.5). Pelo que já vimos, um vetor tangente a C no ponto 
correspondente a é é 


YO =i+2 + 3Pk 


Em particular, o ponto de C correspondente a t= 2 é e 48)e 
a vetor tangente é 


PO) =i+4j + 12k 


Pelo Teorema (14,34), as equações paramétricas da tan- 
gente correspondente são 


x=2+1y=4+42=8+ Dr temR 


Se r é diforenciável e se o módulo de v(/) é constante, 
digamos Dall = c para algum c, então a curva C definida por 
Y(f) está sobre uma esfera de raio c e centro em O, conforme 
Figura 15.13. A intuição geométrica nos diz que o vetor tangente 
w(i em um ponto arbitrário P de C é ortogonal ao vetor dis) de 
O a P. Provaremos isto a seguir, 


jável é e koli é Constante, entã d 
r() para todo: tüo dómfnio der. 


Ro E é 


DEMONSTRAÇÃO 
Se kl = e para alguma constante c, então 
ORO oe e 

e, portanto, 

Djx() vil 2 D, c 
Com o Teorema (15.8) (iii), obtemos 

KORKOREXOR OEL] 
ou. Aro 19] =0 
Logo, pelo Teorema (14.21), r(() e v'(/) são ortogonais. 


As integrais definidas de funções vetoriais podem definir- 
se cono segue. 


Cup. 15 Funções com valores vetoriais 305 


Definição (15.10) 


Teorema (15.11) 


Seja (0) = f (Di + gO + AOK, com E eeh pue em 
z bi. A integral definida de rdegabé .- 


próximo resultado é é SH ao teorema Seet ES cál 


Se RO é uma uia de e) em [a, bj, então ` ! 


EXEMPLO 4 
2 
Calcule f vi dt se e(t) = 1281 + 4j + Da Ly". 
E i " A 


SOLUCÁO 


Determinando uma antiderivada para cada componente de ON 
obtemos 


RG) =3di+ 2e} + la (t+ Dk 
Como RYO =r(0), decore do Teorema (15. nu que 


f r(t) de = R(2) — RO) 


= (481 + Zeil + In 3k) — (( 
= 48i 4 Ae — Dj fn 3 


A teoria das integrais indefinidas de funções vetoriais é 
análoga à desenvolvida no Capítulo 5 para funções reais. As 
demonstrações dos teoremas exigem apenas modificações se- 
cundárias, sendo, assim, omitidas. Se R(/) é uma antiderivada 
de r(¿), então toda antiderivada de r(7) tem a forma R() + c para 
algum vetor constante c; escrevemos 


[i0 de = E a e onde RA) = ai 
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EXERCÍCIOS 15.2 


Exercs. 1-8: Ache o domínio de r. (6) Ache r°(t) e 
em ? 


1 = VITA + VETT} 


2 ais 34 3 x()etgtie (P8) 


4 ii d'Vanmesend 5 äre 3k 
6 vii, Vi ET tek 

T vii diir ej ek 

8 r()e-In(1-2i 3 sen dt Ok 

Exercs. 9-16;-(a) Esboce, no plano-xp, a cutva de-.- 
terminada por r(£) e indique a orientação. (b) Ache 
x' (0 e trace dü e Go para o valor indicado de ¿. 

9 GEET t=2 

10 r() s e" e c5; t=0 

1 gü-doegzisent t=3m4- 


12 v() = 2 seci +3 tg tj; t= sdh, y] «202 
13 ve Pi 05; t=1,1>0 

1 rf) s Pi Pj ts-i 
i5r)eQi-ijs(a-n t=3 

16 v) 25i Pj: t=2 


Exexes, 17-20: A curva C é dada parametricamente, 
Ache equações paramétricas da tangente a C em P, 


17 x=22-1, yz-58*3, 228042, PU, - 2,10) 
18x-4Vf, y=Ê-IO, z=4/ P(8,6,1) 
DESEN y=te, ELITS DE 


20 x=tsent,  y-tcost. zt ` PQU20,nD) 


Exercs, 21-22: A curva C é dada parametricamente. 
Ache dois vetores unitários tangentes a C em P. 


Ax pue" is P +d P(A, 1,4) 
22 x=seni+2, y = cost,2=1, P(2, 1,0) 


23 Ref. Exercício 25, Seção 15,1, Mostre que a con- 
cho-espital tem a propriedade especial de que o 
ângulo de com o vetor tangente CO constante, 


- 35 x=é, bast, 


24 A hélice geral € uma curva cuja tangente faz 
ángulo constante com um vetor unitário fixo u. 
Mostre que a curva parametrizada por x = 3t — P, 

yz a6 2=30+ 0 tom Ré uma hélice geral, 
determinando um vetor apropriado u. 


25 Um ponto se move em uma curva C de modo que 


o vetor posição r(f) de P é igual ao vetor tangente : > 


vip para todo t. Ache equações paramétricas de 
Cetrace o gráfico. 


26 Um ponto se move sobre uma curva C de modo 
que o vetor posição rt e o vetor tangente rt) 
sejam sempre ortogonais. Prove que C está sobre 
uma esfera de centro na origem. (Sugestão: Mos- 
tre que DJ = 0.) 


: Exerci. 27-30: Calcule a integral: 


2 
WE J, (GP — ag + 3k) de 


3 Si + Si — 20) dt 
aa 
ai 
af (sen & — cos fj + tg Ik) de 
v 


30. É Lei + Vi + (P e 19 dt 
Exeres. 31-34; Calcule r(£) sujeito às condições dadas. 
31 ei Fi (6r 1) 8k, - 
i r(0)=21-3} +k 
32.11) = 2i - AP) 46 VE, 
HO) de Sj+3k 
33 (Q = Gti 1285 + & 


PO=i+ 2j -3k r(0)=7+k . 


34 1" (0) = 6 3j. 

r'(0) 24i -j +k, r(0) - 5j 
Exercs. 35-36: Se uma curva C tem vetor tangente 8 
em um ponto P, então o plano normal a C em P éo 
plano por P com vetor normal a, Ache a equação do 
plano normal à curva dada em P. 
"zs +4; PO 4) 


Fisenty=fcost z= P(n/2, 0, 1/2) 


36x 


eg 
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` Exercs, 37-38: Ache D. bag - vote D, (GE 


37 wt) e ti Pj Pk, Y) = sen i + cos ij 2:sen tk 
38 u()=2 +6 € P v) e eek 


39 Se ue v-sãó funções vetoriais que têm limites. 
quando t — a, prove: 


(2) im fal) + vil = Da 10) + lim v() - 
ts tea tra 

(b) lim [u(9 - v()) = lim u() > lim x) 
ded toa ta 

(c) lim cul) = c lim u(1) onde céum escalar. 


40 Se unia função escalar Fe uma função vetorial u 
têm limites quando t — a, prove que 


Tim: Ahul) = [ lim: O ] [ tim ut) ] 
4-80 bra: tagi 
41 Prove que Tim u(i = b se e somente se, para todo 
tr B 


ce: : 
E>0, existe um 8» O tal que lu(o) H <Esempre 


que O < |r = a] <:ó. Descreva:graficamonte.este + 


resultado: . 

42 Séuc v têm limites quando -> a; prove que ` 
lim fut) x vil = [ lim ui | x [ tim vii | 
m . En toa 

Exercs, 43-44; Se u e y são diforenciáveis, prove as 

regras para derivadas: 

43 D luto vil = "0 vm 


15.3 MOVIMENTO 


46 Se fe u são diferenciáveis com domínios conve- 


O movimento se verifica em geral em um plano, Assim é ong, ` 


44 D [u() x v(0] 2 u() x v) us Yo PU 
45 Se fe u são diferenciáveis, prove que 


DOU] - / Qo*(0 + P OO 


` nientemente restritos; prove a regra da cadeia 
Dutt = f 0 vo) 
47 Seu, y e w são diferenciáveis, prove que :: 


D, [u( - iis wi = ët v0 x vt] 


+ [u(0- (x wt 
+ bat e v) x wi) 
48 Se vi e u" (D existem, prove que $5 


D fuf) 0] fl (0. 


49 Seu e v sáointegráveis em [a, b] e c é um escalar, 
prove: 


(f puto vat - f DT Í v() dt 


of cult) dt m ef uti) dt 


50 Seu éintegrável em [a, b] e c pertence a V, prove 
- que 


foma fa 


e a 
wu f 


A 
ES 

+ — porexemplo, embora a Terra se mova no espaço, sua órbita jaz Kë 
em um plano, (Isto será provado na Seção 15.6). Para estudar o bai 
movimento de um ponto P em um plano coordenado, é essencial bol 
conhecer sua posição (x, y) atodo instante, Como de hábito, para & 1 


objetos em movimento suporemos que sua massa esteja concen- 


trada em P. Sejam as coordenadas de P dadas pelas equações 
paramétricas 


x=f0,y=80 
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EK 


com ¿em um intervalo 7. Fazendo 


v) = Oi « ei 


então, quando t varia em L a extremidade de t(/) descreve a 
trajetória C do ponto. Chamamos r(/) o vetor posição de P. 
Conforme Figura 15.14, representamos ` 


WR 


como um vetor tangente a C com ponto inicial P. O vetor CO 
aponta na direção dos valores crescentes de £ e tem. módulo 


teol- POT * (OF 


Seja tum número en, e seja P0 ponto C correspondente 
a t (ver Figura 15.14). Se C é suave, então, pelo Teorema (13.5), 
o comprimento de arco s(/) de C dePaPé 


H E ! 
a [PURA EO A = joia 
sò = f AFOF+ dt = f WOR de 
Aplicando o Teorema (5,35), obtemos 
i 
D, 150] = D, f, rat de = ki 
d 
Assim, |o] é a taxa de variação do comprimento de arco em 
relação ao tempo. Por esta razão chamamos [[r'())| módulo da 


velocidade do ponto. O vetor tangente r'(t) se define com a 
valocidade vetorial do ponto P no instante £, e o vetor TI éa 


aceleração de P. Tal como no caso de r'(£), representaremos ` 


x”'(9) graficamente por um vetor com ponto inicial P. Na maioria 
dos casos, CT está dirigido paca o lado côncavo de C, confor- 
me ilustrado na Figura 15.14. à 


A próxima definição resume o assunto e introduz os sin- 
bolos v e a para a velocidade e a aceleração. . 


^ 
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Definição (18.12) 


Seja et d yj ÉIER + SCH, o vetor posição de um ponto 
- P(x, y) em movimento enrum plana-x, onde £é o tempo e 
fe g têm derivadas primeira e segunda. A velocidade 
vetorial;a velocidade é a aceleração de P instante 


EXEMPLO 1 

O vetor posição de um ponto P que se move cm um plano-xy é 
rO=(P+8i+éj,05tx2 

(a) Ache a velocidade e a aceleração de P no instante 4 

(b) Esbocea trajetória C do ponto, juntamente com v(1) e a(1). 

SOLUGAO 

(a) A velocidade e a aceleração são 


vi Die QU Du IB ea( = 


0 0,5 1 15 2 
0 075 a 37 . 6 
D 0,125 1 3375 8 


Marcando os pontos e levando em conta a continuidade dos compo- 
nentes escalares de r(/), obtemos o esboço de C na Figura 15.15. 
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Em £z 1, 0 ponto está em P(2, 1) com 
2r)s3ie3i 2-206 
P3). v(1) =(1) 23i 3jen(1) = 170) 221 € 6j 


A Figura 15.15 ilustra esses vetores. 


ARO + 


x EXEMPLO 2 


uma velocidade constante v, o vetor aceleração tem módulo 
ba constante v/k e é dirigido de P para o centro do círculo. 


Figura 15.16 SOLUCÁO 


Suponhamos que o centro do círculo seja a origem O em um 
plano-xy, e que a orientação seja anti-horária. Suponhamos 


ainda que, no instante t = 0, o ponto P esteja em A(k, 0) e que 8 - 
scjá o ângulo gerado por:OP:após:t- unidades:de:tempo; (ver > 


Figura 15.16). Como P percorre o: círculo conx.velocidade 


constante, a taxa de variação de Dem relação a t (a velocidade. 


angular) é uma constante qo Assim, 


do S 
aer ou dB ood 


A integração dá 
Toe-Tedang- re 
para alguma constante €. Como 8 = 0 quando £= 0, vemos que 
€: 0, isto é, 8 = «x. Assim, as coordenadas (x, y) de P são 
x=kcos ty y = ksenot E 
co vetor pasição de P é 
r(9 = k cos coti + ksen oij 
Ay Conseqiientemente, i 
«(9 2 1() =- eksen od + wen oj 
a(d = x" (i) =— ak cos wti — wk sen orj 


e então 


" 
d a(f) - — wk cos wti + k sen oi =~ rf). 


Isto mostra que a direção do vetor aceleração a(f) é oposta à de 
rä e, assim, a(f) está dirigido de P para O, conforme Figura 
Figura 18.17 15,17, que também apresenta o vetor velocidade v(i). 
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Mostre que, se um ponto É se move em um círculo de ralo ka ` 


O módulo de a(f) é 
lol = ero] = 04 reg] =" 
que é uma constante. Além disso, 


DÉNG = VC Oky sen ot + (Ok) cos oi = Vok = ok 


e, então, = v/k. A substituição na fórmula Dat = uk nos dá : 


o módulo constante.: > 


GE 


. Ovetor aceleração a(f) no Exemplo 2 é chamado vetor de 
aceleração centrípeta, e a força que produz a(f) é uma força 
centrípeta.: Note que o módulo ja(f)] = v'/f aumenta se aumen- 


tarmos vou reduzimos k, fato evidente para quem quer que tenha: 


amarrado um objeto à.ponta de uma corda, fazendo-a, girar 
segundo uma trajetória circular. É 


Nosso estudo do movimento pode estender-se a um ponto ` 
P que se:move-em- um sistema: coordenado tridimensional. + 
Suponhamos que as:coordenadas de P no instante t sejam (f (D)... 
SC, Mm, com f, g, h definidas em um intervalo 7. O vetor ` 


posição de P é ; 
o äs Ft reit hk 


„Ao variar £, 0 ponto terminal P de r(£) descreve a trajetória. Tal 


cómo na Definição (15.12), a derivada r"(/), se existe, é o vetor.- 

velocidade v(/) no instante £e é um vetor tangente a C em P, O... 

vetor R(8) HI é a aceleração no instante t. v(t) é o módulo: 
* Jiv(O [| da velocidade e, como no caso de duas dimensões, é igual 
, Ataxade variação do comprimento de arco em relação ao tempo... 


EXEMPLO 3 


O vetor posição de P é (9) = 2t + 30 + Pk, 0sts2. Achea 
velocidade e a aceleração de P no instante t. Esboce a trajetória 
de P e exiba v(1) e a(1). 


SOLUÇÃO `. 
A velocidade e a aceleração são 
vÐ =P (9 =21+ 6t + 3Pk e af) = r) = 6] + 6tk. 
Emt=1, o ponto está em P(2,3, 1) e 
v(1) = 2i + 6j +3k e a(1) = 6j + 6k. 
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Figura 15.18 


Figura 15.19 


Segunda tei de movimento de 
Newton (15.13) 


A Figura 15.18 mostra estes vetores e a trajetória do ponto. A 
trajetória é uma cúbica reversa (ver Exemplo 3 e Exercício 27 
da Seção 15.1). 


No estudo do torque no fim da Seção 14.4, vimos que o 
produto vetorial de vetores é utilizado na investigação do movi- 
mento rotacional, O exemplo seguinte é outra ilustração do fato. 


EXEMPLO 4 


Um ponto P gira em torno do eixo-z em um círculo de raio k 
situado em um plano z= A, conforme Figura 15,19, A velocidade 
angular d0/dt é uma constante o. O vetor w = ok dirigido 
segundo o eixo-z e com módulo a é a velocidade angular de 
P. Mostre que a velocidade v(7) de P é o produto vetorial de o 
e de vetor posição r(t) de P. 


SOLUÇÃO 


Estendendo o Exemplo 2 a três dimensões, vemos que o movi- 
mento de P é dado por 


1() = k cos xd + k sen ou] + Akk 
Aplicando a definição de produto vetorial, temos 
i i k 
€ x) 0 0 o 
de cos ot. k sen ot h 


= -ok sen ori + wk cos oj = rio) = v() 


A lei seguinte é utilizada com frequência no estudo de 
objetos em movimento, 


A força Y F qué atua sobre um obj to de mei constánte” n 
tá relacionáda coma acelera ado objeto como segle: 


Fama 


No próximo exemplo aplicaremos (15.13) para determinar 
a posição de um objeto que se move próximo à superfície da 
Terra apenas sob a influência da gravidade, isto é, desprezam-se 
a resistência do ar e outras forças que poderiam afetar a acele- 
ração. Admitiremos também que o solo é plano e que a curvatura 
da terra não influi na trajetória do objeto. 
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ay 
P(s,y) 
Ya ' g 
(0,49) WM 
o 
Figura 15.20 


- SOLUÇÃO 


EXEMPLO 5 


Lança-se um projétil, com velocidade inicial v;, de um ponto Jig 
metros acima do solo. Se a única força que atua sobre o projétil 
é causada pela aceleração gravitacional g, determine sua posição 
após £ segundos, ` 


Introduzamos um plano-xy, conforme Figura 15:20, o: 
Zo ponto de onde o projétil é lançado. Denotemos por P(x, » à 
posição do projétil após é segundos, e seja r(£) o vetor posição 
de P. Como g atua na direção para baixo, 


£=-8 ellell = g=9,8 m sec 


Pela segunda lei de Newton (15.13), F = ma, onde a é a 
aceleração do projétil. Na situação presente, ma = nig, ou a = gr, 
o que conduz à equação diferencial vetorial. 


iUo-g 
A integracáo indefinida dá 
v()ztgtc 


para algum vetor constante c, Como OO) é a velocidade na 
instante t, 


vas (0) m ec 
e então (À =g + Yg 
Por integração indefinida, 


ng = iig tm +4 


para algum vetor constante d. Como 1(0) = / 
(15.20), segue-se que d = fj. Consegitentemente 


1) = 348 + e di 
Como g =~ gj, podemos também escrever 


e(O = (irg hg) er, 


EXEMPLO 6 


Suponhamos, no Exemplo 5, que o projétil seja lançado de O e 
que a vetor velocidade inicial y, faça um ángulo o com a 
horizontal. 


ACAD XE 
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Wé (a) Escreva equações paramétricas e uma equagño em x e y para Utilizando a segunda equação paramétrica da parte (a). obtemos 
a trajetória do projétil. a distância d(O, D) de O a D: 


Zu, sen oO vi sen Za 
46) esa (tni). denia 


Em particular; o alcance do projétil atingirá seu valor máximo Pu 
Vi/gsesen 2o = 1 ou q = 45º, 


P(x,y) 


(b) Ache o alcance do projétil — isto é, a distância horizontal 
que ele percorre antes de atingir o solo. Qual o alcance máximo? 


(c) Ache a altitude máxima alcançada pelo projétil. ::. + 
: SOLUÇÃO ^" 


EA 


Figura 15,21 


(a) A Figura 15.21 ilustra este caso especial no Exemplo 5. Um 


(c) Diferenciando r(£) (ver GU, obtemos o vetor velocidade 
vetor unitário u de mesma direção que v, é 


vis CU = (v, cos aJi (7 gt + v, sen OH 
Na altitude máxima, este vetor tangente à trajetória do projétil. . i 
é horizontal, isto é, o componente-j é zero. Isto nos då i 
t = (vy sen OS. Podemos também chegar a este resultado to- 


mando a metade do tempo necessário para o projétil alcançar D. - 
Levando:este: valor-de-t'na equação paramétrica: de: y obtida na: 


u= cos ui + sen uf 


Assim, se Wull = vy então v, = vn = (14 cos a)i + (1 sen ol, 


Aplicando a fórmula de r(/) obtida no Exemplo 5 com A; = 0, 
obtemos: 


i GS El e dv cos: o (9, sen eJ 
= ra cos: of a (Tg An sen ay. 
Logo,as equações paramétricas da trajetória do;projétil são: 
x = (v cos a), y e ig? + (v, sen ak 


Eliminando o parâmetro chegamos à seguinte equação em 
coordenadas retangulares: 


uL. : 
Y 2v3 cos? «^ * (g oe 


Isto mostra que a trajetória dó projétil é parabólica. 


(b) Para achar o alcance do projétil, devemos determinar o ~ 
ponto. D na Figura 15.21 em que ele toca o solo: Como a: 


coordenada-y de D € 0, façamos y = O na segunda equação 
paramétrica da parte (a) e fatoremos, obtendo 


(¿gt + v, sen a) = 0 
Assim, ou 
t=0 ou -igt + v sena =0 
Segue-se que o projétil está em O se t =0 e em D se 


" 2v, sen c 
38! = YQ Sen d, OU. e mrm 


` parte (a) obtemos: 


i 


d 


28 
EXERCÍCIOS 15:3: - 


v sen 


d 


Zeen? 
yasema) Geo 


"e Sen al 


Exeres. 1-3: seja r(f) o vetor posição de um ponto 
móvel P. Esboce a trajetória C de P juntamente com 
v(i) e aft) para o valor dado de f. 


1 M)=20+(42 +1): NEE 
i x0 «(4-9 38; ETE 

3 r() =send+4 cos 24; tanb 
4 Vize A+ 2sen tj; t= Zelt 
5 1 =cos d + sen ij + tk; me 
6 rs4snüs2gs9cosfh; ` ER 
7 H= j+ De Cast 
vital rei 


Exeres, 9-16: Se r(t) é o vetor posição de um ponto 
móvel P, ache a velocidade, a aceleração e o módulo 
da velocidade no instante dado t. 


-3 
t1” 
30 (0) = VEI e Go VO Le d 
H (hadie t=0 


9 DEG fe 3 


321072846]; m 
33 1(0) « e'(cos i + sen 4] + k); re sti 
34 1() ee d sen d + dt); m 
A5: E (Le Di + Z+ (2430k; (ei 
16 x() 220 +j +98 122 


17 Se um ponto se move com velocidade constante, 
prove que os vetores velocidades e aceleração são 
ortogonais. (Sugestão: Ver Teorema (15.9). 


18 Se a aceleração de um ponto móvel é sempre 0, 
prove que o movimento se processa ao longo de 
umareta. 


Exercs, 19-20; Resolva, utilizando os resultados do 
Exemplo 2 e 6.300 quilômetros pára o raio da Terra, 


19 Um foguete está em órbita circuler a 240 quilômetros 


acima da superfície da Terra, Aproxime: (a) sua velo- * 


cidade, (b) o tempo necessário para uma revolução, 


20 Um satélite está em órbita circular. Se o tompo 
necessário para uma revolução é 88 minutos, apro- 
xime a altitude do satélite. 
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Exercs. 21-24: Resolva, usando os resultados do 
Exemplo 5. 


21 Um projétil é lançado do sola com velocidade 
inicial de 456 m/s e ângulo de elevação de 30% 
Determine: 


(a) a velocidade no instante £ 

(b) a altitude máxima 

(c) o denne 

(d) a velocidade com que o projétil ainge o solo 


22 Faça o Exercício 24 para um ángulo de elevação 
de 60º... 


23 Um jogador de beisebol langa a bola a uma distán- 
cia de 100 metros. Sea bola é liberada a um ângulo 
de 45" com a horizontal, ache sua velocidade 
inicial. 

24 Um projétil é lançado horizontalmente com uma 
velocidade de 550 nus, de uma altura de 300 
metros acima do solo. Quando atingirá o solo? 


25 Para testar a capacidade de resistir a forgas-G, um 
astronauta é colocada na extremidade de um dis- 
positivo centrífugo (ver figura) que gira a uma 
velocidade angular o. Sc o braço tem 9 metros de 
comprimento, ache o número de revoluções por 
segundo que resulte em uma aceleração oito vezes 
a da gravidade g, (Use Il = 9,8 m/s”) 


26 As órbitas da Terra, de Vênus e de Netuno são 
quase circulares. Com as informações abaixo, es- 


time a velocidade (média) de cada planeta, a me- 


nos de 0,1 km/s. 


E Período | Distância do sai 
- Planeta | (dias) ` (10 km) 
Terra 365,3 149,6 
Vênus | 224,7 108,2 
Netuno | 60,188 4498 


27 Um satélite se move em órbita circular em torno 
da Tercá à uma distância de d quilômetros da 
superfície da Terra, A magnitude da força de 
atração Y entre o satélite e a Terra é 


mM 
(R + dy 


{ell = 6 


ondem éa massa do satélite, M é a massa da Terra, 
R é o raio da Terra e G é uma constante gravita- 
cional. Use os resultados do Exemplo 2 para esta- 
belecer a terceira lei de Kepler para órbitas 
circulares: 

mr E 

Par dy 

onde Té o período do satélite. (Sugestão: fr! 
também é dada por ze) 


28 Ref. Exercicio 27. Se o período de um satélite é 
medido em dias, a terceira lei de Kepler para 
órbitas circulares pode ser escrita T? = 0,00346 
[ARI 


(a) Umsatélitese move em órbita circular a 1.600 km 
acima da superficie da Terra, Admitindo que 
oraioda Terra seja de 6.300 km, estime o período 
da órbita do satélite a menos de 0,01 hora. 


(b) Em uma órbita geossfhcrona, um satélite está 
sempre na mesma posição em relação à Terra, 
istoé, o período do Satélite é de um dia. Estime, 
a menos de 1 km, a distância de tal satélite à 
superfície da Terra, (Informações deste tipo 
são necessárias para posicionar satélites de 
comunicacio.) 
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Exeres. 29-30: Resolva, utilizando os resultados do 
Exemplo 6. 


29 Um arremessador lança uma bola de um ponto a 
1,50 macima do solo e a 17,5 m da placa-alvo a uma 
velocidade de 160 ko, Se a gravidade não influfs- 
se abola seguiria uma reta epassariaa 1,20 macima 
dn placa, conforme figura. Determine a queda d 
causada pela gravidade, 


17,5 m 


eet Y 
aÑo i Artemessador 
15.4 CURVATURA 


Vetor tangente unitário (15.14) 


` Vetor unitário normal 
principal (15.15) 


ves 
180 a e | 


30 Um jogador de um time de rugby lança um passe, 
liberando a bola a um ángulo de 30º com a hori- 
zontal. Aproxime a velocidade com que a bola 
devo ser liberada para chegar 20 técebedor 45 m, 


campo abaixo, (Desprezar a resistâiicia di 


31 As tesouras verticais de vento o 
da atmosfera são de grande i 
aviões durante a decolagem o 
Define-se a tesoura vertical 

~ onde v éa velocidade do vento e fr é 4 altura acima 
do solo, Durante rajadas fortes de vento em certo 
aeroporto, a velocidade do vento (em mithás/hora)- 
para altitudes fi entre 0 e 60 metros é estimada em. 


v = (12-4 0,006475 + (10 + 0,0054 y 


Calcule a magnitude (módulo) da tesoura vertical 
de vento a 45 metros acima do solo, 


Quando um ponto se move sobre uma curva C, pode mudar de 
direção mais, cu menos, rapidamente, dependendo de quanto a 
curva vire, Para medir a taxa à qual C vira, ou muda de formi, 
utilizamos a noção de curvatura, Se v é uma função vetorial c a 
curva C determinada por r(t} é suave, então CO) é um vetor 
tangente a C que aponta sempre na direção determinada pela 
orientação de C. Se 1?(/) « 0, define-se como segue o vetor: 
unitário tangente Y(9a C: SE 


Como fE] = 1 para todo 4, vemos, pelo Teorema (15.9), 
que, se Pë diferenciável, então TO é ortogonal a Tu). Defi- 
ne-se o vetor unitário normal principal N(f) a C como'o vetor 
unitário de mesma direção que T'(/: 


Ás fórmulas (15.14) e (1545) aplicam-se tanto a curvas planas 
como a curvas no espaço, 
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Ao representar T() ou N(9 por segmentos orientados, 
tomamos o ponto inicial no ponto P de C correspondente a t, 
conforme ilustrado na Figura 15.22, onde utilizamos o símbolo 
£ de ángulo reto para frizar que MO e TO são ortogonais. Como 

. o vetortangente Cd aponte na direção dos valores crescentes :.. 
de t, o mesmo acontece com T): 


TO 


» EXEMPLO 1 
E d Seja C a curva plana definida por r() = Pira. "= 


Figura 1522 i (a) Ache os unitários T() e MO) da tangente e da normal, 
(b) Esboce C, T(1) e NC). 
SOLUÇÃO 


(a). Por (15.14) com r'().=28 +3, 


(4,0,0) š 
Figura 1524 


B ia 2t. 1 1. 
TO e cr ado ait ag gal 
Difeienciando os componentes de-T(2), obtemos. ; 


: At: 
A Peq at DRESS T E 


il (6-20) 
É fácil verificar que 
[rol = 


Aplicando (15.15) e simplificando, obtemos 


zu +1 
N() = “rat 24) 
(b):O ponto P correspondente a (= 160,0. Substituindo, .:- <, 
I POEM 

TO) = q +D e NO = gpl- a) 

Pára verificar a ortogonalidade de T(1) e N(1), mostramos que - 


TO) NG)=0.A Figura 15.23 é um esboço desses vetores e da 
* curva (uma parábola). 


EXEMPLO 2 


Seja C determinada por 


SOLUÇÃO 


A curva é a hélice circular de raio 4 da Figura 15.24 (ver 
Exemplo 4, Seção 15.1). Diferenciando r(t) e aplicando a Defi- 
nição as. 14), obtemos: . 


r) = -4 sen + 4 cost 33K 7 


ley = vio sen t+ d6cos T+) = VIG Y 9 - V25 =5 
3 ze aa A 
TO = Fa a r()--. É sem üt GER 
Diferenciando Ts utilizando a Definição (15.15), obtemos 


TO = ut cos f = sen $ 


frate 


HE > cos tá emm 8 


(a 


` Pareverificat:a ortogonalidade de THe NG); mostra-se. que: : 


"TO: Mier. 


A Figura 15.24 exibe vetores unitários típicos TO e NO. 
Note-se que a normal principal N(/) à hélice circular 6 sempre 
paralela ao planowy e apontá para o eixo-z. 


. Para definir a curvatura, começaremos com as curvas: 
planas. As curvas reversas, ou curvas no espaço, serão conside- 
tadas mais adiánte. 


"Uma curva plana suave C admite muitas parametrizações 


` diferentes. Às vezes € conveniente usar: como parâmetro o=.. - 


comprimento de arco medido ao longo de C. Conforme Figura 


* 15,25, seja A um ponio fixo de C e denotemos por s o compti- 


- - mento do arco ÁP de A a um ponto arbitrário P(x, y) de C. 
Suponhamos C dada parametricamente por 


x= f (9), y = g(s); s= comprimento de AP 


Assim, a cada valor de s corresponde um ponto P(f (s), g(s)) em C 


que está a s unidades de A, medidas ao longo de C. A orientação ` 


de C é determinada pelos valores crescentes de s. Chamaremos s 


Figura 15.23 : (H 4 cos fi +4sen ý + 3, t2 0 


Esboce C e ache De NG). 


Figura 15.25 


> 0 parámetro comprimento de arco, para a curva C, 


A próxima definição resume o que acabamos de dizer. 


PO 


SST 


epes 
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Definição (15.16) | Umayariávels é um parâmetro comprimento de arco para 


| uma curva C se existe uma parametrização ` ` 


ES que's seja a comprimento de 
curvaao ponto P(x, y). 
` rizat 


fixo A na 


As equações parámétricas con 


por comprimento de ar 


Figura 15.26 


i 


EXEMPLO 3 


Ache uma parametrização por comprimento de arco para O 
círculo x? & y! =/2,h>0. 


SOLUÇÃO 


» Sejam A(k 0) o ponto fixo da Definição (15.16) e P(x, y) um 
* ponto arbitrário do círculo. Denotemos por sa comprimento do 


arco circular À P, medido em sentido anti-horário de À a P (ver 
Figura 15,26). Se 8 é a medida em radianos do ângulo AOP, 
então as equações paramátricas do círculo são 


x=kcos0,y=ksenB;0sUs2a 
Por (1.14), 


ze kB, ou ER 


Como «s s 2xk corresponde a O s 8 < 27, uma parametrização 
por comprimento de arco para o círculo é 


xa k cos E, y = sen D; O 2n 


Tomando um ponto fixo diferente, poderíamos obter ou- 
tras parametrizações por comprimento de arco. 


Nas instruções para os Exercícios 49-52 encontra-se um 
método geral para obter parametrizações de curvas por compri- 
mento de arco. É um método bastante fastídioso, no mínimo. 
Entretanto, como veremos, há grande conveniência em traba- 
lharmos com tais parametrizações. 


Se uma curva C admite uma parametrização por compti- 
mento de arco como na Definição (15,16), então o vetor posição 
do ponto P(x, y) de C é 


xs) «xl yj s Hale sta 
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o 
Figura 15:27 


f ' z 2 É T 
> ve ETA. 


Definição (15.17) 


Diferenciando em relação ao parimetro comprimento de 
arco s obtemos um vetor tangente a C, 


` org zl + 2 = Poi gj 


O módulo de ta é 


onde aplicamos (13,6). Assim, para uma dada parametrização 
por comprimento de arco, v(s) é um vetor uüitário tangente a 
C em P. Tal como em (15.14), com £ = s, denotaremos por F(s) 
este vetor tangente unitário, 


Para cada valor de s, seja O o ángulo entre "T ei, 
“conforme ilustrado na Figura 15,27, Note-se que o ángulo 0 é 
função de s, pois T(s) é função do s, Podemos usár a taxa de 
variação d0/ds de 0 em relação a s para medir o quanto a curva 
C muda de direção nos vários pontos. Suponhamos üm ponto P 
que se move ao longo da curva C na Figura 15,28. No ponto R, 
a curva muda de direção gradativamente, e o ângulo 0 entre T (s) 
e i muda lentamente, isto é, |d9/ds] é pequeno. Em Q a curva 
muda de direção bruscamente, e J0/ts| é grande; Com estas 
observações, motivamos a próxima definição. 


` Para a curva da Figura 15.28, a curvatura é relativamente... 
pequena nos pontos.R eS, e é grande em Q e V. Os dois próximos 
C exemplos constituem ilustrações da Definição (15.17). -.. 


EXEMPLO 4 


Prove que a curvatura de uma reta / é zero em qualquer ponto 
del. 
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SOLUÇÃO ` | (i) mëi ou O=arcigy” 
Conforme Figura 15.29, seja A um ponto fixo del, e seja s = Pela Definição (6,16), a função comprimento de arco s pode $ 
dA, P). Como o vetor tangente unitário T(s) a Test sempre em definir-se por ` 
Lo ángulo 6 é o mesmo para todos; isto 6, 8 é constante. Logo, » . j 
“Bla Gu EE p 
ko |. lo] = 0 : E P 
. onde a é a coordenada-x de um ponto fixo À de C. Se vi" existe, 
o e - entäo;pele regra da cadeia, 
Figura 1529 EXEMPLO 5 dB Rds dë. dëi 
Prove que a curvatura em qualquer ponto de um círculo de raio < i dx ds dx de — ds/dx E 
ké 1 k. ` É E Logo, pela Definição (15.17), S NE 
ño i 
SOLUGCA S . e g.|21. | gras 
mm Conforme Figúra: 15:30, adimitimos:que:o: :cficulo:tenha:seus s: T NI : ds ds/dx 
` centro.em O, que AC: 0) seja um ponto:fixo;.e:que:o"ponto. Pit 3 É : P E E " i 
estejá no:primeito: quadrante; Seja; s; o comprimento:do apen pec. ; Poder: Perser ds equações (1) e Dem 
“AP. Seo. éd medida em radianos.do ângulo: POA; então: : S do. d , pre 
l : E7 E le Tags 
Sm Ft Qus Quo Gë se 
i Ss ds di d " 
. EUG VET Q VE MS A 
A(k,0) ¥ ` Referindo-nos à Figura 15.30, e levando em conta o fato de gu de ds WI MER E 


"T(s) 6 ortogonal a OP, vemos que A substituição em (3) dá o seguinte teorema, 


S WEE Ei ' Gees 
Figura 15.30 2 k Teorema (15.18) |: 


Diferenciando, obtemos 


Logo, K = Ei E . EXEMPLO 6 


Esboce o gráfico de y = 1 — x^, e ache a curvatura nos pontos 
(Œ y) (0,1), 1,0) (2,-3). 


- SOLUÇÃO 


. Note, pelo Exemplo 5, que, à medida que o raio k deum 
círculo aumenta, sua curvatura K = 1/k diminui. Fazendo k 
A tender para o infinito, K tende para O, que é a curvatura de uma 
yafl) reta Quando o raio k tende para O, a curvatura K tende para 


` A Figura 15,32 é um esboço do gráfico (uma parábola). Como 
infinito. 


ym 2xe y” s - 2, temos, pelo Teorema (15.18), 


“Vamos deduzir uma fórmula para achar a curvatura K em 

uni ponto (x, y) do gráfico de y = f 3), comf’ contínua em um 

» intervalo. Sejam T(s) e 0 definidos como em (15,17) (ver Figura 

0 1 X 15.31). Como y’ éo coeficiente angular da reta tangente em P, 
Figura 15.31 vemos que 


2 
Keg 


pa MM 


Fazendo x= 0, 1 e2, obtemos a seguinte tabela: 
Figura 15.32 
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"PontodeC | (00 |: 


0) 


Ga, 


2 
Curvatura K 2 ER 018 


2 
172 0,03 


Note que a curvatura máxima ocorre em (0, 1) e que, quando 
x aumenta (ou diminui) sem Emite, a curvatura em P, y) tende 


para O. 


Vamos agora deduzir uma fórmula para achar a curvatura. 
K no caso de C ser definida em termos de um parâmetro 


arbitrário +. Suponhamos C dada parametricamente por 


xaf) y= 


c que f” e g” existam para todo t em algum intervalo Z, De 


acordo com o que precede o Teorema (15.18), 


do 
Rs | de 


Como o coeficiente angular da tangente a P(x, y) é g (O/P (Ò (ver 


Teorema (13.3), 


29, £0 
ig 0 P ou 
desde que f'(i} = 0. Logo, 
de 1 


dà/dt 
ds/dt 


ELIT 


EXog (0 - eXOf"(0 


A e ev OT 


Og - gr 
POF «te OP 


Além disso, por (13.6), 
| ds 


= 


de 


Substituindo na fórmula K = [(d0/dD/(ds/dt)|, obtemos: 


(OP 


"OF + eg 


Teorema (15.19) | Si 
"m 


| 
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No próximo exemplo aplicamos o Teorema (15.19) para 
fazer novamente o Exemplo 5. 


EXEMPLO 7 


Prove que a curvatura em qualquer ponto de um cit 
ké Uk, 


SOLUÇÃO 
As equações paramétricas de um círculo de raio k e centro nac 
origem são 
s=kcost=f(i)y=ksent=p(t); 0s ts 2% 
Diferenciando, obtemos 
UP OR -Esentf" () S —kcost 
8'() = kcos tg" (0 =-ksent 
Substituindo em (15.19), obtemos 


g e LEE sen DEE sen 1) - (E cos 2-4 cos ai 
[C£ sen (P + (E cos Pp 


a E sen? t P cos t 
(KU sent I A E cos n 


ick ELl 
(ey? E k 


Se a curvatura K em um ponto P de uma cueva C não é 
então o círculo de raio p = 1/K, cujo centro está no ládo côncavo: 
de C c que tem a mesma tangente que C em P, frcula 
curvatura para P. Seu raio p e seu centro säin raio dé 
curvatura e o centro de curvatura para P, respectivamente; 
De acordo. com os Exemplos 5 e 7, a curvatura do círculo de 
curvatura é 1/p, ou Ke, assim, é a mesma que a curvatura de C, 
Par esta razão, o círculo de curvatura pode ser encarado como 
ocircula que melhor coincide com C em P. A Figura 15.33 exibe 
un círculo de curvatura, 


326 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 13 


Ay 


Círculo de. 
curvatura 


Centro de 
curvatura 
a 


Figura 1533 


EXEMPLOS:: 


Unia curva C admite a parametrização a Zaiten, Ache: 


acurvaturano ponto Pcorrespondenteat - 
de:Ce:do circulo de curvatura para P: 


SOLUÇÃO 

Fazendo f (1) = Ê, g) Do diferenciando, temos 
PO=2f0=2.8=30,8"0)=6 

Substituindo no Teorema (15,19), temos 


Laien GC). e 
CT Tag Ge? ^ Wës SI" 


Esboceográfico: 


-Sete $ então 


en _ 9% 
A E es G 
K = aey” T 15 ~ S 


O ponto correspondente a £ = $ tem coordenadas ($, EI e 
o raio de curvatura p nesse ponto 1/K, ou m = 13.0 gráfico 


X deÇeo círculo de curvatura aparecem na Figura 15.34. Note que 
a curvatura na origem não existe, pois K não é definido se = 0. 


A definição de curvatura K = Wëdd para curvas planas não 
“tem análogo imediato em trés dimensões, porque o vetor tangente 
Figura 15.34 unitário E(s) não pode ser definido em termos de um único ângulo 
8. É, assim, necessário adotar um método diferente para curvas no 


Cap. 15 Funções com valores vetoriais 37 


Logo; irre | g 


espaço. Naturalmente, particularizada para velores no plano, a 
nova definição de curvatura deve coincidir com (15.17). 


Para obter uma Shave para uma definição adequada, note- 
mos primeiro que, em duas dimensões, o vetor tangente unitário . 
T(s) pode escrever-se como: 


T(g) = cos Bi + sen 8j 


onde 0.6 o ângulo entre T(s).e à (ver Figura 15.28); Encarando: <; 
8 como função de s e diferenciando, obtemos 


PEE OS a, 
T) ( FIBI f 


dê R " 
ur (+ sen 6 + cos 9j) 


| 


E- sen: 8t +- cos Gjll "e : 


Com isto passemos à definição de curvatura em trés dimensões. 


Nosso esquema consiste em.descreyer.ovetor tangente unitários: 
(5) sent qualquer referência ao ângulo:8'e então definir K como. 


PORS 


, Suponhamos que uma curva C admita a parametrização *- 
por comprimento de arco ` 


x=f(5),y = 8(5), 2 = 145) 
e que f”, g” ek” existam, De acordo com a Figura 15,35, sé o 


^. comprimento de arco ao longo de C de um ponto fixo À ao ponto 


PES, gls) (5). Tal como em duas dimensões, se. 1(s) « f ()i 
+ g(s)j  h(s)k 6 o vetor posição de P, então r'(s) é o vetor 
tangente unitário a C em P, denotado por T(s). Como [[F(s)]] é 
uma constante, segue-se que "T'(s) 6 ortogonal a Ts) (ver 
Teorema (15.9). Se T'(s) » 0, fazemos 


NS = Faro 


. O vetor N(s) é um vetor unitário ortogonal a T(s) e é chamado 
. vetor unitário normal principal de C em P. A Figura 15.35 


ilustra estes conceitos. 
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Figura 15,35 


Tendo obtido um vetor tangente unitário conveniente F(s) 
e admitindo a existência de Tº(s), seguimos nosso plano e 
definimos como segue a curvatura em três dimensões. 


Definição (15.20) 


Como já provamos, a definição precedente se reduz a 
(5. 17) se C é uma curva plana. Note que 


N(s) = ITO. ou Ts) = KN(s) 


A fórmula de K na Definição (15.20) é em geral de 
aplicação trabalhosa em problemas específicos. Na próxima 
seção estabeleceremos uma fórmula mais prática para calcular 
a curvatura, 
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EXERCÍCIOS 15.4 


Exeves, 1-6: Ache os unitários da tangente T(/) c da 
normal N(r) para a curva C definida por ri). (b) 
esboce o gráfico de C, e exiba T(t) e N() para o valor 
de t dado, 


1 ad Är tal 


DEET "rei 
Os np eds : t=1 


1(0) =2 sen A +3j +2 cos ii; tan 


2 
3 

4 o q)s(eecefi-(Q-senüj; "ai 
E 
6 


CORE EET ETC tel 
Exercs, 7-18: Ache a curvatura em P do: 
PAD 
PAD 
9 ya EX PD 
10 y= in (2-1); P(2,0) 
11 yzcos2y PO, D 
12 y ssec; PG, 2) 
1Bxat-i ya vã P3,2) 
WETITEME p= Pra P3) 
18 x=t=é, ET ETA P(0,1) 


16 x=1-sent, y2i-cost — P(n2-1,1) 
Y7/xe2smt y«3cst PG, 393) 


i8xco! 5 rs sent PAZ AD) 


^ Exeres, 19-22; Par a curva e o ponto P dados, (a) ache 


o raio de curvatura, (b) ache o centro de curvatura e (c) 
esboceo gráfico da curva e o círculo de curvatura ern P, 


19 y x set Pati, 1) 21 yx e P(0,1) 
20 y «seca; PO, 1) 22 ay = k; P(L 1) 


Exercs, 23-28: Ache os pontos da curva dada em que 
a curvatura é máxima, 


23 y=e* -24 pe coshix 
23 934 4y! 236 I 
27 yxinx 


em que: a curvatura é O, 
29 y axt = 12x? 
31 y= semix 32y = ei 
33 Suponha que uma curva C seja o gráfico de uma 
equação polar r=f(0). Se r* 2 dride r* = drido, 
mostre que a curvatura K em P(r, 0) é 
Nu =p" A d 
ECIY 


(Sugestão: Use x = y cos 0 e y = r sen 8 para 
expressur C em forma paramétrica.) 


Exercs, 34-36: Aplique a fármula do Exercício 33 
para achar a curvatura da curva polar em Pir, 0). 


34 rza(1- cos d; O«0«2x 
35 ra sen 20; 0<0<2x 
36 r2 4o 


37 Seja P(v, y) um ponto do gráfico den = f(x) em 
que Kæ 0. Se (ft, K) é o centro de curvatura el 3 
mostre que 


dex ALA (e, kay 


Exercs. 38-42: Use as fórmulas do É reício Ey à 
achar o centro de curvatura para o ponto P do gráfico 
da equação, (Ref, Exercícios 7-11). 


38 y=2-00; POD 
KEN PAD 
40 y « dr ` POD 
41 y =1n(:-1) P(2,0) 
42 y = cos 2x; P(0, 1) 


mee 
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43 O trajeto de uma rodovia e de uma rampa de saída 
estão referidos a um mesmo sistema de eixos 
coordenados, de modo que a rodovia coincide com 
o ebxo-x. A rampa de saida começa na origem O. 
Após seguir o gráfico de y =» ri de O ao 


ponto P(3,--1), o trajeto percorre o arco de círculo 
conforme figura, Se K(x) € a curvatura da rampa. 
de salda em (x, y), ache o centro de curvatura do . ., 
arco de círculo que torna a curvatura em P(,-1) 
contínua em x = 3, 


48 Prove que retas e círculos são as únicas curvas 
planas que têm curvatura constante, (O Exercício 
17 da Seção 15.5 mostra que este resultado não é 
válido para curvas no espaço.) 


15.5 COMPONENTES TANGENCIAL E NORMAL DA ACELERAÇÃO 
att e il: cie 


Nesta seção utilizaremos o conceito de curvatura para auxiliar 
na análise do movimento de objetos. 


Exercs, 49-52; Se a curva C da Figura 15.22 admite 

~ uma parametrização suave x e f (f), y =g (I), então, 
pelo Teorenia (13.5), a relação entre £e o parâmetro 
comprimento de-arco s é dada por 


Teorema (15.21) Seja BI o vetor posição de um ponto móvel P nó instante t; 
i e seja s o parámetro comprimento de arco para a curva C 

Se T(s) e N(s) são os vetores unitários 
ipaleseK éacuivatura de C noponto 


su $ : FF + [e GO]^ du 


onde a é o valor de t correspondente ao ponto fixo A. 
Use esta relação para expressar a curva dada em 
termos do parâmetro s se o ponto fixo À corresponde 
a t=0, (Sugestão: Calcule primeiro a integral para 
achar a relação entre £e s, e. substitua então: ovator.de. 


44 Use a equaçãoy-= mas b para provar que a'cur- 


` Enasiequagócs páramétrica: É 
A)x-ábMS^ peso fads DEMONSTR ação: 
Sresi o qe Ko A-Figúra: 15:36 6rd. interpretagio:geométrica da fórmula:de:: . 
Exa Acosh y edsen Dateie: a(t)no.enunciadodo teorema: na velor: tangente: 
E EE segs usitádo TE) aC 6: dado: pors 


vatura em qualquer ponto de uma reta é O (ver 


53 Prove que sek é uma função não-negativa que não 


Tei = iuro 
Exemplo 4). seanula e é contínua em um intervalo [0, a], então ka 
existe uma curva plana C tal que & representa a " SA ss lr” 

45 Prove que a curvatura máxima de uma parábola curvatura de C como função do comprimento de : .e então r()s ail To) 

ocorre no vértice. arco. (Sugestão: Se s está em [0, a], defina ý Conio vi = v( e [le (Ol = OV ds/de, temos a fórmula da 
46 Prove que as curvaturas máxima e mínima de uma Ce D d E velocidade 

elipse estão nas extremidades dos eixos maior e. ` Mai: f, KG) de, x - Rs) sf, cos hfi) dt, ` 

menor, respectivamente, 


ds 
s v = T) 
f = g(s) = : dt 
47 Prove que a curvatura máxima de uma hipérbole 5 y sa 4, sen i) de 
. Ocorre nas extremidades do eixo transverso: ` E 1 
: 54 Use o Exercício 53 para fazer o Exercício 48, as regras da cadeia dos Exercícios 45 e 46 da Seção 15.2, 


obtemos 


a) =y NW = GÊ Est) + Ec) 


és; ds d$ q» 

= qe TO) guo 
Pela observação que segue a Definição (15.20), T's) = ENG). 
Assim, a última fórmula pode ser escrita 


Figura 15.36 


alt) = e Es + «(s 3i N(s) 


+ Diferenciando a equação precedente em relação ate. utilizando ..: 
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Denotando por va velocidade (módulo) [v(n)]l= ds/at de P, então 
as fórmulas do Teorema (15.21) são 


v() = vi(s)) e al) = St) + KvN(s) 


Asegunda fórmula expressa a aceleração a(/) em termos de uma 
componente tangencial a, e um componente normal ay, isto é, 


a(fy = a T(s) + auN(S), 
d e 
$ do ds ova. vl di 
onde Li dep SEKR -*(4) 


Os componentes tangencial e normal da aceleração são 
úteis no estudo das forças que atuam sobre um objeto móvel que 
percorre uma citva C. Note que o componente normal ay = KV 
depende somente da velocidade de P e da curvatura de C. Se a 
i velocidade ou a curvatura é grande, então também o é o compo- 
nente normal da aceleracío, Este resultado, obtido teoricamente, 
i comprova o fato bem conhecido de que um motorista deve 
reduzir a velocidade do carro ao fazer uma curva fechada. 


Pademos também deduzir, para os componentes tangen- 
cial e normal da aceleração, fórmulas que dependem somente 
24 de vip. Tomando o produto escalar de v(t) e a(/) no Teorema 


(15.21), obtemos 
2 
3 0:0- [Sena | [o (4) wo] 
r1 É E 
" -(2) (5) tamen ex lu wo 


Como T(s) tem módulo 1 e é ortogonal a N(s), esta fórmula se 


teduz a 
(Bj 


ou, em termos der, 
di 
oi - eg = kul = kal ar 


Se OO) 0, temos a fórmula 


; ,4s el: du 
ar TC kä 


Componente tangencial da aceleração (15.22) 


"E STT E ET TEE ae 
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Componente normai da 
aceleração (15.23) 


"Tomando o produto vetorial de a(f) e Wo) 


eni Juga 
escalar, obtemos ES E do produto 


Orad = ( de ) EN Ida Dél 


Como o produto vetorial de um vetor por 
T(s) = 0. Como T(s) e N(s) são vetores unitári 


M OS Orke ai 
I) x NG = 1 (er (1430). Logo, a fórmula de v() x) 


nos dá 


Io x a(o > K($) 


€, portanto, 


2 


a = «(s MIOS | 


ds/di 
Em termos de r temos o seguinte: 


ët eti en 
(4) Far 


EXEMPLO 1 


O vetor posição de um ponto móvel no instan: 


v()zdsüjerk1sts4 


(a) Ache os componentes tangencial enorma! 
instante A 


coleração no 


na DC duas casas d imais, de ay, 
e a £=1,2, 3, c 4, descrevendo o movi- 
SOLUÇÃO | 
(a) Diferenciando, temos 
v() = v() si 26 + 30k 
a r'() a 2 + Gk 
at = kat = (1 + 48 geit 
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Por(15.22) 


PO O — Ars 188 
FOO Gx483 357 


Para achar ay, calculamos primeiro 


ij k ` 
rüyxat()elio2 38] EE 
02 & 


Aplicando (15.23) temos 


a, a EO x il (368! + 368? + 4y7 
" Joch («am a anys 


54984 1V7 
5 (s + 984 :) 


NF 4 1 


(b). A trajetória do ponto; ou seja; a curva.C. determinada por 
Hië, é a porção-da cúbica reversa estudada:no-Exemplo:3 da: 
Seção 15.5 que está entre (1; 1, 1) e (4, 16,64): A substituição: 
nas fórmulas obtidas na parte (a) dá-a-seguinte-tabela de:apro-- 
ximações:. 


i 


“PosigiodeP.| (LL), (549 Dam (&i664) 


ax 233 2,42 2,06 2,03 
Www: 588 - 1198 1799: 2400 
liy cl 3,74 12,69 21,68" 48,67 


Assim, quando tcresce de 1 a 4, o ponto se move ao longo de C 
de(1,1,1) a (4, 16, 64), ganhando velocidade rapidamente, * 


O componente normal da aceleração ay tende para 2 (note que 
lim ay = 2). Vemos, pela tabela, que o componente tangencial 


me 


ge cresce aproximadamente 6 unidades por unidade de tempo, 


Podemos obter uma fórmula alternativa parao componen- 
te normal da aceleração. Para simplificar a notação, denotare- 
mos por T, N e a, respectivamente, os vetores T(s), N(s) e a(/) 
do Teorema (15.21). Assim, 


+ aza! +a N 
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Teorema (15.24) 


g mal E difícil de achar por meio.de (15.23): 


E Acheay no.Exempio dutilizando o Teorema (5. 24). i 


* Isto se reduz à expressão de ay óbtida no Exemplo 1. 


Como T e N são vetores unitários mutuamente ortogonais, 
T-N=0, T- Tz LeN-N« 1. Conseqüentemente, 


lal? caca (eT + 00) > (a, T + ail 
e (To T) + Zoe. T) + NN) 


2 
én a 


Pode-se também: obler esta relação aplicando-o teorema de - E 
Pitágoras a um dos triângulos retângulos com hipotenusa fja(f)] H 
na Figura 15.36. Resolvendo em relação a ay obtemos: 


. Deve-se utilizar o Teorema (15.24) se o componente nor- : 


EXEMPLO 2: 


SOLUÇÃO; 
at como na solução do Exemplo 1, obtemos 


se r 
Te e a= Pf = 2j + 6k 


“Aplicando (15.24), obtemos 


ay = vir ECH 


SAU 1390 GE, oA 


EXEMPLO 3 


Se im ponto P se move sobre um círculo de raio k com 
velocidade constante v, ache os componentes tangencial e nor- 
mal dá aceleração. q 


SOLUÇÃO 


Como v=ds/dt ê constante, o componente tangencial a p= dë 
&0. 
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Teorema (15.25) 


Pelo Exemplo 5 da seção anterior, a curvatura do círculo 
é t/k. Logo o componente normal da aceleração (ver (15.23) é 
(UE)v?. Esto mostra que a aceleração é um vetor de módulo 
constante vYK dirigido de P para o centro do círculo, conforme 
se viu no Exemplo 2 da Seção 15,3. 


` Pode-se aplicar (15.23) para obter uma fórmula para a 
curvatura de uma curva no espaço C. Se C admite a parametri- 
zação 


x=[(), p= s 2= AQ 
então C é definida pelo vetor posição 
O =f0i+ SU + Mk 


Resolvendo 2 equação (15.23) em relação a K e considerando 
que ds/dt = Kä obtemos o próximo teorema. 


Seja c "m curva no espágo com parametéiza 
DCK E d bade p’, g”, ho! existem, A curvatura E no 


leo TEC 
T. Wan. "FUE 


Esta fórmula também se aplica a curvas planas (ver Exer- 
cício 16). 


EXEMPLO 4 


(a) Acheh curvatura K da cúbica reversax = £, y = Ê, z= P no 
ponto (x, y, 2). 


(b) Ache aproximações de K com quatro decimais nos pontos 
correspondentes at 5 1,2, 364. * 


SOLUÇÃO 
(a) Fazendo 
i GËT e Pj Pk 


acurva é a mesma que a considerada no Exemplo 1. Substituin- 
do P(A) e OO x (f) pelas expressões achadas ali na fórmula 
de K no Teorema (15.25), obtemos 


g a RE SE a A 
" X98 x 48 e y” 
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Poderíamos também achar K fazendo subslituições pata ay e 
Jo no Teorema (15.25). 


(b) Fazendo! = 1, 2,3 e 4 oa fórmula de K obtida na parte (a), 


temos as seguintes aproximações para K (comi 
na página 334). 


are com a tabüla 


"A 


yz) 


(11D. Q48 
0,1664 00132 ` 00027 0,0009 


(,9,27) - (416,64) 


Por meio de teoremas sobre limites, pode-se mostrar que 
lim K=0, isto é, a curvatura da curva tende para a de uma reta 


m" 


quando £ aumenta, ` 


EXERCÍCIOS 15.5 


Exeves, L-8: Estabeleça fórmulas gerais para os com- 
ponentes tangencial o normal da aceleração e para a 
curvatura da curva C definida por r(:). 


1 vis sez) 2 Qae- 
3 (HIj Ik A ef) = 4d + ek 
5. r()st(cos ti+sen tj) 

6 vi Scosh A+ senh d 

7 x()s4cos m senj e de 

8 xs esca d + cos ij +k) 

9 


Um ponto se move ao longo da parábola y =X? de 
atado que o componente horizontal da velocidade 
é sempre 3. Ache os componentes tangencial e 
normal da aceleração em P(1, 1). 


19 Faça o Exercício 9 se o ponto se move ao longo 
do gráfico de y = Méx. 


D Prove que, se um ponto percorre uma curva C com 
velocidade constante, então à aceleração é sempre 
normata C, 


12 Use o Teorema (15.25) para provar que se um 
ponto se move no espaço com aceleração sempre 
igual a 0, então o movimento é cetilíneo, 


13 Sc um ponto P se move ao longo de uma curva C 
com velocidade constante, mostre que o módulo 
da aceleração é diretumente proporcional à curva- 
tura da curva. 


14 No Exercício 13, se tin segunda ponto Q se move 
20 longo de C com velocidade igual ao dobro da 
de P, mostre que a módulo da aceleração de Q E 
quatro vezes maior que o de P. 


15 Mostre que se um ponto s 
gráfico dey «f (x) para as 

` mente normal da aceleracá 
inflexão. 


16 Se uma curva plana é dada parametricamente por. 
xafi), y = 80) e se f e g'^ existem, use o 
Teorema (15.25) para provar que a curvatura no 
ponto P, y) é dada pelo Teorema (15.19). 


17 Mostre que a curvatura em qualquer ponto da hélice 
circular x = a cost, y = a sent, z = bt (com a > 0), é 
dada por K = a/(a^ + 6%). 


18 Uma hélice elíptica tem equações paramétricas 


X= dC08 4, y= b sent, 2=ct, com a, b ec números 
reais positivos e a = b, Determine a curvatura em 
(3,2. 
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15.6 LEIS DE KEPLER 


SEA OR rr ie 


É oportuno concluir este capítulo evidenciando o poder e a 
beleza dos métodos vetoriais quando aplicados à dedução de três 
deis físicas clássicas. O assunto não é simples, pois não temos a. 
intenção de considerar um problema simples. Não hã exercícios 
propostos no fim desta seção. A razão é que não estamos 
interessados: em cálculos numéricos que envolvam as leis a 
serem estudadas. Você deverá ler cuidadosamente e entender 
cada tópico da discussão, caminhando sem pressa, O estudo do 
material que segue proporcionará considerável visão dos méto- 
dos vetoriais. 


Após muitos anos de análise de uma enorme quantidade 
de dados empíricos, o astrônomo alemão Johannes Bepler 
(1571-1630) formulou três leis que descrevem movimento dos» 
planetas em torno do Sol. Estas leis podem ser enunciadas.como: - 
aseguir * 


Cerca de 50 anos mais tarde, Sir Issac Newton (1642- 
1727) provou que as leis de Kepler eram conseqiiéncia da lei da 
gravitação universal de Newton eda segunda lei do movimento. 
Os resultados obtidos por ambos foram monumentais, porque 
as leis como que justificavam todas as observações astrônomi- 

cas feitas até então. À 


, Nesta seção demonstraremos as leis de Kepler utilizando 
vetores. Como a força da gravidade exercida pelo Sol sobre um 
planeta excede de muito a força exercida por outros corpos 
celestes, desprezarenios todas as outras forças que atuam sobre 
` um planeta, Deste ponto de vista, temos apenas dois objetos a 
considerar: o Sol e um planeta que se move em torno dele. 


É conveniente introduzir um sistema de coordenadas com 
. o centro e massa do Sol na origem, O, conforme ilustrado na 
Figura 15.37, O ponto P representa o centro de massa do planeta. 
Para simplificar a notação, denotaremos o vetor posição de P 


Figura 15.37 
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por r, e não por r(f), e representaremos por v c a a velocidade 
r*(t) e a aceleração KU, respectivamente. 


Antes de provar as leis de Kepler, mostraremos que o 
movimento de um planeta se processa em um plano (isto é, a 
órbita é uma curva plana). Fazendo r = [Ir]]; então u = Oe é 
um vetor unitário de mesma direção que r. De acordo com a lei 
da gravitação de Newton, a força F da atração gravitacional 
sobre o planeta é dada por 


so, 
H Lë 


onde M ĉa massa do Sol, né a massa do planeta, e G éuma constante 
gravitacional, A segunda lei de Newton (15.13) afirma que 


F=ma 


aa, obtemos: 

o REM ER u 

Isto mostra:que:a:é paraleloa r ru e, então, r xa = 0. Além 
disso, como y xv =0), vemos que 


d IN MES 
qu True atv 


E =rxa+vxv=0 
Segue-se que 
Q ^7 DEET 


. para uni vetor constante c. O vetor e desempenhará um papel 
` importante na prova das leis de Kepler. i 


Como r x y =€, o vetor r é ortogonal a e para todo valor 
de £. Isto implica que a curva descrita por P jaz em um plano; 
istoé, a órbita do planeta éuma curva plana, conforme ilustrado 
na Figura 15.38. 


„> Vamos agora provar a primeira lei de Kepler. Podemos supor 
queo movimento do planeta ocorre no plano-ay. Neste caso, o vetor 


mesma direção do eixo-z positivo, conforme Figura 15,38, 
Como r = ru, vemos que 


dr, de de, 
dt dt dt 


Igualando essas:duas-expressões de F e resolvendo em relação: . 


€ é perpendicular ao planowy; admitimos ainda que c tenha a . 
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A substituição em e = r x v e a aplicação de propriedades do 
produto vetorial dá 


"hel 

ch x Si E x u) 
Como u xu 0, isto se reduz a 

du 

uo em 
() ER E à di ) 
Utilizando (3) e (1) juntamente com (ii) e (vi) do Teorema 
(14.33), vemos que 


axe = arx) x bt x Cl 


du fu 
onu Guto u 4| 


Como Dall = 1, decorre do Teorema (15,9) que u - (du/di) = O, 
Além disso, u - u = flej? = 1, e, então, a última fórmula de a x e 
se reduz a 


du d 
axc=H de^ q CMa) 


Pode-se escrever também 


dy d 
axta x en (ex 0 


de 


e, conseqilentemente, 
d ru 
ri x0= q CM) 


Integrando ambos os membros desta equação, temos 
(4) vxc=GMu+b 
onde b é um vetor constante. 


O vetor v x e é ortogonal a c e, assim, está no plano-xy, 
Como u também está no plano-xy, segue-se, de (4), que b está 
no plano-xy. 
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Até aqui, nossa demonstração não tem dependido das 
posições dos eixos x e y. Escolhamos agora um sistema coorde- 
nado tal que o eixo-x positivo tenha a direção do vetor. constante 
h, conforme Figura 15,39, 


Sejam (r, 8) as coordenadas polares do pi 

[ri]. Segue-se que 

u b = llul fbl] cos 0 =b cos 8 
onde b = (Ibl. Fazendo c = [jej], e usando (2), juntamente com 
propriedades dos produtos escalar e vetorial, e também (4 
obtemos 

cducscs(rxy) esr (vxo) 

z (ru) - (GMu +b) 

=rGM(u cu) +r(u- b) 

= rGÀf + rb cos O 


Resolvendo a última equação em relação a 7, obtemos 


e 


"= OM + b cos O 


Dividindo numerador e denominador por GM, obtemos 


uti ees 
© d l+ecos 0 


comp = GM) «e = b(GM). Pelo Teorema (13.16), o gráfico 
desta equação polar é uma cónica com excentriéidado d'fro 
na origem, Como a órbita é uma curva fechadá;seguo-se que 
Q <e < 1 e que a cônica é uma elipse, Com isto completamos a +: 
prova da primeira lei de Kepler. 


Provemos agora a segunda lei de Kepler. Podemos admi 
que a órbita do planeta seja uma elipse no plano-xy. Seja 
r=f (0) a equação polar da órbita, com o centro do Sof no foco 
O. Denotemos por P,a posição do planeta no instante t, e P sua 
posição no instante + > tp Conforme Figura 15.40, 0, e 9 
denotaráo os ángulos medidos do eixo-x positivo para OB e 
OP, respectivamente, 


Pelo Teorema(13.11), a área A varrida por OP no intervalo 
de tempo lt, 1] é 


A ie do 


ame 


M2 Cálculo com Geometria Analítica Cap, 15 


8 
e então = dir dot? 


Isto e a regra da cadeia nos dão 


(6 dA | dd WE 


dt^ dad 3 d 


Notemos em seguida que, como r = r.cos Qi r sen Oj + 
Ok, o vetor unitário u = (1/r)r pode expressar-se na forma 


u=cosGi+sen Oj +0k 


Conseqüentemente, 
du de. dà. 
doom Sites. + 0k 


Por um cálculo direto pode-se mostrar que 


Se e é o vetor obtido na prova da primeira lei de Kepler, então, e 


por (3) e pela última equação, ? 


2 al. 
eto) URS 


€ então 


0 ce Ms 2 


- Combinando (6) e (7), vemos que 


®© ee 


isto é, ataxa à qual A é varido por DP é constante, Isto estabelece 
a segunda lei de Kepler. 


Para provar a terceira lei de Kepler, conservaremos a ' 


notação usada nas demonstrações das duas primieiras leis. Em 
particular, admitiremos que a órbita planetária seja dada pela 
equação polar ` 


"Tr e cos 8 


com p= (GM) e e = b/(GM). 
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Seja To temponecessário para queo planeta complete uma 
revolução em torno do Sol. Por (8), a área varrida no intervalo 
de tempo [0, 7] é dada por 


Ba 1 
aef dt = je dim zer 


` Istoé também iguala área da região plana delimitada pela elipse, 
Entretanto, no Exemplo 6 da Seção 12.2, obtivemos À = stab < 


para vinia elipse cujós eixos maior e menor têm comprimentos 
2a e 2b, respectivamente. Consegiientemente, 


z. Zei = xab ou T o ZL 
: : c 


omg, 


am ai 


Assim, 


PECES -A 
Uva 0 ET 


Pela demonstração do Teorema (13.15) (onde p = de) sabemos 


que 


e então 


-E fe 
SI 


Como p = COM, isto se reduz a 


Ax 
: Tempi 


com k= Ax? (GM). Está, assim, completa a prova. 


Não esqueçamos que, em nossa demonstração das leis de - 


Kepler, admitimos que aúnica força gravitacional atuando sobre 
um planeta era a do Sol. Se levarmos em conta forças exercidas 
por outros planetas, então podem ocorrer irregularidades nas 
órbitas elípticas. As irregularidades observadas no movimento 
de Urano levaram o astrónomo inglés J. Adams (1819-1892) e 


1 
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0 astrônomo francês U, Leverrier (1811-1877) a predizerem a 
presença de um planeta desconhecido, que estaria causando tais 
irregularidades, Com base nessas predições, o planeta, poste- 
riormente chamado Netuno, foi observado pela primeira vez em 
1846 pelo astrônomo alemão J. Galle. 


15.7 EXERCÍCIOS DE REVISÃO 


Exercs, 1-2: Seja r(r) o vetor posição de um ponto 
móvel P, Esboce a trajetória C de P juntamente com 
v(e) e a(i} para o valor dado de é. 
1 o r(nztgü-sed; Zeit, Moi 
2 vg=Pir3cosg+Ssentk; tsa 


Exeros. 3-4: A posição de um ponto móvel em um 
plano coordenado é dada por vir, Ache sua velocida- 
de, aceleração e módulo da velocidade no instante £ 


3 vis OI A He 
4 (9 =(-sea Hi + (t~ cos di 
3 Seja C a curva definida por 
r(6) = (el sen Di + (e cos dj e d, Ostat. 


(a) Ache um vetor unitário tangente a C no ponto 
correspondente a é = 0, 


(b) Ache a equação da tangente a C no ponto 
correspondente a t = (), 


6 Ache o comprimento da curva C do Excrcício 5. 
Exeres, 7-8: Sejam 


wo) = Pit 6 iie v()) = i- S e 48k 


7 Ache os valores de é para os quais u(/) e v'(1) são 


ortogonais, 
8 Calcule D [u() x v()] e D, fat, v(2]. 
9 O vetor posição de um ponto no instante 1 é 
f r() =34 + Bj e Io cem f 


Ache a velocidade, a aceleração e o módulo da 
velocidade em t e emt=1. 


Exercs. 10-11: Calcule a integral. 


10 f (sen 3A a7 + cos do) dt 


i 
Hu L (4d + Pj — M) dt 


- 12 Ache ul) se voc t-d sen 2 +3 VFk e 


u(Q) a ¿+ 2], 


13 Um ponto P se move com aceleração 124 +Skno 
instante t, Se, em t = 1, as coordenadas de P são 
C13, 3 esua velocidade é 31 — 2j + 4k, deter- 
minc seu vetor posição r(). 


Exercs. 14-15: Verifique a identidade, sem utilizar 
componentes. 


M Daf =24(9 wm 
38 D [u(t) u'(9 x u(] = mt "(9 x u() 


Exeres, 16-18: Acho a curvatura da curva no ponto P. 


6 yare, . £(0,0) 
m d 
x90 32 
18:=2%, y a zs d Pr, y, 2} 


19 Ache as coordenadas-x dos pontos do gráfico de 
y =x? -3x em que a curvatura é máxima. 


-20 Se C é o gráfico de y = cosh x, ache a equação do 


círculo de curvatura para o ponto PO, 1). 


21 Ache a mio de curvatura no ponta P(x, 2) do 
gráfico da equação polar r= 2 + sen O. 


22 Seja C a curva definida por (4) = Di + Di + 4ij, 
para tom Ro 


(8) Ache os vetores unitários tangente e normal 
TOeNO. c 


(b) Esbace o gráfico de C, exibindo T(1) e MO), 


Exercs. 23-24; Se v(r) é o vetor posição de um ponto, 
ache os componentes tangencial e normal da acelera- 
ção no instante f. 


23 s()=sen 24 + cos tj 
24 r) s 3A + Pj + dle 
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Books 


INTRODUÇÃO 


- DIFERENCIAÇÃO PARCIAL. 


Um fabricante pode constatar que a custo de 
produção C de um artigo depende da qualida- 
de do material usado, do saláric-hora dos 
operários, da tipo de maquinaria necessário, 
das despesas de manutenção e da supervisão. 
Dizemos então que C é fungdo de cinco va- 
riáveis, porque depende de cinco quantidades 
diferentes. Neste capítulo estudaremos essas 
funções escalares, começando com o caso de 
duas variáveis independentes e passando en- 
tão a um número arbitrário de variáveis. 


Em primeiro lugar mostraremos como re- 


presentar graficamente funções de duas ou 
três variáveis. Em seguida generalizaremos 
os conceitos de uma variável de limite, fun- 
ção contínua, derivada e diferencial. (As in- 
tegrais de funções de diversas variáveis serão 
definidas no próximo capítulo.) Entre as apli- 
cações consideradas nos exemplos e exerct- 
cias estão: determinação da taxa de variação 
da temperatura de sólidos, avaliação da taxa 
à qual um poluente emitido por uma chaminé 
se dissipa, a mensuração da intensidade dos 
ventos em um furacão, planejamento de chips 
para computador, pesquisas sobre a relação 
entre o prego de mercado de um produto e a 
procura pelo consumidor. 


Na Seção 16.6 introduzimos um importante 
` instrumento para análise de valores de uma 
função de várias variáveis—o gradiente, Uti- 
lizaremos o gradiente para achar a taxa de 
variação de uma quantidade escalar, como 
temperatura ou pressão, quando um ponto se 
move em determinada direção. Outra aptica- 
ção importante é a determinação dos valores 
extremos de uma função. 


a Lorca rampa 
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16.1 FUNÇÕES DE VÁRIAS VARIÁVEIS 


ILUSTRAÇÃO 


As funções estudadas nos capítulos anteriores envolvem apenas 
uma'variável independente. Tais funções têm muitas aplicações. 


Entretanto; em não poucos problemas, ocorrem diversas vació. 


veis independentes. 


Figura 16.1 


— A área de um retângulo depende de duas quantidades - 
comprimento e largura. 


— Se um objeto está localizado no espaço, a temperatura em 
um ponto P do objeto pode depender de três coordenadas 
retangulares x, y, z de P." 


— Seatemperatura de unrobjeto no espaço varia com o tempo: 
t, então estão em jogo quatro variáveis, x, y, z e t. 


Nesta seção definiremos funções de diversas variáveis e 


estudaremos algumas de suas propriedades. Relembremos que 


^ uma função fé uma correspondência que associa a cada elemen- 


Definição (16.1) 


w 


fo) 


to de seu domínio D exatamente um elemento do seu contrado- 
mínio E. Se D é um subconjunto de R? (o conjunto de todos os 
pates ordenados (x, y) de números reais) e E é um subconjunto 
de IR, então f é uma junção de duas variáveis (reais), Outra 
maneira de definir este conceito é: uu 


Podemos representar o domínio D da Definição (16.1) pr 
pontos em um plano-xy e o cóntradomínio por pontos de uma 
reta real, digamos um eixo-w, conforme Figurá 16.1. Setas 
curvas associam pares ordenados em D aos números correspon- 
dentes no contradomínio. A título de aplicação, suponhamos 
uma chapa plana de metal com a ma de D. A cada ponto 
(x, y) da chapa corresponde uma temperatura f (x, y) que pode 
ser registrada em um termômetro, representado pelo eixo-w, 
Podémos também considerar D como à superfície de um lago e 
representar por f (x, y) a profundidade da água no ponto (x, y). 
Há inúmeras outras interpretações físicas da Definição (16.1). 
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Em geral utilizamos uma expressão em x e y para especi- 
ficarf (x, y) e admitimos que o domínio seja o conjunto de todos 
os pares (x, y) para os quais a expressão tem sentido. Dizemos 
então que fé uma função de x e y. 


EXEMPLO t: 


ifie ovs m ER 
Saf to y) = ¿e 
(a) Esboce o domínio D de f. 


(b) Represente os números f (2, 5), f (1,2) ef (- 1, 2) em um 
eixo-", conforme Figura 16.1. 


SOLUÇÃO - 


(e) Considerando o radical Vy — x? no denominador de 
fF (x, y), vemos que o. domínio Déo conjunto de todos os pares 
(x, tais que y — a? seja positivo, isto é, y > X. O gráfico de D 
é o conjunto de todos os pontos que estão acima da parábola 
y =x%, conforme Figura 16.2. 


Figura 16,2 


(b) Por substituição 


06-53 
I 5) = TE 


BER 
2 


Analogamente, (1, 2) = -e f(-1, 2) = -4 Estes valo- ` 


res funcionais estão indicados no eixo-w da Figura 16.2. 
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z 1 A 
Podemos empregar fórmulas para definir funções de duas 
variáveis. Por exemplo, a fórmula V = zzr^h exprime o volume 
w V de um cilindro circular reto como função da altura À e do raio 
da base r. Os símbolos r e A são chamados variáveis indepen- 
dentes, e V ¿a variável dependente. 
D. G»2 ——— 1670 ! geg 


Uma função f de três variáveis (reais) se define como em 
+ Fab, c) (161), com a diferença que o domínio D é agora um subconjunto 
de R?, Neste caso, a-cada temo ordenado (x, y, 2) em D está 
0 associado exatamente um número real f (x, y, 2). Representando D 
por uma região em três dimensões, conforme ilustrado na Figura 
16.3, a cada ponto (x, y, 2) de D corresponde um único ponto 
f(x,7,2) no eixo-w, Como aplicação, podemos considerar D 
como um objeto sólido e f (x, y, z) como a temperatura em 
(1,y, 2). 


E 
Figura 16.3 


Geralmente as funções de três variáveis são definidas por 
expressões. Por exemplo, 


xe yzi 


xy sen z 


V md, 


define uma função de x, y e z. Podem-se também usar fórmulas, 
como V = hen do volume de uma caixa retangular de dimensões 
Lueb para definir funções de três variáveis. 


Voltemos a uma função fde duas variáveis x e y. O gráfico 
de fé, por definição, o gráfico da equação z = f (x, y) em um 
sistema coordenado xyz e é, em geral, uma superfície. S de algum 
tipo. Representando o domínio D por uma região do plano-xy, 
então o par (x, y) em D é representado pelo ponto (x, y, 0). Os 
valores funcionais f (x, y) são as distâncias (com sinal) do 
plano-xy a S, conforme ilustrado na Figura 16.4. 


Gob Pb) EXEMPLO 2. 


2 o(nxfisy) 


tfe y) Seja fa função com domínio D dada por 


Tir, Mee D (yy x «y! «9) 


Esboce o gráfico de fe exiba os traços nos planos z = 0, z = 2, 
, a=4,2=6e2=8. 


Exc SOLUCÁO 


O domínio D pode ser representado por todos os pontos do 
círculo x^ y? = 9, inclusive sua circunferência, no plano-xy. O 
gráfico de fé a porção do gráfico de 


zs9-xb-y 


x 


Figura 16.4 
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Figura 16.5 Tragos circulares nos 
planos z =k. 


Az 


x 


Figura 16.6 


xf» 


feyk 


Figura 16.7 Curvas de nível: 


9-x!- y sk. 


y 


D 8, 0) Curva de nivel C: 


(um parabolóide) que estáno plano-xy ou acima dele (ver Figura 
16.5). 


Para achar o trago no plano z = k, consideremos 
kagaz y ou 2+y=9-£ 


Fazendo k = 0, 2, 4, 6 e 8, obtemos os círculos de r: 
3, 47, V5, 43 e 1, respectivamente, exibidos na Figura 16, 


. Seja f uma função de duas variáveis e consideremos o 
traço do gráfico de f no plano z = Á, ilustrado na Figura 16.6. 
Projetando este traço no plano-xy, obtemos uma curva C de 
equação f (v, y) = k. Note que, se um ponto (x, y, 0) se move ao 
longo de C, os valores funcionais f (x, y) correspondentes são 
sempre iguais a k. C é chamada uma curva de uível de f. 


EXEMPLO 3 


Esboce algumas curvas de nível da função fdo Exemplo 2. 
SOLUÇÃO 


As curvas de nível são gráficos, no plano-xy, de equações da 

forma f (e, y) = & — isto é, 
9-g-yzk om xityls9-Kk 

Essas curvas são círculos, desde que 0 sk < 9. A Figura 16.7 

exibe curvas de nível correspondentes a k = 0, 2, 4, 6 c S, Essas 

curvas de nível são as projeções, no plano-xy, dos traços cii 

lares exibidos na Figura 16.5. 


Seféuma função de duas variáveis e esbogamos as cuívas 
de nível f (x, y) = k para valores eqüiespacados de k, cómo; 
k=0,2,4,6e 8 no Exemplo 3, então a proximidade de curvas ` 
sucessivas nos dá informação sobre a actividade do gráfico de 
f. Na Figura 16.7, as curvas de nível correspondentes a k = 0 e 
k = 2 estão mais próximas uma da outra do que as correspon- 
dentes ak 2e £=8, 0 que indica que a actividade da superfície 
da Figura 16.5 é maior nas proximidades do plano«xy. -. 


EXEMPLO 4 


` Sef y)= Po, esboce algumas curvas de nível de f. 


SOLUÇÃO O gráfico de fé o parabolóide hiperbólico 
z= y? — x? que se obtém fazendo-se a =b=c=1 em (14.46). A. 
Figura 16.8 é um esbogo do gráfico, s: 


Eet: 
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Figura 16.8 Figura 16.10 Elevações. Figura 16,11 Mapa topográfico da coluna. 


As curvas de nível no plano-xy são os gráficos das equa- 2 
ques f (x, y) = k- isto é, de E Mapa análogo é utilizado para indicar a profundidade da 
Steng E água em um lago. Um exemplo d o da Figura 16.12, em que 
Y TEC KE D f (x, y) € a profundidade da água no ponto (x, y). Que partes do 


O quadro a seguir descreve estas curvas. lago devem ser evitadas por esquiadores aquáticos? 


T Como autta ilustração das curvas de nível, a Figura 16,13 
Equação da curva =: . " exibe um mapa meteorológico. dos Estados Unidos, em que 
Valor de k de nível € Descrição de C no plano-xy . f, y) denota a temperatura elevadaem (x, y) durante certo dia. 
A DR Hipérbol pam An longo das curvas e do nível, chamadas curvas isotérmicas, 
20 Zä ipérbole com vértices a temperatura é constante. Em outro mapa meteorológico 
(0,21%) f(x, y) representaria a pressão barométrica em (x, y); as curvas 

kal ET Duas retas pela origem com de nível neste caso seriam chamadas isobáricas, 
yet coeficientes angulares + 1 Se f é uma fuação de três variáveis x, y e z, então, por 
FR RN E Se definição, as superficies de nível de f são os gráficos de 
k<0 : P Ré =k, on Hipérbole com vértices Fs, y, 2) = k para valores convenientes de k. Fazendo k = Wy 
y-xe-k GEO we ma OS gráficos resultantes serão superfícies Sy S, € Sy 
d d ilustradas na Figura 16.14. f (x, y, z) não se altera quando um 
A Figura 16.9 apresenta as curvas de nível cotrespondentes a Fame: pierna e da água ponto (x, y, 2) se move ao longo de uma dessas superfícies. Se 
4 y k=4 k20, 22,54, £60 x8. x >. fos y z)éatemperatura em (x, y, 2), as superfícies de nível são 
E 6 | k=2 DEE i; superfícies isotérmicas, e a temperatura é constante em cada 

^j 


, superfície. Sef (x, y, z) representa o potencial elétrico, as super- 
fícies de nivel são superfícies equipotenciais, ca voltagem ndo 
se altera se (x, y, z) permanece em uma dessas superfícies. 


As curvas de nível são utilizadas para a elaboração de 
mapas topográfico, ou mapas de contorno. Por exemplo, - 
suponhamos que f (x, y) represente a elevação (em metros) em 
um ponto (x, y) de latitude x e longitude y, Na colina da Figura 
16,10 esbogamos curvas (em três dimensões) correspondentes 
às elevações de 0, 100, 200, 300 e 400 metros. Podemos encarar 
essas curvas como tendo sido obtidas cortando-se a colina em 
fatias paralelas à base, Uma pessoa caminhando ao longo de uma 
dessas curvas permaneceria sempre na mesma elevação. À 
Figura 16.9 Curvas de nível: - Figura 16.11 exibe as curvas de nível (bidimensionais) corres- 

22 pondentes às mesmas elevações. Elas representam a visão que 
ZE terfamos olhando para a colina de um avião acima dela. 


A) 


H 


Sc Da 


siga ez em 
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É 
x 


Figura 16.14 Superfícios de nível de f (y, y, 2). 


EXEMPLO 5 

Sef (e, y, 2) = z - VX” t y”, esboccalgumas superficies de nível 
de f. 

SOLUÇÃO 


As superfícies de nível são gráticos de f (5, y Z) = k— isto é, se 
z=- xy ek ou zaw y tk 


em que k é um número real arbitrário. Para cada k obtemos um 
cone circular reto com eixo ao longo do eixo-z, A Figura 16.15 
ilustra os casos 4 =— 1,0, 102, 


k=2 EXEMPLOS 
pat 9f (1,342) = 123? + 2º, descreva as superfícies de nível de f. 
SOLUÇÃO 


As superfícies de nível são gráficos de equações da forma Ke 
te) ak-isto é, de 


— e Portal 


T em que k é um número real, A tabela a seguir descreve essas 
» | * superfícies, 


Figura 16.15 Superficies de nível; 
z-YX Ey nk. 
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[Valor de k 


/ Equação da superfície E Gi A 
denível `: "o |: Descrição dá supérfício 


k>0 


Pyp b Hiperbolóide de uma 
folha com eixo: ao long; 
do eixa-y. d 


k=0 


NET Cone coni eixo ao À oe 


DÉI 


| do eixo-y. 


ENEE Hiperbolóide de duas 
N folhas com eixo ao longo 


de eixo-y. 


A Figura 16.16 ilustra uma superfície de nível de cada tipo. 


Figura 16.16 


Os computadores podem ser programados pará exibir 
curvas de nível e traços de superfíciês em vários planos, e para 


«representar superfícies de diversas perspectivas. Os esboços 


desses tipos são chamadas gráficos de computador ou gráficos 
gerados por computador, A Figura 16.17 e os Exercícios 20-45 


mostrados a seguir ilustram vários casos obtidos por meio de um 
computador, 


EE 


n ESAE rnnt rtt SS n 
Sia 
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` EXERCÍCIOS 16.1 


i 
E 
, H Exercs; 1-6: Descreva o domínio de f e ache os ifi H=; k=-4,0,9 
E | valores funcionais indicados. 16 EE k--4,06 


Y Dee = DIO DE DE 
2 fo 34H We REH 13 fj) 


Dr megas k=1,4,9 Ü 
20 feed k=4,9,16 
4 fms)=vI- 7-0 ;f(1,0,1(0,4), 3,3) Exeres. 21-22: Ache a equação da curva de nível de 


5.56 "T EE 223,7 f que contém o ponto P. 
F(-3,0,2) 21 fe, y) «y arctg PO, A 


3, fi dE Este à, fes, 1:70, » 


(o) Curvas de ave: ker? 2 iy page tenra 
bd 
[$3 dz 


6 Fine ia ey sen z f(n/4,4, 2/6), DEN P(0,2) 
| Ke Exeres, 23-24: Ache a equação da superfície de nível 
Exeres, 7-14: Esboce o gráfico de f. de f que contém o ponto P. 
x fe) YET Brand Ba? P(2,-1,3) 
| 8 frena O S HTC EE ^o P(L4-2) 
DEDI Payot " Exeres, 28528: Descreva as curvas de hível, quando 
d d 10 f, y) = i SEXT existirem, para a sprites da figura indicada, se 
()k»0  (k-0 e (te 
E É Ufas- wy ` 25 Figura 16.178) ' 26 Figura 16.17(xi) 
12 fle, y) = VTL € A — y" 27 Figura 16.17(vi) 28 Figura 16.17 xii) 
DP [DES Da " E Exeres, 29-34: Estabeleça a correspondência correta 
i MfG y) EY E : m entre os gráficos (2)-(f) e o sistema de curvas de nível 


da função dada porz = f (v, y). 


Exeres. 15-20: Esboce as curvas de nível de f para os 
valores dados de k. 


() zecosxe3oes(3e y) 


0 etae e?) DÉI LES seule bistou 
E D sejxist e ste 

LA seat elisio 
sebist e bisbi 
y scidsi e Mai 


Figura 16.17 
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“e 2 [5] 


29 poe A 33 auam Aen: 
"26x%2, 2<yS2 


i 


3 


A A 
Y CH 
33 EE, 
Kee? 


28282, -23yS2 
y y 


i 
| 
| 
| 


i 
( 


QNO | JN 
i 5 y ; 


31 z5sen tp; 34 zy 8-4 
18137, 18957 35453, ER 
AY y 


—— ——————— PÓrÓ 


338 Cálculo com Geometria Analítica Cap. 16 


Exeres, 35-36: Grafe, no mesmo plano-coordenado, 
as curvas de nível parak = 1, 203, usando coordena- 
das polares. 


35 f(5y) ex pet 
36 f (s y) 2 3s: xy! 4 y! 


Exercs 37-42: Descreva as superíícios sde. nfvelfpara 
os valores dados de k, 


31 fiy ded Ped; k=-1,0,4 
38 f y.) zx e ys k=-1,0,2 

39 fy A =x t 2y +32; k=-6,6,12 
TE E EE k=-1,0,1 
41 fps y^ k=-1,0,4 
TEEN k=-2,0,3 


43 Uma chapa plana de metal está situada em um 
Hang Am de modo que a temperatura T (em "C) no 
ponto (x, y) é inversamente proporciona! à distán- 
la da origem. à 


(a) Descreva as isotérmicas. 


(b) Se a temperatura no ponto F(4, 3) é de 40'€, 


ache a equação da isotérmica para uma tempe- 
ratura de 20°C. 


44 Se a voltagem Y no ponto P(x, y, 2 é dada por 
Va Gaya 922), 
(a) descreva as superficies eqiipotenciais 


(b) ache a equação da superfície 'eqitipotencial 
Ve 120, 


45 De acordo com a lei da gravitação universal de 
Newton, se uma partícula de massa 11 está na 
origem de um sistema coordenado xyz, então O 
módulo P da força exercida sobre uma partícula 
de massas situada no ponto ey z)i € dada por. 


Dun 
"AAN 


em que G é a constante de gravitação universal. 
Quantás variáveis independentes estão presentes? 


Se my e m são constantes, descreva as superfícies 
de-nível da função de x, y, 2 resultante, Qual o 
significado físico dessas superfícies de nível? 


46 Deacordo com a lei dos gases ideais, a pressão P, 
o volume VE à temperatura T de um gás confinado 
estão relacionados pela fórmula PV =KT, pata uma 
constante k, Expresso P como função de Ve Te 
descreva as curvas de nível associadas a esta fun- 
ção. Qual o significado físico dessas curvas de 
nível? 


47 A força P gerada por um rotor eólico é proporcio- 
nal ao produto da área A varrida pelas pás do rotor 
e à terceira potência da velocidade v do vento. 


(a) Expresse P como função de À e v. 


(o Descreva as curvas de nível de P e explique 
seu significado físico. 


(e) Quando o diámetro da área circular varrida 
pelas pás é 2 metros e a velocidade do vento é 
de 30 km/h, então P = 3.000 watts. Ache a 
equação da curva de nível P = 4.000. 


48 Sc x é a velocidade do vento (em m/seg) e y é a 
temperatura (em "C), então o fator de resfriamento 
eólico F (em (kcal/rm' hr) é dado por F= (33 y) 
(10 Vx —x + 10,5). 


` (a) Ache as velocidades e temperaturas para as 
quais F éO. (Admita que O « xs500-50sy 
<50) . 


(b) Se F 1.400, pode ocorrer o congelamento em 
partes expostas do corpo humano, Esboce o 
gráfico da curva de nível F = 1.400, 


49 A figura da página seguinte exibe curvas de nivel 
para a área da superfície do corpo humano (em 
décimos de metro quadrado) como função do peso 
x (em quilogramas) e altura y (em centímetros). 
Use este sistema de curvas de nível pará estimar a 
área da superfície do seu próprio corpo. Compare 
estaestimativa com a estimativa mais precisa dada 
pela fórmula de Dubois e Dubois 


$0 007194242 ¿0725 
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Te, y) = 2 arctg (25) 


200 TT TIRTS x-y 
180 AN Mr an Mostre que as isolérmicas são arcos de circulos com 
us L l| > centrosno eixo-y negativo e que passam pelos pontos 
E 160 | i Gah EL 9) e (1,0). Esboce a isotérmica correspondente 
E o XM à temperatura de 3°C, 
< = ON SEA ei aL Deve-se construir uma usina, de i incineração de 
d q H 1 lixo. para atender:a- duas. cidades. Cada cidade. - 
100 D i 


20 30 40 50 60-70 80 90 100 110 


Peso e 


50 A fronteira superior da região semicircular da 
figura é mantida à temperatura de 10"C, enquanto 
a fronteira inferior é mantida em 0°C, A tempera- 
tura de estado estacionário T em um ponto (s, y) 


interior à região é dada por 


AY 


gostaria de maximizar sua distáncia usina, mas; 
pormotivos econômicos, a soma das distâncias de 

- cada cidade à usina não pode exceder M quilôme- 
tros. Mostre que as curvas de nível para a locali- 
zação da usina são elipses. 


52 A pressão atmosférica nas proximidades do solo 
em certa região 6 dada por 


Dy) sav by ac 
em que a, b e c sáo constantes positivas. 


(a) Descreva as isobáricas nessa região para pres- 
sões superiores a c. 


(b) Trata-se de uma região de alta ou baixa pres- 
são? 


16.2 LIMITES E CONTINUIDADE 


- Se fé uma função de duas variáveis, podem interessar-nos as 


mudanças nos valores funcionais f (x, y) quando (x, y) varia no 
domínio D e f. Como ilustração física, suponha que uma chapa 


“metálica plana tenha a forma da região D da Figura 16.18. A 


cada ponto (x, y) da chapa corresponde uma temperatura f(x, y), 


que é registrada em um termômetro representado pelo eixo-w. 


Quando o ponto (x, y) se move na chapa, a temperatura pode 
aümentar, diminuir ou permanecer constante; portanto, o ponto 
do eixo-w que corresponde a f (x, y) se moverá numa direção 
positiva, ou numa direção negativa, ou permanecerá fixo, res- 
pectivamente. Se a temperatura, fi (x, y) se aproxima de um valor 
fixo L quando (x, y) se aproxima de um ponto fixo e b, 
utilizamos a seguinte notação. 
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16 


. Natação de limite (16.2) E "a Ti Ak aL ou Te SET Keser (13). Ma b) 


Figura 16.18 


Definição de limite (16.3) 


1-6 (ab, 


Lê-se: o limite de f(x, y), quando (x, y) tende para (a, b), é L. 


Para dar precisão matemática a (16.2), procedamos como 
segue. Para € > 0 arbitrário, consideremos o intervalo aberto 
(L-€, L 4€) no eixo-iw, conforme ilustrada na Figura 
16.19. Se (16.2) é verdadeira, existe um A > 0 tal que para 
todo ponto (x, y) intérior ao círculo de raio à com centro 
em (a, b), exceto possivelmente o próprio (a, b), o valor 
funcional f (x, y) está no intervalo (L = €, L + €). 


Figura 16.19 


Isto equivale à seguinte afirmação: 
Se0 «V(x—-a) «(y - by. «8, então fer, y) -L] «€ 


Temos, assim, o seguinte: 
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Í 2/69) 


Figura 16,20 


Consideremos o gráfico $ de f ilustrado na Figura 16.20. 
Intuitivauente sabemos que a Definição (16,3) significa que, 
quando o ponto (x, y, 0) se aproxima de (a, b, 0) ño plano-xy, o 
ponto correspondente D y, f (x, y) em S se aproxima, de 
(a, b, L) (que pode estar, ou não, em S). Pode-se mostra 
o limite L existe, ele d único, 


Se fe g são funções de duas variáveis, ent 
eflgse definem na maneira usual, podendo-se aplicar o T orem 
(2.8) relativo a límites de somas, produtos e quocientés, Por 
exemplo, se fe g têm limites quando (x, y) tende paira (a, D), 
então i 


lim (fe) e ge Mz =lim f(x, y) + lim ste, y), 


trop) (ab) 6917 (0) (y n EI 
à . dim fx,y) 

lim. Dsg PER. se tim g(x,y) 

(0769 86 Y) lim gr, 9) quu 
[OD RICE 

tim DM = y lim f(x,y) se lim f(x,y) >0 
[n CT] [74727] testado 
ete, 


Uma função f de duas variáveis é uma função polinomial 
se f (x, y) pode ser expressa como soma de termos da forma 
cx"y", em que c é um número real e 11 e n são inteiros não-no- 
gativos, Uma função racional é o quociente de duas funções 
polinomiais. Tal como no caso de funções de uma variável, 
podem-se achar limites de funções polinomiais e raciongisêm... 
duas variáveis mediante substituição em relação a x e y é 


EXEMPLO 1 
Ache 


(a) lim (> 
KE 


Zei A Sy -7) 


ei 2 
b) lim Lo 
Loa +y 
SOLUÇÃO 


(8) Comor Air 5y -7 € um polinômio, podemos achar o 


limite substituindo x por 2 e y por — 3. Assim, 


lim (17-4xy?+ 5y - 7) DI 4Q)C-3P + 5(-3) -7 
(0370-3) 


=8-72-15-7=-86 


represa, 
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H (b) Podemos proceder como segue: 

2. lim Gi 

d im mL. &uB4 7... 2-16 

tuna X X^. im Vat yc lim (y) 

- fni i»-69 (53) 0.4) 
a 3 EX 1 
D p m 
( » ^ Oy) E v5+16 5 

Figura 16.21 EXEMPLO 2 


Mostre que lim A z não existe. 
Eno ARA 


SOLUÇÃO 


d 


i x 
Seja flx, y) = ey 
A função f é racional; mas não podemos substituir x por O e y 
por O, pois obteríamos um zero no denominador. 


Considerando um ponto arbitrário (x, 0) no eixo-x, então 
x-9 ; 
fo, 9- rg 1, desde que x O 
Para um ponto arbitrário (0, y) no eixo-y, temos 
E 
KO y) = Ee Iy” —1, desde que y * D 


Conseqüentemente, conforme Figura 16.21, todo círculo de 
centro (0, 0) contêm pontos em que o valor de fé 1 e pontos em 
que o valor de fé — 1. Segue-se que o limite não existe, pois, se 
tomarmos € = 1 na Definição (16.3), não há nenhum intervalo 
aberto (L — E, L + €) no eixo-w que contenha 1 e-~ 1. Logo, é 
impossível achar um 8 > O que satisfaça as condições da definição. 


É S A Figura 16.22 é um gráfico de f gerado por computador. 
$ ei Note que, para x = 0 e y » 0, o gráfico contém tados os pontos 
b (x, 0, 1) e (0, y, — 1), como já observamos. Pode-se mostrar que 


A o gráfico está inteiramente entre os planos z  — 1 ez= 1 


SS . No Capítulo.2, para uma função de uma variável com 


Y descontinuidade tipo salto em += a, provamos que tim f (x) não 
T Lind 
existe mostrando que lim fix) e lim f(x) não são iguais, Ao 


¿xa da 


Figura 16.22 
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AY 


Figura 16.23 


Regra dos dois caminhos 


considerar tais limites laterais, podemos admitir o ponto de 
coordenada x no eixo-x tendendo para o ponto de coordenada a 
seja pela direita, seja pela: esquerda, respectivamente, A situação 
análoga para funções de duas variáveis já é mais complicada, 
pois em um plano há um número infinito de curvas, ou cami- 


nhos, ao longo dos quais (x, y) pode tender para (a, b), conforme * 


ilustrado na Figura 16.23. Todavia, se o limite na Definição 
(16.3) existe, então f(x, y) deve tero limite L, independentemen- 


te do caminho considerado. Isto justifica a seguinte regra para ^ 


investigarlimites. 


5 diferent para um ponto (a; b) resulta em 
ntes, então lim -f (x, y) não existe. . 
MEME 


(16.4) 


Refaremos agora o Exemplo 2 utilizando (16.4). 
EXEMPLO 3 


É x-y as 
Mostre ge im. : Yay não existe. 
SOLUÇÃO 
Se P(x, y) tende para (0, 0) ao longo do eixo-x (ver Figura 
1624(1)), a coordenada-y de P é sempre zero e a expressão 


(y 2/6 + y?) se reduz a 22h ou 1. Logo, o valor limite ao 


longo deste caminho él 


Se P(x, y) tende para (0, 0) ao longo do eixo-y (ver Figura 
16246i)), a coordenada-x de P O e (x? — YY? + y?) se reduz 


a = Y)”, ou — 1; Como obtivemos dois valores.diferentes; o. . 


. limite não existe, de, acordo com a regra dos dois caminhos 
64. ` 


Poderíamos, naturalmente, ter escolhido outros caminhos 
. até a origem (0, 0). Por exemplo, fazendo P(x, y) tender para 
(0, 0) ao longo da reta y = 2x (ver Figura 16-24(ii)), então 


E-y A 2. 3 
y rf sm WÉI 


e limite ao longo da reta y = 2x 62. 


364 | Cálculo com Geometria Aualítica Cap. 16 EJ Cap. 16 Diferenciação parcial 365 


ü s (ti) is f im xy xQux) 2 T mx 
! me a FX. pao X FUE) qe) qo) X FAIT 
$ " ` ` MX 0 
SS ; DES e Dem nO 
i 0, 0) x 0,0) x À 
(0,0) (0,0) E 0 [5] 
Sees K + y AY 
Ep Arm X 
i . 
: $ a é Pa P) 
(it) y y=% 9) osk yy fe j Pa) : X de 
y] rá OC (o * 
Psy) Py 
E e 
& [eg 
(0,0) x (0,0) * Figura 16.25 


Poderíamos ser tentados a concluir que o limite é O quando 
(x, y) tende para (0, 0); entretanto, se fizermos P(x, y) tender 
para (0, 0) ao longo da parábola y = x? (ver Figura 19 29001. 
então 


Figura 16,24 


Como solução alternativa, poderíamos escrever a expres- 


Y 


a E ares: tim = tim 
são em x e y em coordenadas polares: tdo y. "S n "m y) (0,0) 
221. cos Br? sen? 
F sê cos sen” Q A 
EN =æ = cos? d — sen? Q = cos 28 = lim ES alii 


6, 70,92 (6) (0,0) 
Ao tender P(x, y) para (0, 0) ao longo de qualquer raio O = k (ver 
Figura 16.24(iv)), o valor da função é sempre cos 24 e, então, 
f (x, y) teria este valor limite. Escolhendo valores convenientes 
de k, poderíamos fazer f (x, y) tender para qualquer valor entre 
-1e 1. Logo, de acordo com (16.4), o limite não existe, 


Assim, nem todo cantinho para (0, 0) conduz da mesmo i 
e, portanto, pela regra (16.4), o limite não existe. 


z $ A E: 
Se, na solução precedente, tivéssemos obtido o limite D 
seguindo a câminho y x^, ainda assita não poderíamos concluir 


que o límite fosse 0 quando P (x, y) — (0, 0), porque poderia 
EXEMPLO 4 . haveroutro caminho que levasse a um número diferente de zero. 
. Ps ` E Tenha em mente que a regra dos dois caminhos não pode ser 
Mostreque lim gi, yr não existe. B usada para provar a existência de um limite ela prova apenas 
(70,0 E que um limite não existe. 
SOLUÇÃO ` r 


Ao estudar propriedades de uma função de duas variáveis, 
em geral restríngimos o domínio a pontos (x, y) que estejam em 
certos tipos de região do plano-xy. Em particular, um disco 

. aberto consiste em todos os pontos interiores a um círculo, Um 


Fazendo P (x, y) tender para (0, 0) ao longo de qualquer reta 
y = mx que passe pela origem (ver Figura 16.25(1)), vemos que, 
semao, 


REEL 
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disco fechado contém tanto os pontos interiores como os pontos 
fronteira do círculo. Um ponto (a, b) € ponto interior de uma 
região R se existe um disco aberto com centro em (a, b) inteira- 
mente contido em R. A Figura 16.26(1) ilustra um ponto interior. 
Um ponto (a; 5) é ponto-fronteira de R se todo disco de centro - 
(a, b) contêm pontos que estão em R e pontos que não estão em : 
R, conforme ilustrado na Pigura 16.26(il). Define-se de maneira 
análoga o conceito de ponto interior (ou fronteira) (a, b; c) em 

` umaregiño tridimensional R, utilizando-se regiões esféricas em 
lugar de discos. 


(i) Ponto interior de R (il) Ponto fronteira de R 
Ay X 
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Definição (16.5) 


Uma função f de duás variáveis é contínua em um ponto 
interior (a, b} de seu dominio se ` 


A : Pria. s 
lim. f(xy) = f(a, b) 
eead C. d 


Para definir continuidade em um ponto-fronteira (o, D), 
devemos acrescentar a restrição que (x, y) deve estar no domínio 
D de f. Intuitivamente, sabemos que f (x, y) — f (a, D) somente 
se (x, y) — (a, b) ao longo de todo caminho C inteiramente 
contido em D. A função fé contínua em seu domínio D se é 
contínua em todo par (a, b) em D. Se fé continua em D, então 
uma pequena variação em (x, y) acarretará uma pequena varia- 
ão em f (x, y). Olhando o gráfico S de f (ver Figura (16.20), 


R R notamos que, Se f(x, y) está próxima de (a, b), então o ponto (x, 
yf (x, y) em S está próximo de (e, b, f (a, b)). Assim, não há 
e x buracos, nem saltos verticais, no gráfico deuma função contínua 


. de duas variáveis., 


" ` . > e E Podemos provar teoremas sobre a continuidade de fungúes 
Tigura 16.26 io Ss A ^ de duas variáveis, análogos aos relativos a funções de uma 
3 : variável, Assim é que somas, produtos e quocientes de funções 
contínuas são contínuas, desde que o denominador não seja zero 
no caso do quociente. Em particular, as funções polinomiais são 
contínuas em todos os pontos; são-no também as funções racio- 
nais, exceto em pontos onde o denominador se anula) 


E ZS 


{ 
, 


PS 


Uma região fechada é uma região que contém todos os 
seus pontos-fronteira, Uma segião é aberta se não contém 
nenhum de seus pontos-fronteira — isto é, todo ponto da região 
ponto interior. Umaregião que contém apenas alguns dosseus 
pontos-fronteira não é aberta nem fechada. Estos conceitos são 
análogos aos de intervalo fechado, aberto. e semi-aberto de. 
números reais. 


E 


* O que acima se diz sobre limites e continuidade pode ser ` 
estendido a funções de três ou mais variáveis, Por exemplo, se 
fé uma função de três variáveis, temos a definição seguinte. 


Së 


“Suponhamos uma função f de duas variáveis definida para - Definição (16.6) 


todo (x, y) em uma região R, exceto possivelmente em (a,b). Se ` 
(a, b) €um ponto interior, então pode-se usar a Definição (16.3) 
para investigar 0 limite de f quando (x, y) tende para (a, b). Se. 
(a, b) éum ponto-fronteira, utilizaremos e Definição (16.3) com 
a restrição adicional que (x, 3) deve estar tanto em R como 
dentro de um círculo de raio 9. Osteoremas sobre limites podem 
ser estendidos a pontos fronteira. 


A definição de continuidade de uma função f de duas 
variáveis 6 análoga à de uma função de uma variável (ver 
Definição (2.20)). 


H 


Podemos dar uma ilustração gráfica da Definição (16.6) 
análoga à ilustrada na Figura 16.19. A diferença é que, em lugar 


m 
. do círculo no plano-xy, utilizamos uma esfera de raio 6 em um "7 
sistema coordenado xyz. Especificamente, para € > 0 arbitrário, o 

gi 

É 
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Figura 16.27 


consideremos o intervalo aberto (L — E; £ + €) no eixa-i, como 
na Figura 16.27. Se (16.6) é verdadeira, então existe um 5 > O 
tal que, para tado punto (x, y, 2) interior à esfera de raio de centro 
(a, b, c) exceto possivelmente o próprio (a, b, c), f(x, y, 2) está 
no intervalo (L-E, L +6). 


- A definição de limite. (16.6) pode ser estendida a um ponto 
fronteira (a, b, c) de uma região R acrescentando-se a restrição que 
* (x, y, 2) esteja tanto em R como no interior de uma esfera de raio 8. 


A regra dos dois caminhos (16.4) pode ser estendida a 
funções de três variáveis. No próximo exemplo utilizaremos 
esta regra para mostrar a inexistência de um limite. 


EXEMPLO 5 
: x xp 
Mostre que lim. EY 
Aaa (n6 00 726 
SOLUÇÃO 
Suponhamos que P (x, y, 2) tenda para (1, 2, — 1) ao longo da 


reta | paralela ao vetor (a, b, c), em que a, b e c são números 
reais, Por (14.34), as equações paramétricas de / são 


não existe. 


x=1+0,y=2+bt,2=-1+ct tom R 
Logo, para qualquer P(x, y, 2) em 1 diferente de (52, - 1) 


(x ty + 32 NCES EX ef 
Dyer Abe). 
NGEEI AH la + b + IP 
abc? abe 


Atribuindo diferentes valores a a, be cisto é, caminhando para 
(1, 2, — 1) ao longo de diferentes trajetos ~ obtemos limites 
diferentes. Logo, pela regra dos dois caminhos, o limite não existe. 


Uma função f de três variáveis é contínua em um ponto 
interior (a, b, c) de uma região se 
lim Tra: f(a b,c) 
iy dom (bud 
A continuidade em um ponto fronteira se define por meio da 
extensão da Definição (16.6) a pontos fronteira. 


Pode-se estender a definição de limite a funções de quatro 
au mais variáveis; todavia, aqui não damos interpretações geo- 
métricas. 
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Tedrema (16.7) 


Na Seção 16.5 estudaremos funções compostas de diver- 
sas variáveis. Com ilustração simples, sejam f uma função de 
duas variáveis x e y e g uma função de uma variável t. Pode-se 
obter uma função / de duas variáveis substituindo t po 
isto é, fazendo hi(x, y) = gf (x, y)) - desde que:à contradi 
de festeja no domínio de g. O próximo exem; plo ilustrãoa: 


EXEMPLO 6 


Expresso g(f (x, y)) em termos de x e y e ache o doni 
functio composta resultante. ` 


(8) f( des Ad, g() 238 +041 
(b) AG, y) 2 y dr, e(t) sem VE 
SOLUÇÃO 


Em cada caso, substituímos £ por f (x, y) na expressão de g(r): 
(2) 8100 y) = gue) AC 4x0? + 1 
(6) site, y)) = gO — du?) = sen Vy = dr? 


O domínio em (a) é Rº, e o domínio em (b) consiste em todas 
os pares ordenados (x, y) tais que y = 4x?. 


Pode-se provaro seguinte análogo do Teorema (2.24) para 
funções do tipo ilustrado no Exemplo 6. 


Se om função f do duas variáveis é contínua em (a, b) 
- função g de uma variável é continúa op fie, by: então a. 
E definida por A5 y) atf t, P Econtínua env (a,b 


O Teorema (16.7) permite estabelecer aicontin E 
funções compostas de diversas variáveis, conforme ilustrado no 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 7 


Ser, y) = +59 + mostre que Aé contínua cm todo par (a, b). 
SOLUCÁO 


Fazendo f (x, y) =a? + Say + y! e gl) = el, segue-se que 
Ma, y) = g(f (x, y). Como fé uma função polinomial, é conti- 
nua em todo par (a, b). Além disso, g é contínua em todo £ = f 
(a, b). Assim, pelo Teorema (16.7), A é contínua em (a, 5). 
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EXERCÍCIOS 16.2 


Exercs. 1-10: Ache o limite. 


5 


2 pen. SE 


i tim 
Ge? 


¿en 0,07. 


3 m Hi 
= y) (02,1) ESSA 


E 
: +x 
4 lim 
&n2c1u5 6-00 52 
A 4 


5 tm SE 
= tapa PY 


6 Im ERES E 
"eod X xe Ay -2y 


7 tm 307 Zur + 3y% =? 


RECH ar 
Pod. Zar 
(3209 — £T 
TD 
i39 Q,3, 0 X E NY 
s 2.4 
10 dim 555 


G»22012 Pé 


Eseres, 11-20: Móstre que o limite não existe, 
x:o i ENER 


u dim A 
Leone e 


poe EIAS 
(3209 3-4 


15 lim A 
AS djas 


a 


-— et 
14 tm ERE 
tan o 
Em DÉI EI 
Fay 099726 


uU y 
16 lim 
0095 +28 


Es a 
“ta 


(XP EE 


x ryrtxn 42794 2 


17 dm ] 
&522609X X 7 pe Wr, A 
18 tá atra? S 
ro 0009 X tz 
ee Gees 
9 im ERÊ 
6320.09 IE 
3 tm Eure 


(ra (1,0) 26-20-29 


Exercs, 21-24: Use coordenadas polares para achar o 
limite, caso exista. 


2 3 y! 
a gn o 03 dm Se 
* no ty (nm) X *Y 


3 tim LL M dm sme? cy) 
¿eno sn y) ogg EY 


Ezeres. 25-28: Descreva o conjunto dos pontos do 
plano xy em que fé contínua. 


25 fo =tn(+y-D 
EID r 
ae ET 

285059) = Sx cy, 


Exeres. 29-32: Descreva o conjunto de pontos em um 
sistema coordenado xyz em que fé contínua, 


c^ 


F debot 
x.y-£ 

30 $6, y, 27 3 tg 2 
Ae» Dex Zn ya 
af MRE 


Exercs, 33-34: A figura exibe o gráfico de f. Use 


coordenadas polares para investigar lim f(x, y) 
ty) (0,0), 
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| 
| 


Z H 
3 f y) = E 
AN e +35 


z, 


34 fiy) e ys 


sen (2? + y) 


Exeres.35-38: Ache (x, y) = SU (x, y)) 005 o Teo- 
renta (16.7) para determinar onde A é contínua, 


BET Ee ¿0=(é- dh 
36 f(x, y) = 3x 2p - 4; g) 1n (t 5) 
31 fiy) exte PORTE! 
"fia dng ` ` see" 
39 Se f(y) e X + 2y; SI = e, e Héi =. 3t, acho 
E se. ts e 40). 
40 Sef(x,y,2) 92x ye e g(t) = E, ache g(f Cx y, 2). 
41 Se f(u, V) s uv -3u + v, gs y) ex - 2, e Ko y) 
y "o =2x+ y, ache f (g(x, y), My). 
42 Sefi y) = 2x t y, ache f GG, y fe 0. 


- 43 Estenda a Definição (16.3) à Tunções de quatro 
= variáveis, 


44 Prove que se f é uma função contínua de duas 
` variávels e f (a, b) > 0, então existe um círculo C 
no plano-xy com centro (a, b) tal que f (x, y) > 0 
para todo par (x, y) no domínio de fe interior a C. 


,45 Prove diretamente pela Definição (16.3) que 


ta) Dm reg 
iy) (ad) 


lim y=b 
iy) + (0,5) 
46Se lim fQuy)eL ec € um número real, 


(ey) == (a,b) 
proye, diretamente pela Definição (16.3), que 


y 


lim cf tx, y) = cL 
iot (e, b) 


16.3 DERIVADAS PARCIAIS 


nar rm A (end 


No Capítulo 3 definimos a derivada f'(x) de uma função de uma 


“variável como ` 
go ama p fet D EG) 
gs Po) = limo, 


“Podemos interpretar esta fórmula como segue, Primeiro, damos 
um acréscimo h à variável independente x; em seguida, dividi- 
- mos a variação correspondente de f, f (x + A) - f (x), por h; e, 
finalmente, fazemos A tender para O. Podemos aplicar procedi- 
mento análogo às funções de diversas variáveis. Dada f (x, y), 


Bi 


x 
e 


pu 


* TES 


ma qe 


Ae eel 


$ 


(0191) eu21091, 


"OQUnSSE O Gg ojumBas 2102109 () 


` “q nie ojuagne) ep 
armur ojuorogaoo 0.9 (4 x) Y omua “y 20d essed anb ze-ouejd 
or oped ouejd ou € ap oñen o 9 29 os 'ojuameSoppuy 


«¿ue 2 e 1 eyusSue) ep ejus ajuapogeoa o 9—(4 1) Y 
top epraprop e ‘gost ( ved opua) y opuenb 214 op am O 


. 1 D b 
UNE a Pliu £ 


- 2 Bo 10d DUET MEN 
mëug uspeo o 2 q''N Ju sio anb om "DW 


e Dmuopiouo ep Jepun euesis tun opiyznpomur j 
WW 3 & "x-ouejd ou Ar o jy sooSo[oxd ug) onb * ap 

. sp sojuodso Do giuefos (0g'97 emiga) 1) vamo eum oponas 
A ` Siem Ar o jy 20d vssed anb a 24-0ue]jd oe ojajesed ouzjd 
m O (o b ANO (o C9) seed so sourorspistioo (A Y 

E asop ed (897) obra ep rompurooS oëëetoud rang 
D rwn ijo vred f op € 007218 o 110328 e soueen) 


zY 


gor eani 


se poruudopsepwosfiq o du 


"eege 9 (( TI 'oseo iech "atorado ep (4 *x) omod o qos 


mem me amem 


«(-oxja op og5oxip vut api soon ep og3sprea 
op exe e 9 (£^) Y 'amoureopuy "eg 02 auand 


GTL vandtg 
(£ *%) op em as oquod o opuenb aura opepipungo1d e jenh ` 


të ep apepipunyozd e efas (42) f anb o oe] um op opoyprodns 
+ ojuoso1dot (7 onb someyuodns "mee vino ouo (M 


; ven gie (9405 Mi 
ua paou as (£2) ontod o opunb vanp4adiuo: vp opdwuva ap 
Zeauguseg) mx e (L'N fonbos-ga'D med 1opuo] 1 opuazeg D 


H 
CDI] 


soutaigo *6779] tundra eunoguoo (4 + Y 18) e (45) ap manias 
vjo1 eum opuntas eAOUI às ouod wn os “justo eu y 


emmer vp oam CEÍBUZA, 


KE Grdonodo opumb 'monpisip 
EE EE (oauprtmsta) em 
v 9 ("x anb sowa “y eed apio 1 opuenb upon ogõepea 
wp OU o opueuroy sta vu ën, op opepiun dod 
ned H ap xe) g epea rem e *jpput qua ^unssy 1 no H 
9 (4 y 4 x) 2 (A) ap emie vp ripate ECK? 
91] VIDUBISIP v 9 mei Z op THUA emad v os 'odtuoxo 104 


sesnyezodiuno; wp GEO Oy38HEA. 


sou; o “enpesodra; zp epmby 


- -ophepea v o (C YA- (Cy + x) f eSuszanp Y omua (d+) 


g (Atx) ap oyreunejuozpiot] SADA! AS ECK 
En 9A 95 OLD "EIDEL LUMU oyjse (Cy x) o (dx) sood 
so'onb aion “Erovejd ou qeu op euejd edego ewn ap (4*1) 
ojuod ou mangesaduzas e 9 (£ '3) | opoe ogãos vp Gem 
ou epep vays ogSensny v (9:97) opÍtugod e sowonbidy 


SC vanta 
¿2 (z + (xx = (Axa? + Lët = quioun op ën 
D 4e de 9 
(A + (09) PO = sg 
(es V 
:oynpoid op 21801 e soweonde o (ug, E) = m SOLIDADIOSZ "DNE 
ovómos 
ab de a 
ap t n M OS a "EN vunpeaodunr, 
2 O'ldiNaXs "n 


ag d RONY Gumwoe We OPADY PLE 


"o 
xp Xp sp xe 
mp7 Dr EL UOS — = n 502 Y 
*equsturfojauy Tea [em wn $ ir anb mo 
x ES 
Eat 
9 Tezored ogSvjouexogip ved vpouggod tp uay 
3 TN. "ERN 
sg) mesm 
Mew opSujon uio “no 
zh ale ap xe E 
E SR fa) 1 wei + e ne (an) ` 


—H-—— 


Wi 


ops 
Sepranop mud omoronb op 1801 v 9 ompoxd op tido! n Opus 


S08 sao (E89) f 0 05 'ojdmaxo, 30d aapuva BLUR op sopõuny 
Sup st. svBojpue-sejntuiça-simosed sepragap wed VIRA 


tes doe (Ide 0-07 c 
sti AE GG (Qc D ET 
sowy (0) 9 1 437. xopuozeg (9) 
wt done Me 
¡A GEI ul OPURDUOIOJP 0 ajuejsuoo OWDI x oputzopisuo 
£t erp faço (699 

ENU GER tuo opupiota19jip o opumsuoa ouo d opiapisuo [2] 
UO* : Oybmos 
Dei i 
äist (9) 
yor D NC aas H "og 
} O'ndWaxa 


ELE prmdoplspusspg 91 d 


“opoweansodsas 4 v à 
XD opdojos uta fap Lued soppauop se ovs dejo 2 xefe 


getupd sep 


BAND ved sepesn ojuamnmos sagrou seno anios vasorg 


KH 
159 ENS T ojduroxg O 4 D opónjas me Lé 53) f Soumiouo4afip. 
P DhWDJSHOD OIOI X joADHDA D sonnimpisnos (4 Y mop 
pand eme muson eq x » ophojas wp (£ 9) f sombjamoajip 

3 onnisuoo ouioo Á soumaopisuo) (A *5 f Amman papel Juss 
AEE = (9:59 = 03,8 omuo (q 3) J = (98 20d. posgiza vum. 


“op 5'opôuny vitm opunmgop 2.q s. opuazeg "nas ou soyun 
“QE 105 IFE SEPRALOp Jae sotuopog -30179]ue orSos gu 


eplenponui (q Ki a H DO DEÍBIOU vp ën WO JPABIIBA vum op 
sepung op syn ap opSeyou v somaezrin JUP 'joATtBA BID v 
3119 (songniqu sem) soxy ops £0 y (g'oy) oz5rumoqt eN 


m 
wg (4) 


“A TIAPUBAR 
os-gonde ofojpue ojuamposora (897) uo oprugap *“xpopôojos 
wp J op LC dead sppatop ap QUuaduos OR RAR] SOU 015] D 
ved JopUo y sbtt'ozej auawpeuy *o t Sod (£53 4— (Cp e x) f 
Y ap ejuopuodsaJ109 ogdepea v sounplArp 'epinfos wa tj OW 
-psg um — x *sotuv Bip = SIA PRA SUP vrun E sowep onowpd 


| (601) sjejosed 
“Sepeaop Led sepóezon 


| Jee oeóuyeg 


T 


DIGOJ songsüy nimuoor) wa» optio Sr 


Cato (q) mem (ei 


op ógjanp eu (z f) ura eougisip y ëtt ima 7 op. 
Gët op eot g] ast EXE] E oo "sorotmtoo mad 
axa small mo ossadxo 9 y onb wo (A + OT «E 


Jod epep efes (4 S) wo y empradun; e anb opor 
ap “ound um wa zef eusd prow ep edap ewn ep 


KE Tas opap (a TZA) S= 408 gp 


(2 52) fo et op sais 
-sàd sepunSos spojosed sepiapop se sepo] vAGIOSE[ Lp 


d quas x uas- 500 X S09 = (É "Ou 


"t quos x uos + (soo x son = (4 mr 9p 


(uos äs cht 1800 äs (CX) Sp 


= 4a . 
(xà EE e (A a)n pp 


Ni 
dug m (Ada LL re (Caja ër 


o fn o fa s*a uumiony-jonDo ap sapsonbo so 
wroga A 9 2 590507 SE anb aso 199>Ep "Saxa 


+ soat (0-a) =A gy 
(y vaso uos) a Tp 


ae” nr 


o AR de: Je 
de Je AP 
anb ISO ueno sun 9 y a 
Ogsso1d v gq 'mneiadina) v 2 7 'otun oA 0 9 y "598 
op sejn2gjotr op ostra O 9 u onb wa Guy = Ad 
O00 It 3o8 apog stBopy sesed sop 19] Y Op 


H 


` "M ERI 
opo ttd a o onb onsott “xo weg, 2 s atos GE 
ü 
zT ge Dag 
hib assoi az, => e ~ d = 4198 8€ 


onbansou (4 +) up (A son s atas LE 
X800 2 £502 , 9 (£*59/ 9€ 


son x was + d quasa soa = (C3) f. SE 


puo vp opSonbo v 205yes a Mb oxisoyq tty Tp Sue 


x 
` Esch H *5) Jr 


. i E) D Ha te 


. "Pojuguuti[ 


2 epep ozbung e onb 24014 Y op ojjurop O opor wa 
do. xp 
SZ z 
9 A + 38 


as popugutmy a (o xp f ogSung ewn) 90-20 SANA 
. ng LT ARA, et ' 
m tA anb onbtritoa (a + à) Wo PEET 28 1€ 
"ne Tai o P'aropbonbrguaa ^ ars iym es TE 
Kp zp Zr. 
E: Pre, 
KR mpe* A A o8 0€ 
EXE 
E 


Er ae “+ 2 upf£saog 87 


supe Gr uos e^ og 6% 


“ty aya Uu 208 a c DOS 42 
: V soin ta Anç = Aq o M08 9C 


Sta ae Gi AOL +242E amag EL 


ECKE EN 


gu ro EE 


&x 
EL 
"e + d EE? 
vam te ANSA 1 


£x 


E 
dem pp + dare mal 61 

Dia “as onb arbtna Ce Amen 
mër (142) et 

ma UOS + ADA US NE m (at tA dy Di 

dg am A (PSA + sh (dns ¿91 


492 8 ph px [2 Ad gy 


At prusdosiopwasfüg 97 du 


CM 


E =p 3j " 
1900 edad Ja 
aiaga ore e) Et 
OR ISER fair 
ZEIT 


fo ze LÉI Kl 6 


5 Som = Io MÍ 8 


NM KT 
Zem ae (ADS H 

xu. pra (ADS G 
ES o 
¿hp E 
A $ 
pedes Io eS 1 


Jap seuompd sprosd sepeApop se AEN sgT- SINA 


` ^ 
` "SIDABIABA SENP ep SI ap sagung op Stir 
sepeauap e os-uzonde soBojgue sopegnsas 9 OBÍEION 


BI de Br as AY 
"A p ess 

SOJOQUUS so 
srejosed sepeapap se ved oer opua ‘s o 4 op ogdung 
9/09 4 ox ogs onb seya senno Iesn as-tiopod “ajuatuziaço 


EUN si HEUS Kei 


tofas no *epodust 
ogu opSpiouorgpip op Wapo v ogus “senugiido ogs S019013} 9 
sepungos "senompd siejosed sepeapap se ag UEP 20d meega 


xp. E 4) xe NOM KE 
12 RB? ? 
nam (s) Rama me 
A6 KB] ? 


*ojdwoxo 10g 'Sepeas[o SIEUI suopao ap nO 
senama seed sepeapop odojgue opow ap es-uaugaq 


Ai Lr 
exe ee tro Eee (2l 
ED eS en (C9 


de d 
DECK 


, €91 soua 


or dn Gau DM 1007 ORIYI SLE 


E 
tos sepunilos Ke sepeagop sn dea? 

dote lt" Gg a m £A dag (e) Y 
soluoAngo onb wa rt o7dwoxg on nepeijšuos og prog — 


oyómos 


ER x 
Ap ag = (go dp — Lente) T - (92 


XQ exo mue C4. 


es, op sepundas seosed supAyop se oyo y 


v ONIX 
320 Ap - fe 20 ep mm ¿12 de xp . 4p 
CUN Lei Gei DE? pr [ri 


d SEPRAHOp se pd oppent sojundos se 
NOD supunfios o SENPUNA SRBA seprapap 
as omg rie sens ojnajpo on 
sosuosop oom wysyp (zp 01) eoo» opasapdny 


. (ëmer 
wo "nz - LT opo HAETT NS vUN wo senos ogs Mp 
a f: Pp fag "Aa x stonpriva Sbnp op ójbüny vum pias 


“Opedunar o]naquo op sojxor uro EpSIuOoNa Jas opod 
mod Y 'ojuaroyrput e ogdwauarap op Tapo ^p 0151 SnB] ovs. 
eut seprayop no) svisiur sepuAnp susso SAUIUIANO) 
Sop5ipuoo wa 'onb wanye Rian é ootd O op sos sup 
-unBos smr supraj op oUnoo' VC Kee 


xe ome: uns 
vpinfos wo o d v ogórjos 119 oou) sompjosonrp ahb ropu 
dë xehe p ma 'ELBNUOD 9 WIPO Y 4,0, Opou Y wog "x v 
ognja we comas mn o 4 8 ogejo uto ONatupad sowepuasogip 
anb toys "Y o Cv ogdejes mo epinfos à wo ox v opos 
ma d sowejouezoz¿p-enb: vo) ës ff anb aen 


E 


Kä 


De a, qose 


ES 
y 


sopanioso (4 13) f= ^t os 


[4 E 


ut FEI) EI "de 


E (Lyon 


sepunBos seed sepeAHe(g 


«anos omoo sepejonop Yop sepuntos smeo . 


AE SEPTAJIOP SE ops-onb *sexanmd syejored sepragap suns 
Jetopjeuos “mese 'somapod Sejoagpna semp op s5p5un) amer 
ops Y a Yoyo f ox sjaapuva rip ap opbunj tun 9/08 


z : 
ët E 2800 Axe E: 150]ue15t02 d 2 Y oputropisuo) 


d 
Z vos E Ed eme 2 0 X opuzrapisteo 


x . 
PZA ZUMOS De = "Fame Z d Á OpuIapISDOD) 


120398 OWO sotutpaoolq 
ovâmios 
zëiup d ÁD/MO "ëiup ane *a + 7 uas ESI EE? 


t odia 
et KEE [E sexe seoyp 


ea) PETER GIVE: spm SupRApop sy z-0xjo or ejpered q aod 


ejes eun ap 0340] o? e x ogdejos me wmeioduay ep opSepieA. 
ap votpjumsu] exe v p (z d "IT quomd wptauep Y ‘(z A 
owod ou vanjodiuo) e (2 A 63) be opge owog 


EAT "Ue 


*ojdwoxa 1og '(zeJfe 
a defo ‘selfe 'aususnajpambo no) Ya Vi “J sejmojro sowapod 
"e "A a) f epeg ajumsos faApurA v ogija mio e Gpugueo 
-031P eum SUAU SIDABUTA SE SEPO) SAJUUISUO) OS-IMTIOPISUOO 
“2 035] "SJDABHIZA seu no sen op saphuny sp senoumd spoed 
SEpranap se (g'97) uo enb EG vuusou Ep os-mougag 


9t 


"do? DON DIJONOD £) mea ona DLE 


"(y zéi to (y yaa (y oy 
Ain snas esed quioo Vier ‘Ay a xy op saoBung senao eed 
5 e Ies sogõeyaosge se sowarwsn "reogrduns wed -sagãponde 
end yp ste emm EUA yp ajuáas toos] O (A 9) f op 


“og “soyuod stop anua sreuo]oung S310]EA op se5uersmp Jepnojeo 
iade epesn 9 (E1'97) OBÓJUZOC eu «y op PNUD y 


(881 Bus Í opuzynofro Dip ajsa Jur queen 
soco = 
(zoo Goo) - Cro'0)€ 
-tento-XD- ge + (10009 = a 


Sour) “My op gt eu 
ZOO 4 9 TO) may "Z = d x opuezeg 'ee'op emai ep 
onsengs e somas (g6'] "10 1) esed (2.7) op enea LC ag (a) 


Kg am xy md moy gg 
Kx qe - (6g ay eo de d xo n) 


= ave + açao + 20) 
(4 — que) = Wé + Qty + 9 dev + déi: 
(E d (9 Cg xod am 
x soma) (eror) oginge e opurondy (e) 


Jost TO'F) esed (z “T) op epea 


puenb ( e {ap ogSepea e mpoo gied ay get (q) 


am eunbioyop Cor op soyiowozour ogs de oxv'os (e) 


E i Mx age (L) S= eeg 
LOS 


«+ ogies E onge Sópeinser sonno 1o39poqejso emp gpprbape — 


oyómos ` 


z00-* 4v 


-o 


(set tm 


€ 


[EU 


ESE jojoaod obama ha 91 de» 


O! 


ai 


ay i 


Lë Ad bi eo T 


DA 


EY 


. (Ag + deg + a) med (4 a) ap messed ov un 
-ex0d10] eu eug ogboymA e 9 Ay oga ‘TEIT vn ounojuoo 
mem ap edeqo enm wa (Cx) omod ou eomejaduja] E owon 
(£3) Sopursapisuoo (4g + ay + x) od ppo (f 52) as jun 
-ojounf 4OJDA OU OPÓVIIDA D vjuasoadas avg Opio O 


=r DI (+ dam o leg 


-ta JA map ay ageet O tiom: 
| Ha ep gogo) Ay o xy welas 9 js 


ps | (eras) ogSrureG 


` KEEN 
-s1apundap JOAGEXRA Ep ojueuteout O angos 01109 06 20090 


d MAE al 
STU gt )/ 
x PETS) 
vr rent D qe 


een dos apod (891) oeóugag e “DES 


` mou wsap mei wq 4 ajuapuadap JOABLIBA vin vd (or) 


ma opturjap o anb otusaur o 9 ogu af apropuadopta jaAg pea vp 
oyuamarout tun 9 Ay enb ojoN Larap sopawan wejotap dy o 
x sojoquas so ogjua *( a x sjoapuea Senp op oghuny zum 3/98 


MINUM rne 


- SIVION3H3HIG d SOXNSIASHONI OL 


HE RONY DENIOS NOS ORO ESE 


c + (98 


WE = (4/89 


(6) uas [(£0) 81] s = (43) ER 


a i 
arre 


` H m 
arar e 


(en 90) £o (ro o'o semenoade ed 1010 = y 
tuo» stjmunog sojumios se esf) 189-29 org 


dera de= gp 


` (G) uos € = LC en 


EEN X c m 
DEEN 
" 


“(007 


ES 


TQ 


TOS 
op sopuqo RAOVA SO WOD SOPEASA so medmor 
a (c0 E 2 (0 60) smuposde ged 100 = y 
WDP Stu Sajuyndos ep on 1299-59 "BNIX 


792 'aoyuados e 
zap A “ED tuod ou o v 7 yof) vp. 
Srapimezand sopóunbo se naosg "v = é ownd ou 


tre YG OLA = 2 ap oppi op odun o 2 ros po 


i G US 192 projonued 
e 00953 Hb ‘g "mn ou 2 uy ten 
ep se»pngurtimd sopómmbo st BASE "1 =v ouejd 
Qu E - er G = z opigjoquird op ode; o 2 efas co 


"(91791) twaona O ASF) :p5- £9 "Sasori 


; opos 
Dies 2 5^5 op ayispuadapu) 9 5 onb saxo 
"180 0p EULIO E mo; hos “p = date 
>omó1puoo.t ojuanbo 038] "b vpuewop v tjj? ogu 
doña: Ou opSepva mun asi olim op amapuad 

*ppin 335 omit o onb os-21 "19 otajoroxg Joy ep 


“> "pm otbumg run g a anb azsou 'seapedos 
ogu sojutysuos ops Jg a pe Bo än gnb wo 


mud rnt aid dd e 35 


mon wed ep 


ISE pusaslopsomussefig or du 


KK b 
rev 
DES o 


ipd KE Jo ophun ep io op odad 
epopepransejo y 9: Cad op ngSung eum v[os. 


Ad soSoid wasa "y ++ Te to some n onb sour 
-eguodns "offre op opraiswu sp oñord ou opdbraype 
mum v SOJOPAUDSIOS sop Og3v24 Y topuy odpe um 
Spada vg 19 


"E =x 09 =¿0pbenb xp Ip aye jie madian o 
Wb ED =399 E = q ‘D'y = rog rangod 
AJTISLOD vun 9 y o (seso wo) mp op opsuspe. 
Y 3 q peor op opnpjsusyu: v 9 Py anb wa 


(gno) om Ps (yr 
` dod upvunxoide sas apod *sonat y op Campen 
xepepipungord vo sumas o sode suo se (pd-spjoa 
`Dh age zn] ap opupisuopm v om vip tum mg po 
E xo ` 
AF {a} gO adur o epo) 


TITO — ÁCOLT = À ginn vjod vprunxoide 
as dpud A MP op Sum 4 » opupt op 
SOU Y OBINOSVU oxos op onpiaipny wn umg ae ap 
OpSejeu vum sodt opejexa dos apod onbscopamw . 
"HOA sopro a SagiLad sop À tera apsprordeo Y 65 

0e ELM ift + ER 

MO APO AÇO 
Stopp $93] tt» aonde op opbenba r zezspes 
2 94 pa (4 so)(aD uos) = al 


308 vpup ogbung sonbjenb anb 225034) gS 


“ojumpuos vum p y onb wa 


30jt2 op jeu 
;eojsüetapyun ogõenho r tapro4 | anb ansoj (a) 


“XBALR 9 20/1 ojeda: o epo (2) 


*SP3OU pz 9 (XY — mm nos 


“DP opopad- O. 'soyiejsuo» ops y am fr onb wa 


KEE ER 


208 aprowepuiyxcide vprp Jos opnå x optpip 
*UNJOZÓ E 9 SEJOY 7 VDS ON Y vanpezodinas v PJA 
-opos eun wa eprog ep ordesorad vp opniso ON LS 


29 10d epuemop v anb a 'opromivmoodson "d Oé “e 


à om op spougiore E vuam 
¿MP DES soropessoonsd ep oreupm op GE O 
* ` matdhum otusgagered mas topepod a dap aque 
-sesoep opbung vum p q 1 > b = o as 'onb aso 
D "nb. d -3 
1 [ar 
opdunho 


wf wpu[noye» sas apod Jopessavoidymu Jod 
opaa wn ap y Stro V "SS Opory JIN 95 


Lob ap UNE) piso riaye soJop 
-t552301d op oiemggn O owo» o 'orojdtuoo our 
atstgd gu as (q) wo opôepiea op exu v jun [5] 


brorum, — 
wa g op oben op vougjuegsi exo) € ag (q) 


*sioajuodsip soopessaoosd 
op ortu op opman ‘g epsoxe 
apod ogu g dnpsods v onb onsoy "QUIT ^ 
Dm mm = d opunnb dupaads vagar 'g'g s bes 6) 


+ pe bopurnb aba 
*opmyliuo» ouisjojoand "ep ogbemys Y KH 
~as sopoprum 200 squatuojueiuaauoo sopusssooid 
wefos sopup so anb varoen ap so-opuesn *9 ojs} 
— ojpjemd uro sioApuodstp soxopussaapid sb SOPO) 
opueziin spezguo12asopod onb ojojro op DEE 
v p b o coxopessoapad ap oxoumn O 9 d onb wo 

p- +b NEM 


` ` E am 
-30J0p RENÉ vpesn gin eun 9 pyynpury ap 1] Y 
"opessoopadgun um woo onb op 'jopessoaozdnnus 
von gien eat sas apod opnojpo tun onb opidps 
sw 5oz2A op o1etupti o 9 9 düpoads Y "dupaads 
ap sowy wo apprssaoxdnim Jopuindusos tin € 
opuroduo» y sopussoaoxdnmur 0psgndurooredns 
“amy "sasoprsssacid op SHERU SOLTA 9 SIOD 93) 
"Aio vugi et “sotuopotu sozoprinduomadas 
^ ep sojojyo wed oprzgnn os apod anb sopessas 
z018 wn sunade 149] SOJOprandios SOp LOEW Y E! 


E) 


t "jer » gene 
aplau o gov TASO ejurjsuoo pum m o 
spugmpu e 7'piaugisisor t y OEA RA ou ` 
-303 si onb um '.mg + UMA r I pun 

Y DADALD SOIRE SIMAO SONO) op SIFOT V FE 


"(c *2) oiod ou AHA sxp[De SIÓN o ae 


Pd 
Ly ors 4ut-?* an: ao? mer (tdo 


anb eyuodag "oyonjod op pgs 


-spui O) Cam op SOSSON SO pÍ1PUOO sup rop. 
»«uadop anb seanso sajusisudo ogs q o n onb wa 


É , 
Loo ag 2% stg m (E00 


30d upejuasardas sos apod {esnai 29A) soon É 
apena ya pure vp somtrpiab x e omod um 
vito ojuonjod op Lut 109) (£'3)) opman 
v poni op sorts ij op puse mun 3od epnpua 
9 Cou open opp pe ojuanjod um opurnb Es 


dom (9) 


op apap ex (t Z= “Hg omo ou epuptap Y 
«Opte tuo. 1 op DEÓNISCA Mp AED DINA RADY 
-somomipuao tu» z 40 tr o snoa nro wssoxdxo 9 
onb wa toy + ¿4 Ape) 308 epep elos (24 aM 
omod ou j wimtiodus, e onb qu seuna 


zm (o) x-oxi (2) 


, Optuopiona are um tus opumys pss OJalgo ur) TS 


ve ` "zost (o) ‘Loxe (9) 
-*y-oxte (v) op'ogõanp vu (1 'T = Z) wo enupisip 
y option nio A op DESEYEA 9p Cam UNT) v 
PJY "SONDIIVOO 109 É 'x 9 SIDA W OPEP 2/4 
apro (z 463 3)001 EA 30d ópep elos (2 £3) 
quod Du A vango jerovajod o mb soweguodns 15 


£oxp (8) 


- op oan vu vues opepipungosd v jenb y 


xoxo (9) 


- Beugumsuy exe] v ouoe (6) quod ov vnSp pu psa 


onpnbeopeimbso win 95 '501)905 Wa SOSSa3dXO DPS 
(Cx) 2 x anb wo At xc DE = (E99), Le 
vpep p (4 “x) eojuopuodssiios owod o qos aprpip 
«ungosd v anb opous op “Cbuejd um wo q on har 
ven 203 epeyuosordas p oe] wm op ojoruedas y 05 


ot de oompany GamingeD woa oppo DUE 


guo BOT = wpg' = [poo + Cel wr e 

009) + (ro oMoz e Pz = AP 

` ` ` sousagur osa O ved ouinfas 

opóeunxorde v soumqo 'T0'0 F z «p « Jp 202 = Y 3 =40p 

- CMOZUQ 'SIDARIITA SE 50013720050 SOJOJEA sowenguye 'SJUOU EUA 
Ye 


4| 
p cit eap ptite p Ap GAPAN 


Y a sejagad sagõeasosqo woo opoae ap ‘sowa fsrpoualogtp 
np "up aap e oyropuodson0 À op ogäepea v 9 opejnojto 
y 0319 Q 'oapeĝau 129 apod "seque 109 no “sepipous 


iuo osea Oe gg OT vinfltg v ouomeatoadsar ypa 
op SOUNGEN 50112 WOI 'SOpipati SOJOJBA OUIDO Y a + 
"y BIJE 9 49829 9p OPW AP OIPUIJEO WN op 1-ALUNJOA 

fot = À 12208 Fun Y won souteSaura SSY “jar 
-puea eurn op sag5uny ved opeaiduo De osiojpue 9 oporgm O 


oyónos 
KD op stmjoA op ojn2g» QU ottiprpm 0330 0 1euprasde wed 


Staat asn Wo TOO ep epipatrap joajssod ona woo ‘amati 
-Bagoadsar tmo gz o wo g ogs oyar opuro TUN ap eamipe e 2 opli O 


El 


KEE 
ojuazsoonp 0119 D “0807 CTT = MY onb soma T ojdtuaxa ON 


s0º0 = (colo At 2 * (mmm — 9) = p 
soiuago ET 4y = 4p e 10929 e xp "t e A'T =x ODER 
dp (e) + ap EE 


bi xe 
ko + Pa =p 


^p 


` soma "(et91) ogdiumag e opueo 
21 sojduexg SOU vepe3oprsuop riusan E 9 ogXung EIS 
: ovámos 


o *41 Op MEXA OEÓRIITA E 1109 OPRMSAL 
o arduo) jeet "00 exed (z*1) ap epea (4*3) es a op 
i ogáera e 1eunxoade med o-onbyde o mp aopa er xg sat oS? 


j 8 Oo 


"ter at ogia - 


guit ms 0130 O “aJUOMMEMIEN *SOAMISOd ORS jp OUIOD 4p , 


¿98 Ioaudenänptauagbg ar dan 


^K o xsagõepea stuonbad e ajuapuod 
-s9100 At ep ogera E yeunxoxde enurad sou MS] omg = arp E] 
ogsp iga mp at ogma “souanhad ogs dy axy os onb os-ondog KGI 
‘D)e (y) opuenb y emed wepua ^2 LIO) T oj anb ua 


ar arpa Kox 
KEE 


: anb sowan dé *x) 10d opm 
-neqns (4 ^9) ed o wos "uge ojonbep ogsnjouoo Y opuesn 
“ogia '(pp'oT) emoroer op sasoj)ün| se zejshes fos 


(61:91) ogáwyea 


"SISAPLICA senp op sop3unj e ojentido 2189 apuojso ogSIugep 
wugpud y cap (x), e np 9 ay = xp oma KEE 
wn pay 2 Lien os anb HETE) op Soest “patita 
tun op sopSung op sieouo1atp sounpap E emydeo ox 


2 oy cel onb uo 

fy (o) av (6g xy + er xy C39) a 
39401580 Gecke) sowapod siod'soonm ogs cuina la onbsjoN. 

O o tree (O0) 19 9 (007 

woo (tot) eat, DU epep euxoj vtr viso anh o 

4 ey + G9) + (c) ev (9) e n 
*oyuouosuoreAtba ^no 

“ay a do dg s da) exp AY 

^i ojdtuoxg op ogônjos va 


oyónos 


aide sonowv emun 1109 Op)p2 98€ 


D 


(4 2) == (EA Pi) moo (pp'gT) out, op ogsnjauoo 


v urbtyspes anb a a da eed soossadxo ope pe Mog . 


z Op - 


"emaro op ogsnjowoo e znpuoo anb o 
Ea CA Pas A= y 
anb somaa “ayy ep ogssexdxo e '(y) wa opueaoj o 
Saz Dr Y = (a at 
PERSE EIU 


pm vu “3 a dy vid soyjuoposo1d sopSenbo se 


Hn Douanes '(0 9) «- (4v 'xy) opuenb y onu] wg la 9 la anb 


Jens oe op '9 «— Ay openba 49 0 «xy opuenb?x «— n 
onb*ceoT-vinBrg sad “opuejou o 'senupuoo ops ^J e Tome 


CAPY- a= D 
Y Aa 


anas v ou102 53 o > soweugog 


CAT enda 


(ya ou + 0%) Í (iva A Kal 


(Ag «Sn 


Lao i 


(£y Ci) v sauopuodsasos soad sojuod oqixo ES Die 
4g (03) 4 y be CES y bi 
souoqo '(1) wo aty op opssoidxo vu (c) a (7) opusas 1 
Ay (0 s (EI (Ap 0194 (6) 
“emomojusjeambo no Ay + DC o Dë aa viso a anb wo 
e (= Py (e O 


sowojgo [Ay +44] opaan on y 
ogun v oitam 10j6A op Een O opueoydy (4 Sy Ze Lé 
opus ‘p > L> o ed (€ a) S= (£j opuezay “auomeSopuy 


cap (Ey a DÉI (0034 - (Fg D eg A al (o) 
"enen Jos opod ogdenha pump e (dy 3-4 ie 03,8 


é (Ky A D re (98. 01009 "xg + Fr af agua piso n onb tua 


xv (02,3 = (3)8 — Gy + 298 


soumgo 
“ey + Be x] opa; on 8 v (zr'y) ojppus JOA op ewa) 
o oputogdy ^g > x > v erd (dy A 94 *3y/ = (29,8 onb as-onBog 


D 


CS ppavd operaba Di don: 


q» x» b (As + Mäe (08 


Goor Y IARU DIM op 3 ogun eum 
sou op 9 axtrejsuoo DIOS (fy epiníãos ma SOUTOIOpISUOL) 


[X ELS 
q D 
- 4 (e 
Cam) 
, An 
: i? 
Von ES CHA (FUE 
Y 
JI 92 - (eo P 


Wee + A af. (A Cx al 
e Solde Mn S am Q) 


pos v omoo (Ay A 4 
905) Jopueuios 2. Opurenqns Arv ojatuaJ9u] O SOWBANOSY 


: *ye1opisuoo 
sowe: fosop onbsojod so o y op oyp? o?nsup peor emia Y 


OYOVELSNON3O 


e (00) (Ay oi opuenb 
xy ap: E Gen o aaa ? nb wo 


O eux ip anb dy dá 


: ¿pios Di ap omod ou 
Te “fono soumquodng EE £> D q>x>D WC E 
b d uns RSC gjosbum e omb mé ah Je 


(v1:9)) ewros, 


Gi dei vajpuy Gap WOD om2)0) PEE 


Di 
Hi 


Y 
3 
DW 
A 


ag o 


e Fe ës 
Sess! 


KKH 


a EM 


¡9900 apowmeprunxoxle op Wu aun[o4 o “uissy 
900- = res SOT = BHD = 
Dee + (co'o-)9c + (zone = AP 


“opusigo To'o=2p 2 £0'0=dp "ZOO = ap 
tp = Z ‘9 = £ 'g = x SOPep So10[BA SO sommnynsqns “quan puig 
-2p rz p zc ap ado . 
ze de xp 
ap. + E = e. 
ze" PDT ur AP AN 


ema 9 ope]nopo oumjoA ob 0129 Q SEET 


` Sem soe Our zp a Áp ‘xp eppndos tuo soureauous ‘Z 9 A tx 8905 


ut edu por va enm op oumpoa o ved zir = A 10308 
mut e Den sóttre5otuo2 ssy “p Ode? op 0193 18019 
oxpusão o med opesn oe o&orpie 9 ogónosar'ap opoigut O (e) 


oyómios ` 


omg, op mexa ogdenza e ooy (q) 


“DIUN[DA Op ORÓBLILA 
vp ogõeunxode ewn *srepouorojgtp ep oont sod *eyuazgo (e) 


E 
-hAjaodsar "mt 2 16'6 'TO'6 ted y a 9'6 ap rates 30103 unjor 
este pm op (engem wio) sopsuourp sg anb sowequodag ` 


Sid 
"SIOABLIDA Siem no omenb . 
ap osea ov vgsuaxo v dëm opoui op es-zed (91:91) wa 


Diva otgep as epepitiabibusiagip y "souonbad ops z o dropso 
emma SD o5 ay ap Dede xoIde owo arp A2SN SE SD 


Sa ajitapuádap ongriva Sp atp ji pas Y td: 


: , prod 
sajuapiadopur stannites sep zp 5 dp “xp stuet Sy (À 


«aybanieaggoadsos E 


a (op soyuot21001 zy A fg *vy wiefos a (z A'S =at ag | (seu ogóruea 


16r pruni opbspuusfg or d 


‘sayuga 891] ap soon; 
ite op ogsuaso mun Trogisuoo 00 nãos og5mupop Y 


"SIOABISCA S99) ap sopóuny esed (6roT-(LT00) * soforgur 
sopeIjnsol ao jaqeisa os-uopog (900) CV Ly xy) opuenh 
gapay ug anb zy a ru ap On ops Ela "zs anb wa 


q ns eim 
zy GC Fg Gy ex GU "yp zy 
guo} e RE apod 
GO GN y Y 


eyuopnodsoa10o Ota O agia fojuatu 

-uAnoodsex 'zy y xy sojuauiaiou] 2/4 lx e sounop ag (rue) 

tuo senunuco wefos 2 gy wa wesma tt 9 Denge ee) 

“PURA OOO WE) SUAJUIANOS Y oga ewn ure epuap 9. anb wa 

28) f tt onb EH “someuodas stoagunA senp op 
syw op sagóun e opipuojso Jas apod ojoopooo1d opnise O 


*fop apepimanuos 
v eondu , f op nousa Y mb tua ‘apea ED enin op 
ose» ou essed os nb ov auaweuunuoo (Tp One EE 
opspmtnuoo v EISE excdojuaognsgoguf e fopriugQisio 
sajluns v onb 'sojdutoxo ap orau 300 "193/501 0S-opOd 


PEEL. enunuo» $Jonuo y PUE pou 
+ Sam ops "fo Jos o sfôApuva Senp ap ow DENEN 

(gro) 
tmay, op ouga of O pp SOU OST yogrnagp 
9 '(1:97) maat ojod “oro 'szngpnuoo ogs aos 


Q4 3) mo enuguco 9 f*o801 


fier LE) 
Quyyjsgux)f un 


*oyuotuojuoeAmbo no 


Qs) e (Ct) 


oriei um 
anb os-ondog 
QC fo» Dr 
Cra frt 00024-0997 


(61:91) oui 


D 


or 


"ep gout GL gouen OD OMPI DOE 


| 
| 
| 
| 


"LD mt onte xy op sau ops 


YA H E B. o 
V +A = dry + Dx = x OPUOZO] » sopsserdxo sejso opmrejenSy 
do S + CA ON ay a+ COM = my 
CAIS (£g 4 PE 93) ny 


OTOT) 8 (ET'91) uro» opzooe ep enee senp sp 
mV 39A919$8 SOWOpOg Ae 9 Xy SOJLSUISIAN SO SOMOIAPISUO) 


OvôvELSNONIG 


» E 7 UA a we eno» 9 à 
zi O43) annerem o sisApunA senp op J ogbu 


E . "epepriqeiouoxgip op ogpyap omo» (9T 97) 
` onge v3szgnt Jed SIZE Sp Gm IMPISUDO a eu 2 
"Toagplistopp DEU eum anb gason ojuynfas Ópzynso: O 


` ` que fonppuospp e omua “y zirëugter ` 
"tier mun wo senunuos DES Gatas (Cof Sm os 


` "Datt wa ojuasap ody op ogia! 

"sun: EES: AIDS GE: ouso O (01:90) omne 
PPS(PIOT) DIO op ojroumqonp-o31025p ttuoJoojotimod 
Dep Op DE auo Lora 9.-05:37 GEI Burn wa 

PAPIDUSIJ1P Et RtIEA senp op .ophong zun onbos-zig 


“90 


Jengi optienb ` 
alfombras, 


LICET AES Ce pa O 


a TN ` Weg V OpPap]po Jas opnd. 
Nes (405) wa poaprausaarp 94 ogSun y (£5 S 


4 “(PT 97) eat, OU ary NULO] vu Eier osonb. - 
E "ër ppo TU Ppeoput ogárpuos v vyiop 109 souas 
x “SIBARHEA senp ap tur BICA "ojsrxe EPRALIOp  onb Game 
Papap ONO) O "IPAPLIRA vun op ogdung emn ved — 


geg = oH (E = 2 


KEE 


"] të ewoo, 


(1191) eueget 


(91'91) oe5juyeg 


68€ Jopiodopiamiaia or de) 


4 t 2 
Y m mm LÉI Le 
gen = Ice? 1 (mex » 
"ott UR o GC = UUP as EEN KE 
spens mg yp 9 yp opuerib 221090 OUmxgu: papai on? O) 
AL oe? 
YT up or 
OPUN "allan = 9 Jod oybenbo vjsep solqua so SOQUIP 
sounplAlp “stembiaasod sn wo sopessaropy SOUIUjSO ouo 


zit E d = 
pU que — up A 
1j 
"up > + y > = Op. 


E! opeunsosde ios pod 2 


- a onio 6 opita ip Yp Dës y o Y op 'Seprpaur ser- Solo so og 


uil 
X Wi 


sotuajdo * OLDEJa! uro epep SIT E OpUSAjOSO 
ovómos 
D» 


O qérijusorod 0319 vaus? 49 unucanoodsos 
ALA O OGT 8 0ES 1-9 y Pp SODXUITISUOUI. SCU- SOL SIENA 
^ tere SOUS ep 95 EE Opaopajuyou SOMA SOPOP 


sP apepisusjus 2 MOS GEO HEISER Se DÉI 
y) c09UBA op 'OPUPIDOJDA EP GEET GEO ët 


-vepipotretin:9 2 geet: au pum p B «on ato 


zd 
EM Sa e yy 
AT? 


30d vpempxozde 395 apod-oyjo ou punue ogjeg 
o anb  apnno Y op OL oESo1]p Wa DAOU 95 aja anb zpipout 
Y vjusume opnjnpe ens e *ogorany tun op Ojo Op y vounsIp 
tun t ue op goatu Cp opereqi] 9 oojsoro1oojon Ope Vif) 


SOldWSXS ` 


2. : "espguotoerat 
SáoSvInsustb senp tus some 20d opeuojseoo jenguzozod Gig 
0 20101459 SOTIVA CCS DUDIXQIÍ ON "95001 30d opd 
Ojpgu ons O 9 jomuaosad oaia O mymp oyuoturpripxosde 
9 opp oaia O ops asp Qod opriuxozde) ono wm moy M 
opSexnsuonreum os*onb (z£€) opbiuoqrép'sotuopirooey] 

D 


pr do rap nigewo22) DD OMARI GEE 


Ea a rr a cmi oa 


ema UGD a 


¿sop opeópeo 


- aOpa ou omppu ora O 9 jenb 'endy vu zo pra 


3e OU zo H 3: ap SOMIXPLI 50119 W09 "Qj 6 = 44 è GQ] 
ZI = V ots seprpour se ag “aquatueanoodsa eny 
eu a Je ou ojalqo op (sesqu us) sosad so ogs A 
a y onb wo (44 = V)/y = $ 10d epep 9 engg e anb, 
osuop smu ojofqo un ap votgiozdso appar? y L7 


"y ep opepnapeo 201A. 


i^ oi Omgxpur ona oawrxosde ‘eprpaw pra uo 
7 ep opowumputono ido 'agtrotieATosdsoa suyo 


Ota ooz 'oor oes faro Ty y ap seprpat se og 
i 
YY 
"nt TT 


10d vpep 9 *oyopeznd wo soprfiy 
Ey a ly Ty 5010151503 592 ap y 100) VIOMQISISSL Y 97 


“¿OP opejnojeo opua OU OMEGA jerguazsad aua 
op ogõewxosde eurn 2yuoqO “GE s 10d epa 
opad scjgno(f opp sp sensowe sajuszagp 
op vopi»adso apiptaerg e a ‘opg = 10 epus. 
wopodg o r'sopgauqeg ops sodoxd so oporni (q) 


(odua sp sopou 
-ad soSuoj-uied *ornSos opiiopiéuoo 9 eug 
«siso Esso ojxos tum seuode 'sopSuorde sen) 
“epegos Y vugxpur rjongistsoi e auyxosdy (v) 


KH 


EECH 


muaro 9 OsaLagip ap wo 62/0 9 nyreturid 
Aa ep wo c op tunnos Po oad wn Dote 
vu 0851d op ot5enouad ep (uro wa) opepipanjoid. 
* 9 g a (uo wo) odoxd op op o p y 'opepim. 
ap OCT t Exepeur ep vagjosdso opeplAtS B 9 
9 "Ey ma pungit epp q ejougistsa e 9 g anb 
% q? sunu» soad so vind 
o Enn esop g ogsope op u3103 
tsipa; and ton op DEA Y DIQUSISISO4 Y 


Di 
Ei 


"binSugr op gasp ep (a) 'esiunodr vp (2) 
DE Joea OU otuyxpis 0312 op opSeunxo1de 
uaap ep opu sog "wpipatu 
vpra ga 109 20'0 ap ToA1ss0d 0110 wos *ojuaiu 
«vanoedsas “mo p o uo g es-opoatqo 'ojndugos 
OJOBULL tut Op So3ouat SOPP] S10P SO 25-tuapojA pZ 


“otunçõa op (a) 

"tomadas ep vag vp (e) 

Op?jro[eo Jopa OY OUNXIU ouo O 

aunxoide lara ap Gap Jog "eprpatu epea 

109 t2 91D ap [9AJSSCÁ 0330 LIDO "n £ o ur g "In T 
Ces Steg REISE oum op sogsusump sy. £c 


` tente eet - 

960.) emd (g rara des E d WI e 
Am eet ILE ZOD 

vid (gp D fp Lago gore 0) 10 
eet ieot) ed (g 1) 46 + ët ore (02)/ 0% 

. | (toe zo > 
LI eo = (09/61 
27. 'sejuopuadapu 
SIApIIDA Sou sopeotpur Së su vwd fop üySutit. 
p eunxoxde 'siyauo19)lp op OJO 104 127-61 SAnS 


qp JAEN IA SI 1a gprs LT 

DE) ERU Si 
atu ^ PE Lex ELI] e. 

4S xa (de ul Tr 

. QT) asa Tr 

E EE BECK uos ganó 

GE dy KEE NA 


“Mp am STL "TONE 
Kp ute zu 9 
droe os 
Jack 

xps den pS € 


ot ot or5jugog e uesegsnes 
anb aa la ap sogssardxo oujutiopoq :9-g zung 


DIN TED [4 SS T 


ug - mp (o) a ap (a) atv (e) 
auae fox ap souom] nes (y o xy ag g DION 


NERO 


D Pat SOID)DUIXA 


Tor pami opopona] or de 


egenen 


“EK Sx 39 Leet amiBrd eu ojueapenh 03100197 ou oquod 
ou apuopucdso1109 ogânjos ep. ogSewyxosde eran "EUR 10d 


(cozroeLo'a te1590661/0)e (53) 


KK 
00000000"0. 000000000 T EISBOSEL'O- | OOPELLVET | LZOLESLV'E 
~ Qe:000000- | SOI000000— 1 ^ mer. SO9TZLPET | EPTLIBLPT 
` OPG9ETOO'O” | Steam 1 | lesozst//0- | 866066Ve T ugoe) 
eeociirgp- | GTLSGOLO'D” 1 SICH) ECHbERRT p Sëtzt 
“LTCHLTECO ESLETLLTO I O95086LL8'0— | 
pong oC ye i 


000000000 000000000 EOZ19EL9D ETSSOGEL'O S | 
. J- -. i 
0s000000'0 Erop Daat | TEISUGEL'O v 
O6ZLPOQQ'O GLOPOCOD'O 61286190 £900£0bL'0 £ 
ySrivYtO 0 ` Berg LTORLCCLO ESLSTLLL'O T 
H A 
9VLSOZO'O so- D s'o H 
em Em 7 P 


"speuiioop sesto oO sp ogsperd 


wa 5452) oyómpos e “0307 "600000000 2 MS kylens 
kel soua “e = y as onb otov "(T) sagóenbo seu SOpesa sexopea 


sop SIBUIDOP seses Ojo Woo sagdemixoade ensidas auindos 
vjageyy -epefasap ogsioo1d v sor Bue pe En ossa201d () 


(Mg A1 teg I) e Gc) 


togāvunyode papoa QD “sotureina a 14 o lee op (sopeus 
-1xoxdu) saoga soxuojqo ^(T) ue (Ch) ap ain uro (C Ex) mor 


DIDO vomjpuy BLIDIDO 1002 022107) - POE 


(fg amer, C8) 


. 'ogvunxoxio epungos 
ONO “ogia sengt. "Ay o sy (sopeunxoxie) sazojea sor 
Opbv[o: uro somasjosexo (T) tta g'p= Mo gps IxeroS e soutze 


; Ye (038 5502 — (48 rE (05) ten (Y 


souago x uas — A= (4980 7-4 + 0 (C3) f opuozeg 
*guespenb nyawad on oy52osiojur ap ojuod ov sjuepuodsanos 
ogónjos y eed ogõrunxorde vrtoumd omoo (5% Et (1402) 
Soa), 'sepóenba senp sep ou o 9 Leop eu Y 


oyômos 


g=rus- á | 
Qe uu ux 


E P.og5eunxcudu vum 3ojgo end uopaoN| sp OPONU O get 


EE 


'sogonp-ogu sophenbo ap seuiojsis ap sagônjos op sepStuiproxde 
gp ied sopusm gn sopor sop Um p o *SENLBgaUE 1 LIDO 
sop5enbo ii op smuais v OpIpuoise Jas pod opot p SÉ 
senp tds sogdenba senp op ep un zat 1010 3P opo 
pur. omo3optooquoo 9 SuAIsopns:sopSpunxosde:op.opoijtr- 0153 
'ossud.-epuo: $;oguourpetmrodde:vorjdnp:so1o1100 SOLE ge 
'xotupur: 0:0: epigr: Iosu sox: tapoturaposdsos ^g op 
ado trop pt HMD e vanisod eppugy eune 
& udo sy) zs [xv] onb: pio ag visop-sotumitossor «C 
` 


cito (14%) orduansoide oppen ope AE pd ebe 
O “(4 5) anb op asp opSexosde vum. » pf ‘(g o) mg 
op5njos e jorag tua elos ogu (Ag 4 tay + Je (93) pont y 
o xy ved sopSetmo3de pp sot onb o '= OU = opuch Ay o ay 
z opno: mo (7) sepeuxxoide sopep]ensr se souoAjosoy 


bai -[8] ^E 
Zi cvi 7 7] 
7 204 Ta) ure sepejnojno og sephuvy se sepo onb wo “ondas omo) 


DO ~ JOJON DULOJ qos veuisis 9S9 10491059 085-LLUN)SOD “gon pad EN 


CE dag a Ag Oé JE xy (4 rg 
(4 Ixy- ES RUS TEO) 


Ayo xy 


soupon, seu Smpougxo4dp sopppjont op ways esumdos o. 


somaqo Qn (cror) oruga ep 5p a Jp ap 110303 v opueznun 


= +mais MIIS. Op sagôngos - 


enert vaasa euro go med (7) vus (433) op ae8nj. - 


EGE Joandepieroaig 91 dei 


E (A f= . 
ogma (4x) BET cana 

uro sepepnojeo $ o / ap situsaagm se ops Sp o Jp os MSY y 

CLIE- = (498 (q 8 =8y PER 

(CDA 


anib somos 'Q = (q ffe g= (9 E omon (q'o) ved (12) op 
tuoBessd  saquapuodsanoo Sa op spyuomerau so Sy e fr wefos 


Q9) e 


ez eq tags» 
BS (gt) Da 
anb sie fy a xy sojuatuorotn La i 
«py “eng eu opeojput atuzozuos ‘enb vir DC 19 opópunsoado 
SA emo 1009 SOWN "(BEO vint 19A) sopóenbo 
- - Senp Sup stores sop (q regeert spojuod op og5eunxo1de 4 
tun ago sowan (x vas — de (£52)8 01 — As al 
Domp oseo ON) 'sipagisea senp op sapòuny ops 2 of onb we 


ne H 3: 
o= (5/7 


:£ó y wo sapSunba senp op es viurojsrs Wn SOUOJOpISUD.) 


"O9512010 op.ne18 1anbjenb woo sop5njos semxorde 
ntodiorib:terjonotemp ue;Gproseq opoyprutunanõas v som 
axpmsgropsjonidaojetu agwo sagdrosdesep rupomu v toque] 
oua (py oq *0) opisanu op'sonod:so'setgso ‘LEDY 

nia :ounoguoo: sopop rwan ows.: uo -sagõenda 
v.:suquip-a0je38 sowepapog -*sópSn]os iara sd ved. sop 
mu souoao]aquiso 019555021 9:5091099]vsex125] 10d vut 
oj5ISqeyaumopssejexesopbn]os 2940 Somopod-peu owog 


gextus- dá E 
01 A+ 


. : owon sangen . Le tando 
-ogu SagSenho ap seutorss 1029eds thetunjsoo sepdeoyjde SEN ` 


rez + Xx ` | 
EEGEN 

TESE EI no Lg 

y HAH pote 


`". oe sateu sepberibo op semajsis ap op. à 
-njosós ap sopojatá es-mepnisa-ojnojpo-pid ap soxa) wa 


er am err M 


qu» ter -= (MO - CODUL = AV 


- pongo op exa ordenes e (n) 


parus- 


EY 


Ide) vonjony Da) WAI OMIPI EGE 


GA att D) am - 


ogu» f op one ou 1SAn5o (a 1) ajuapuodsasoo 
ed o y op q ojunfucogns um ws ( x) sed epeo pied ‘ag 


(Cy = a ld = m moo (a s) Jan 
anb ste] SIOAPIITA senp op $205unj Y 23 fuos 


"EIDAUHBA 
SUSIDALD op saoSumy V vjnuup viso souiiea]du opos EIIN 


xpnp xp 
Sea Ww 


. ^ canos oto x v opbejor Tuo a op. 
t&ouropod Ter) vjopeo ep gënt v opurardy 


(za 
20d vpup 9 5 2 f op visodinoo ogSung v otjua 
(08 ua Dä e Ai 


onb am jaagpea vum ap segun ops Bal oe 


WIAQVO VO SVUDIY S9 


op opónjos tp ordumxosdo mun 29990 WEE ojo 
ap opoe o asp ^] ojdtoxg “Joy tr “DION 


“EGE rä vp (2) 
v popu proye murog ura ogónjos 
“SIBAFIMA Som ap sop5um) opp y 9 5 onb wa 


0-24 


DNS 


"sapsenbaspnop ` too {zajos 72m 


EE 


sondas (60 '6) ua jonsiouosogrp a opu f anb saosa (éi 
(0/00) wo wassa Ha Y “Y el anorg (2) 
Do (24 tb f KKK 


Ten eer Tere i 3^3 E " "(p '0) uso oapronorogip 9 ogu f onb ad (9) 
i "(0 0) wa enuyuos » ogu f onb aawa (o) 


gotb uu "T 
Uu xa comm 
EIE urai 
dra 


. "ojotuzop nos 
opo) wa'gaagiovasajyp 9 f anb aAo14 EE "SOXA 


. {EIA opp E yen] 
'g o dwexg ou Tjuosap exeo vp ojojgredns vp voip 
eu ogòepea v ouxoxie 'sytouosoprp op Clau Jod BE 


«1103 stade up. 
EMP ep Ojrojro ou owgan oaa O ompxorde Tam 
-uaap op opu 304 EES aser a vire) eyun 


. y ojdivoxg ou opsep opum o onb wquoüng LE 


“Op opnjnajoo JOJRA ot OLEA) 0310 O ayat 
“901% 9 Eppen vpeo ap EAnetu]so PU OUR PU! 
039 nag’ p s £o unt pE = x fora 0409 tata 


tuas a 
CUATE i 


v n ` aad opep 9 g (rugas 
v owo) sunusoo soppur sogni pira "eoujpiduvs 
ona na orppwas op A oppeja e o ces 
ou ojpouos op x upper vp Geen wo» ope] 
-nojeo 39s opod voujtiues ajuonos ttu asaueuisad 
orpputas op oprppuenb at v jenb o ouemp 
J odua o teo eia dod ppiiaut 9 prpgurar tti og 9E 


100 epup p eyunmow ep d Came v "yjotu 
-puofhn nod dä ogSpAopo op ojnug o "emer - 
mp emp spew vjouglstp ap sapeprun x "fj oyrod 
mn eq "D 9 opbeAs]o op ojnSup O ‘(emay 194) 

q ouod wn op ospa 9 viumiuomi nun op odoro 98 BE 


0617 ond 

¿077 ap met Sojo ao ojnfugoo 197 xtd OO 

ap tyuotene gief sopry SIOP sop urn BED as Sal, 
-asson Bup wn ap vore vp DESBIICA tooo pE 

(861 

ee ty) o (2 ‘g '9) somod so anua canjesadio 

ap e5uolopp e eumxoxde SIMONALZAP sp orem 107 

‘nst er ADE, L30d pepa zx opeuopiono 


` euas uim giel aroud ou 7 exmperodura; y ce 


"opg ap guane opssaid t a 057 ap 2959300p 
oi O as oougdugs oxang ou jenioorod OPERA 
v ounxoide “Siwouaranp ap OJO JOG “sojuristO 
wefas ¿9 a anb equodng ‘(8'9 02595 Joa) onguns 
op apepisoasta E 9 A 9 'sopepiuanxo senp se ento 
ogssaid ap v5uogup e 9 OM O 9 “ejopouo 
ep ema 0.9 7 onb wa '(8)/ gar = ¿30d 
OPEP g vonat eum ap Sagne Gëss oxnp O TE 


¿Y 9p opejnajeo 
Joea OU OUsixgus jomuaosad oua O Jenb ét op 
qpajssad o119 trn 110) OPIPA 9 03/QUIBIp DO YTF 
ap passod osa um wo» opipau 9 ojua maduros 
0.98 out nas op opzipenb ov jeuopaodoxd 
amamesraaur O Gs nos oe qato130do3d 
squoumorp 9 op tan ep y E0899 vpougisiso: V. TE. 


A OP OPERATED JOLA OU ORYX porque 
-19d 0219 0 awpxody muowsayoadsa ‘g eJ 9p > 
sepipatu seu o5c'o x 9 %8'0 + OP siemuoorad sos 
-30 sopnotoo wefas '(gz opjorexg 494) IY= Ad 
sieopt saseg sop po e atonde oe 'onb equodas gr 


“418 V ap opbung woa 
s 9p oprop sopa QU owp qunjuoolad ouo 
o assudxg yuoweapoadsar 18 o y dp SEpIpow , 
seu op = 0 97 F op dans sosa 'soprietuno 


H C(g'91) oeëugeg ren “sonau g aadns ogu 1f ap wefas "(zz opposa 292) (AL = V)/y'=s votjjoadso 
topsang) use (pp) o (0 0) anb oncag (1) opejaojto soea ou ouxgtt Quis o anb opotu ap toy opt vp ejmtusoy e monde or tonb.equodns 67 
-uawndiwo op eppo vp opsjadud v "sprauoxsgii . . 
(o '0) = (£3) ag op opu 20d Se? geing 009 = 29 DË M auaweanoodsa Y SvE 
NUES LE = D soweguodng (pa sy1000'0 "xorde) „OE 9 cui OL vatd wepea g 9 À 95 d op opp v 
£r (Oa OS ` W otpxorde y, EC L2 d p9 = A OUER ui 
OD E op opsiaoid um 100 q) 9 0 opp JoprAtaSgo o "d A EEL? g A p d Us 
"vpep ogSpuirxoxde voud e oputzi] *) 8 T D H =d iere i 939no wa 79" Ad 
um 'steugoop sese» GU wos 'sagSenbo op etuajsts ven - . g 403 S mm. " senn Sesi sop jo tjad sopztojejo opis (yj, 


155) y maneddu v o A PINDA O “y OgSsa:d V gr 
é . 


26€ eum epes 97 dei 


at de wvopymuy oimônoar WO» ojnajp DOE 


buos,d s Gd « 41000 5$ a 
os bëing a dojme ayor “ejopeo ap Ca em op orau JOG 


Lid 


"d R at op mens] anb soumi op soied 
so opuezyttm Ring op RIM e eBopgue Geen op os-eupv 


map, em. xp 
ame "ag wë 


opuaigo 'syejoxed sepeajsp Sep 


sajopuodsanoo sawd sop sojnpoxd so SOLuBnIos wpmZesum `> 


“Keita 83 


xp dg se n 
ago E mw He . 
:sapepinapsod 


senp pH xt 4t gp turao] anb eo eme) op sored so sopo) 
somezopysitos SEVIBUIp. op oja 4nd xp /Mp yor eira 


*Sepep sicágpea se vred oof uio smo 
«red epea Op Sesa ip SE GOEN SEET EEN ON CÁ 
93:174 Op SOLES Cno] vuisout pp ^o: ren ap SOLE upindos 
Aug: somSér A ox-op'otbung p31:08:07) "STOABLILA senp sessop 
ox5uny 9 avonb azorpur med ^a 0 4:0 at ep (sojuouios) som 
xod eent. (12/01) viapeo ep sudor seae1Dusotua1 ed 
varusods;p wm 9 GC GC vani Up 210419 102 DIDIEDIP O 


"tu9100) Dp Opero 
-unna op OU, puntas e vBo[gue suen op as-sonjageisa 


xp ap xen xe 


SOUI9]GO “() e AY opuenb (g) ogdunba vu oyun] o 'stod“opurmo 
p ted metten tusquie) 53 o 15 'ojueurojuonbosuon *o y sm 


* 4 wepua) uigqumay.o zy onb (T) EE 


'(1) sooSenbo sep *ugssoxno 


xe ay doar 
mo ^y um 


opus (o x op ogónng Outoo at opueeoug 


CRL o 


opt prusdophuiuafig 97 da 


xy xy. ag, xv ps. CV 
apta Pte mm x, (O 
U soma “xy sod (z) ogSunba vp sosquiau so soque 
opupratct (0 0) wa senuuoo os (q) ta ao y sagung se op | 
wea tu ssopuod swap sou ino F3 v var wefas o epepopdosd 
ven gemet anb "d o "ni sagõuny 10d seppmpsqns 395 wapod 
topgimon ose» we *anbiod (9 2) = (ay ysg! srenfyurefas “= 
omg le ojtim anb sodas sousapod ‘ossip mary (0 *0) — (yy) 
opuenb g apiy 19) anb ay am op.sso5ung ous “3 9 Xy anb mo 


t D Wi . 
amy lar IO] (2) 


(9797) osbiugag ojal sowa Jeaprvezapap 9. Zone 
bäi Gg a y eof ew 
um ap oquainosahyojuinÃos or Grp *ouim nes xod 'simnb so 
a (Y e Jy av 
(C38 (Eng +98 = 19 [01 


14 8 n op SOLO SojuinBos SO SOU (ou y 
49 osi) ojucsuoo Á opurojuem a av Gem um x v opura 


OYÓVALSNONZO 


2 D. Vs .. OPUS SA Gan 
op 3 fosa (Cx) pea qq) E e mon (4 mien 


"viopvo vp v4824 epsureqo 9 (TT) pura ou 
seperoumo SERIO sep vin spro O enopoAnoo Ojo juro um 
uso epittijop vfos msodinoo ogony e enb apoia op SOOT 
Sotbyünp-so-sowosiidas "matge op: open DN yu 
sag5uny sep sesempd speed sepapap Sep SOU wo pote 
oxppitg ed vie sequi 299208183 Bialos! Good O 


AX DOS art AA . s go 
fx a DX sn woo'a 035 + gus M 


as 'ojduraxa 30d. 
"OC ojpmop uoa £a Y ep. (usodioo) ogóuny vun om02 ac suap 


(12:91) erepeo ep eeben 


D 


pj de vonjowy DINoHODO MOI opojo VGE 


gdz£f-HRcDepaperuo 2e a 
as 9p/atp 10900 vred viopeo vp tidas run asf) 


, EOTdNAXS 


"opduroxo ougsgad o OU Duo “ejapro ep 
ëlo eun mbe eode as-apoq p/p JEIDPISUOO 03927 axun 
JPAPLILA ussop ogxuny 9 At opua Y JSapiiza vitin seuade op. ou 
9 Sienh sep pum EpRo “SIDABIIBA SESISAJP op OB5UNJ 9 M IS 


ÃO + galã e (2 4 att op e 
LD ALOE 0 + iers Lea gl + ga) zp e 
Qe) + (0e + (da + (zziz) = 


39 , 3008 , ZO s 204p — 30 
MP ^ ag ap somp Jo Mp" Ho 


gp sou anb o ‘z g atop ureAo] onb soto so sopo] soumSen KI 
` NUDO somoronb owog “Openbope o0A uro eu O oe 
C91 vini y 2 9 A 'x op opsung 9 oun nos 10d “soayiva 
Sessop Sun gpro onb o Ya 4 ‘st op opSung 9 «t anb ajoN 
oyómos 

¿ly px a zÁ x= PAR et d DIE GRASA lo 


95 zg/aig agyor wed propeo ep vido eum aert 


[Joy ive 
dese dono nm de 
pup" apu" pag ^ wg 


opuojgo .. 


“sowosturos a Aes op ureAop onb seored seppa Mop op sompod 
ap sawed so sourojtuioy la seyor souuestmb os Tp g1 exu. 
np eiueideip Ojod vprorpur 9 ogSengrs gen z Mx op sagdumy 
49402 1041 op opdung as efos *osSunsngr op oj e 


"48/49 op 1080] uro ApJAp SOLUDADIDSO 
(“4 JOABIÍTA pum seuade op opSung 9 At os *rrAvpor, “10/49 
Bed vpeAliop e 'op'gr ed eu om é JOAPHBA PURO € At 
EA BUINSP PAD] OLE! tuin as anb opipuojuo vol SOME sou 
nd sepgAH9p op sojoquus sotuoroAa1059 spou opu "ojuvIp 
10d jibeg ‘seia sessop op5vniuz0g eu 1epnfe ved aiosty 
Xuo Speer AMJSUOD o SISARLICA op ORBNIQI orupu um 
ap sejsoduioo sagãuny v eropeo vp pat oojde sowopog 


pop endi 


T791 enig 


104% ¡oiind opóopaafig og de) 


“ba d sioapuiva senp sep (ejsoduros) ogóung eum 
9 A anib op ojeg O 1020 SOS ojst wog 'b o d op souna 
ma bejme a dejate med “opuessosdxa' ‘s 3 / sotuminsqns 
‘q ojduroxg op erapeo vp 1391 e seor¡de sode ‘anb JON . 


b so» b wes ¿de + Dd 


b 
(b soo ,d)(b uos Dz + (Daz) dbA = E 


Sotuo1qo “s 9 4 v ogbv]o1 uio OpdImNSqaS g opuazeg 
(b so» ,d) (sz) + (bde) (e) = 
bese be E be 
So Mo Jomp me 
:0b'97 india ep etueidetp or some) oA “Deja mp LIRA 
b me dp + big = 


de 
. (b vas dg)(b vos ,dz) + (Die = Ka 


D vos Klaso bde 
ogõjmpsgas v ele sowazed 
(b wos dz) (sc) + G) Ge) = 
“do sp de 2p a de 


opuaigo “de m op weaop onb siniadnd seprApap op sawd so 
sopo; ap sompold so soro) ewesep ou oseq woy "Oy'9T 
emg ep aomp wo pureISEIp O opujnnsuoo soumowtoo *b o d 
ap s203unj ops $ outros + OIUJ a ^$ 9.1 spi Og5un 9 4t owon 


"*sojdturs sieur so[norEo ap opssoons vun oa oxojd 
-1tt02 ojnojço wn zussosdxo eied sesopejidwos ap Gemeend 


vu sopeSaiduro sossapo1d e oSojgue q he ossaaord y "sepzond. . 


«1109 oymi sopssa1dxo v wroznpuoo 'soseo sunBje uo “sagópmy 
-1ISqns sit) *ossip wary "erapeo ep sugar se ABISMO oAnofqo 
ossou “ojuejanua Sojuaurejanp gap e dp/Ato epindos tro zera 


duos Dr Qe) a 


opusigo ‘s o 4 JmnSqns iuaquivy 
sowejopog P o d op (msodwos) ogóuny- vum 9 a anb 30N 


ovámos 


Oro vana 


a 
d 


"67 vlt Gap verao WOI GIE 


00k 


(9) f =4 anb pm 
ema “aye dim Kor 


«nãos v owoo aponald anb o xgtunsos somópog 


«ug o. 


(Cur 


dung — Zëcmg a 
e "mg ` d 


{x = n 01100) ogus ‘Q » &gjato oS 


D n" 
(lis + Du nO 


soUoyap 'xpjAp ap axiapooord wing eu opsimpsqns e Opuozedt 


GIE a Ir 


(0) [5 Lo x= n omon 'ossip WAY 
"0 = xp jp anb as-onfos ^r opor vmd y = (C9 3g = 4 owog 
xp pm. XP 


— E ve mem — 
Zap mpap ap 
50109) 'Y JoAHEA DIUI 
op sagóuiy oes Com onb op oie] op la Wa 9 "Roped vp vi891 
vtm won *cp'9T emg ep woa turo euwe 08 zupioo ojs] 


(Je kaxan anb wo (C) s à 


x] Gren ogõuny alunos v souznpostuy jp q ompuop 
ou x opoy exed q = ((2)J 2,79 0051 lf 4 onb qoi oagrouorogrp 
ogõung eun eugop 0 = (Cx), penha vum ‘g'g 08595 eu OC 
smb soumyuodag “ajuammtonda seplugap segun] op Sep 
-2a112p yov vied sepesn Jos wapod spied sepranop sv 


unü/due coo) = t = DEA + e(t) E 5 


sotsjgo 


(ge'9t) eure1091. 


08=A 


opumpsqns 


al, s (1)- 
AP A AN 
up D AP I8 P 


. souen tege vp visio v opueondy kat 
vini op o10A3g tuo euwierp O SoUreJopisuoo ‘(somunu tus) 7 


* odua; op sooDun OBS y 2 A SOQUIB a ‘Y 2 4 3D ogbun 9 ] 010) 


ovônios 


vega (sagdur ma) [ oam Y qenb g exe) e euo vod 
'ejopeo vp GE eum 0 59]/A +7 110 ep torres mnuso z op 
og ooso120p 9 swo Ok PY ojuenbua ^uUljsipoa y ep vani g 
vyuouime o SIJOA 08 9 A ussi opoo wg A ziouonop z510} 
vun o y sossa tum uro ojsrstio2 sojdturs corre Grup wf) 


Y OTAN 


*o¡diuoxo owpxgad ou opensnji ouojuoo or sexe op 
seuto¡go1d-9p OLÓN[OSO] u-SIa]D OBS ejopto vp sugal sy 


«paga eum op sopangua sojad jp/atp 0800 opumioe H 


¿DA AO 
vpusasiosa 'ejapeo ep miar e 
md sejode wos europo1d o 19410591 INPQUv souuopod 


Xp geb gro a 
geo) + (Qu sot dez 
(er Que ooo = 


pr PA PM 
zme apap pae Mp 


y popup JOAgIsta Y CET wo 
oySvpuoropp ered jpjp SOMISADI0S8 anb ua tajadas O SOU-Ogp 
36 Ai op EA onb Sower op samd so Ey gg 18i Tp SÍDAIY 


wo vunSeip O sougnaisuoo 'eropeo ep 20s vum eade eta 


oyomos 


vy oT andar 


ert eant 


H 


9] du)  wonjpny DINDNIDDA) 110) OD Hi 


für wpd oniglacbt oi de 


KEREN 
30d £ a g so 4 10d x Optnnpsqus “Gp Olojasaxa 
ou 4p/Ap a 4806 uwd sepuiug se opuotuejonp 
onbgnos (GC Air s à 9 (A + QA = n 98 08 
82 Le; 088 040 
"pi a at "s 
anb ensor ‘g uos 42 (99 S024 5 X 
og "a s Siro i = ugeet pui) ap segóunba 
se monbypoa (£998 «4 a (C3) =n onb equodas p 
` go KEE 
sën. ap osunj eu v gp ojjoroxg O vpuosH Bh 


"SIBAEHEA 
opiung ruin e Cp opt O wpUolS Lp 


7 Sen 


é EL emieisuda 9 (48) J omua mt opniSuio1 
ogiSor eum uto (£2) opor esed q = (C52) NET EIOS 
fog sondas o 2u40Jd exed gp 012919193] 0 osn Op 


(A9) c GC 

= (8) - C09] 
onb pry gy ojuourdos ou {af 
“dd omod um ajsixo opta “y ap sojuod ots EX 
¿go (ly osa {p> 4»2'q» x» gt 
= y apejo op Gun wa senounid stepped 
sepeapop tuo) ag da xsjanguva senpop/fogôung , 
vun eed orppunojea op nuora mumos O AO Gp 


xp de 4D + xe de no 
DOT 10 dO 


xe do apne do xe np ag 


de x 
"igo 


d ET 


anb 


+ 


de me”, ng de xe) qe ¿Me 

Jp np À aço Ex] A] so = Ew 
z 

anb ənsow 


(01) qnaa (0) 8 m onb wa (10) f= tog er 


(Ar x=" DECKEN 
(Ceme ~ (veje onb ansoa Y t+ do ag tp 


“g = i a anb 'ogbps op emm. 
sezgpn uos eng (£72) 502 + (£43) 5095098 Tp 


(£91 08598 vp cp orjoroxg o uo axedutory) 


op, 


e" Cas 


: puo ep 
ogõenba e zejsges a anb asou 'sepuntos stuet 
ED dei 8/9 (20 +8 + Gu—-2)Í=435 ap 


Qe, di. df Nn 
TiO po Mb Me L^ 


ua 
mê T 


eo onb green 
“g mas 4 =Á 3 Q s00 4 c x anb uia (ESEMS 6£ 


De dè p D 
É z z E 

+ " * 

( ae | ` 0^0 Ri 


onb o5sout. 
‘puas p= £2 9500 9 sx onb wa (Cx) [228 gE 


yt E E d E) 
(see Il (a) (3) 
t H po H 
anb onsout 
‘guasa = do g 5094 = xmb wo (5) [598 LE 


spe (£99 9€ 


x 
"d a (dj SE 


i + it + 
E (4 ve 


AS ee 
(ji e (C8) 9 Y 


emm) e onbiyizoa 9 / vaugSotaor ogxuny 
ep it nel 0 MOV “ZE OJON “JOY HIELE SNOX 


(1 e ogõejor wa (4) 27) f opor 
:opisotug) (£3) fu = (A yg + (Cay fe 'sopsung 
ae med onb orsogq Y op ojujmop ou efojso (6 
+37) onb je; opos eed (43) fa = (Q 37) f os inia 
ap vaugdomoy 3 SroApasa Senp op f ogdun oun TE 


¿or junamiopispnosofig o de 


EE 
z D ue 


NICK E EE 
EX 
rm. u 
puo d 


10d epep 9 y ero; wrougisisot v ogia "ofojpaed 
ino sopas omsa "y e y y sorosisot w 98 TE 


“A d 'iplAP "ipdp op Sonar 
ma 1910 esed (nuno mun sëopmgeea “oduaj 
09798 "seanisod sojuujsoo ogs y 2 q ‘g anb wa 


sara- DÉI + a) 


GE 
op uva op ogóvubo mod sopeuojajol omsa opeu 
-guoo sp8 op jow un op g, ranjezodutm Y o A aut 
-MOA 0 ^, o35501d v iquoo tio sepsao[ ops OYÄLHE 
ap s2520) suns o sejnagjot sep oyunu) o opueno) Qc 


. (rot ogag vp. 
ep OIDIDIÓXA 194) opttaasoi2 piso odios op aj» 
-jodas ep eoxy e (ab y exei v mun vod € 
tampa 2 ax God o exed co c sS TL00 0 =S 
“opogradas um op uar Y med agent) o sroqna 
ap vjiti193 E osf "ouu/8x 7 o OUV/UO G ap 08204 
y 005012 o sopnb cj esod mime op soaua 
98 tua) ont anuau um ‘soue z op pept EN 6C 

eum up en vp ojuaten op 

exei oa “Soneto c ap 9 HEIO AUS D 

mezea pf onb ure gien ou og "upt/iu0 H 

ap opzei g wjuaune oseq vp Oper ofna 0133 

mnono DDD tm op ettu0g uro CH ean opucuog 

Wa BEDAR V 298A OY "itj 12 9 Op OVZU R uad 
a em uro éng tum 10d opuezea pisa at Y 87 

"opum piso ousn]o O jenb g exe 

e oyog (uoa) 01 2 oessod e o pug ap 9 Uni 

radio] € *ojtu)sur 03:20 tuo “ag (0 up E 


opus: 
papt ose sup 134 g oxopeqo sy OSC LE 


"osptitjto op sunjos 0 9,4 onb 
wo ')p/Ap Gud euwog BUIN OO 'ajuoureAm 
-oodso1 D a (LP SENT) SY upto ora INIO 
opp tun op if tine E 2 4 258q Up OI 0 9S 9C. 


? prp ued epmu19j cam ayog "ajout 
Aiden DEL Da IPÍdP SP Seel Sg WELLA A 9 q- 
ag 'ajumsuoo zum g y anb wa (yy = Ad Siop sos 
«28 sop 10] ejod sopeuorov[o1 ogsa opeuuoa sys 
tun ap g emyezaduro) e o À otunjo o “q opssoid y gg 


* 09 9 attapuodsano) one 0 9 sexo 9 
2p 9 sin? sopu sop wa ppro op ojuouunidiuoo o anb 
twa gusu ou opueqiaume EEN 
qenb em e aa cojuameaggoadsos g o dam E 
ap opze v opman ogisa sajaosgst opus 


. wm op auopuodsosoo ojnug o 3 arr sope] SO pz 


Zammer assau opuenea 
pyso vamo ajoigiadas vp wor e exay anb y (a) 


402 £z: 1 2 0 p sed 
opuenb sumos op ogõepea op exe] v otov (1) 


KH 
"armo gog o aero 1003p opze g untjaoume 
Ojo RaNo ojpuyjio WN ap Y einge v 04 oni EZ 
-prapuo vp HTa E as EE "SOON 
` p=zdxsoo + zw e 
LE APE A LON MZ 
A A A 
05294 AX e ZE it ët 
“epep ousenbe epod ontoureyongdtut e; 
ARROZ 
po dia é 
i zf datt ER 


EL 
DEEN 


epp ogõenba 
vjod quosenondius eprugop 9 (x) J= as ap/Ap sur 
eo med sred sepuAttop ZUNS} :gT-$T MANT 


ptg ës E GNEM VE 
JIPS A SOOS 008 414 DS 4 at £T 
didate enian) a gr 

pci 1+) i 
=——=A Ger jet aX IE 


“IP MP ANOTE tpt-DT 50498, 


KEE E 
ANEA “nda Janb waan 442 = 898 40/80 au QT 


9j dup Sou vtpwong 1102 ONAPI NOV 


arte 


amer 


EE 


NEE 
Se + AE n onb wa tat AC + me dos 6 ~ 


¿Mazda ai iz Sand g 
misfim+agox ix od L 

VEAR 9 Ap Ig 'np,4p IMEN :8-L SPNA 
frena oa b A dimbrbd=z y ] 
xata zë ët dot tele D 


KEE IPS SNINA 


SSA Sida p 
Stug=a'sudentanç+ qem E 
KEE E “ING 

xus (zA'(usS xc mia sans a t 
cat ras n 'ausnzeM y 
“40/60 9 xp/atp D SMIT 


"Pit SORIDIN sou viapeo ep ndo: t: esp) 


fp*gp-m A 
Zy + ZS "se 


pug zy XP. 
2 Y WX EJ 


“(gr'9T) ewasoa], ojad ‘opua epep 
ogenbo ep vpronbso y oussaxdxo v (2 “4 3) „y 20d opuvjotioq 


ovômios 

Qm gp + 2 AA nx 
30d ojuoumorpduir vprugjp 9 (4) 2 ge 49/20 9 xp/2p apy 
SO ldiaxa 


“Apjzo vaud mg v vSojpgut viroueut op o5-tuioiqo. 


(zy xe/ep ap 
(z € sy Re/m0 ze 


‘Dæ zemp oso 


xe de 4g xp 
amt Omt (Dag "O 
" 95-J9A01989 apod xg/me ved ejopto ep pião ep 
Ehm 10 = 29/40 3 F = NENE ouo "ossip tory “O s xpjMp 
k nb os ong" opo; o x opo eed o= (9S 4] à owog 


veze mag, xenp 30 
ZO Mp apap ^ "Bop ME 


SONIDO “KE 4t op ureaoy arib sotures so opuviopisuoo o Dp9T 
vinSipepemvigerp ov sou-opunegoy (eg) tK (4 DA en 
25491059 SOUlopod sjod “4 o x op sodun ops a o 1 anb ajoN 


S'91 SON 
. 9p"91 ena 
d 
A > 
sm 
d 
M 4 a 
Md 
LS 
fe D 
m 


für puosid ordaz 91000 


- E 


(Cof ez ea e n onb wa (za np = 4 


zanas omoo vprugop 4 ox op yy visoduroo GE e SOS f 
ap ojusmop ou (4 *) opoy exed y = ((£*3) f Cx) anb vornugis 
Vie x anb jui ophunf vum afp o = (ZA opiunge y 


Ov5vHiSNONZSG 


me i 
A ay 


v ojuouigAnayo (autoen mos “Áp/zg o xe/zp *oytauremopeAqmbo 
ino dia Tute ered sett pp sou Gaange GO O epep 
oydenba dad aamuun vpiutyop 9 d 9 x SAPIA Senp op f 
ogSung e onb somozip "ASA viun op OSV 0 MOD vilopuvioq - 


(COM uz 
eum vp y onb 
ENEE 
open ‘z v opgepot ma vI-pajoso! soutapod 
D=L-m tara 


opSenbo v epeq 


“ABRA wun op SOPOJA ap orpguiregun od. 
epnqo ‘s'e opõos eu g ojdmoxg op e uto» ogônjos viso opd? 


Ete Eth MP 
crai Eft: dp 


Teo ewong opd 
*opjua *og5enbo vp opzanbso gue op ogssesdio v 9 (4 "Sog 


oyômios 

0= 1 AE + vd 
10d opuotuepondei eprugop 9 (1)/= d os Ap aog 
SOTIASXa 


9] da. Ee BIIQUOSD WOI OPPI POP 


Lee nd sa 


C9 'a- 
s ses 
(C5 f — Ens + € ns + 94 ndi 


EE 
ves um = (0),8 
(290 a (9c) sapórugag seod 
(us +A ns +2) /=(5)8 


Jod epiutjop Joaputa man op ogóuny e 2 elos 
9 '(sonpniqs eoquio) soxg ouo % o 'n “A “e souraropisuoç 


OYÓVHLSNOMZO 


AN 


- .- ^ ogue origin oyaa uim o f" + 
Yn = n 9 SroAynA senp op joapourdgp opSbu] vim 9 fog 


. "Sjeuorooatp 
SEpvAHop wyar vied vjnuugj vun gp oo onb euaid O 


"pap oz5aup 
vu f'op juopoarp epeapiop e (£3) /"q wqu sowawweya 
“a onb opdamp ous op Oppgi 30324 Wn y Y og 


‘n op ogonp en (€ Md uma 
.V oupmn 20304 wn fr 4 y 


Io o ewasoal, 


zna H a) f= a uefos | (pz'ot) ogòjuyea 


<ogõjuop ojuinos RAOUL 05] Y «— S 


^^ OpuBnh s/atxy OLSUpEA op ipti exe] vp opu o SOUIEJOpISUOO “a 
30d gprunop opSorp vu q uio (A 3) f ap DESBILA op VINYINDISUI 
*sepeAHep SEP opnise ou oua [EL 


uò xod Sp = EA 
“9 Dare q ap sacras oquod wn opuenb “eanjesadura 
vp OBSBITA op tippu exe] v wo c = al os et = ag omg 
“STE op 9 O wo vamgesodia] ea 06 op 9 q 109 undwa vos 
due eangerodiuiog e (C95) = at elos “ordena op oj Y 


op prosodopopuarfig or de 


¿91 canta 


An 


WM 
fus + ¿ns = ns 
ns e (ns DD A 


ED 


Puayusn 


Qua Cn x 


Di 
40 


D D 
(Cx) 7 Ens + dns + 3. Tay 


a (£x) Jap op ap vipgut 0xoi v 
US- (ns +A Insaf =y 


paan ap deg ojuotaolott 
o opio ‘O vwd q op epea ojuod wn op ogájsod v og 


“ejsodo ogõanp e wans 
ogiva *Q > s ag "n anb og5onp elusaL v ura) ns ogua Y « 5 98 
1 ap olo] or eppoi ‘g op (eus 1109) ejougispp v 9 s ‘ayssy 


Isi = laiis = bd = a 
topgpun 30394 Wn 
3 n owog (us + 4 ns + x) ogs () op sepeuapiooo se “oBo7's 
wn8je God ns) A pns) = ns sejeoso odio wnvopuodsanoa 
De 20194 O "(Dy 91 vini 20003 Y op oppriqm ojuod 
tun D elos o tn v v[opered q 10d | vjoi gwn souroroprsuo) 


"t 20d gpeumuojop og3oitp eu 
erugisip y orejas uo (4 2) f op ORÖBHLA op EXE) v nugop sour 
-oron (Cu 4 4 "nr à) sepeuopa000 wo puo] ojuod o opua 

“(Dipp wins. ounojuoo “(4 “dg pepper ouod uro» 3094 tum. 
10d n opuejuosordoy "organ soaa un Ën + Uu s m elos 


*op5onp 42nbjonb wa (4 *x) f op oxsopimA op 
ENUE used oj 9S9 soutroezieloto8 opos HSAN (6707 98791 
seii 194) oquomranodsos [popioA 2 Juuozioy Soen 
seu epugsip  ou5ejor wa vanjeroduro) ep OBÍBLIZA ep stougi 
-uejsut sexe) se ogp (4 AYY o (£3) f sterored sepeanap se ogue 
*G-ourjd um op (4 ^), omod ou euvid emm op vdeqo eum op 
vxnioiodum v att 25 *onb op oj o soureproge g'97 0853S EN 


SIVNOIO3tIG SVGVAIHSIO 9'91 


ot dep Gamm Daur 02 ONAPI JÖ 


3 


ES 


4 


xe 
ftp 
Ft! A 


=| 


owo augap as onb [e110194 
[erovazajip Jopesado un 9 "(ep opeumuo) A opoquis O 


(9) d"a mes ved Ver at) vurexoaT, 
op JeSny uro emm vso souroesn 'oprvip Jod mbeg n 2 
Zap omorpos3 op 100950 ompord o souituof *n opium 40728 
op opSoup vu f ap jpuoooap vpoauop 2 spo Gupd 'unssy 


tayuinfas o mat *1A op sotuequau onb oq 
(C59 J pus3 10d pesa] ma os-eyouap (€) fA aaipes3 O 


. *eroodso atuou wn 
mao (Aap ai eg onb) (42) fA 10d ap op epuguodun 
epum wat 4 ^x) f op seusmd speed sepeapop se ops 
sajusuodiuoo sofno “sojoua(oo op red Gem op osjuap 10394 O 


[Eo «rug ANA (a 


tangas onto ÍSAIOJ9A stop op JE¡EOSO OMPOJd um owo? jeuojoap 
vpeanap e ressordxo soutapod *(c7:9T) swroroa] op GE 104 


'ayuamwanoodsa ee a pejuoztrot] sooSonp 
seu oRSepra op sexe) se ops anb *y —— (Z1) Jezr = (c1 Y 
1109 JOJEA 980 HIE QUESSOIO)U ct "PIOUBISID ep OPSUNLA op” 
opepyun 10d (ZE op opze1 g Ejuaune A uo esmeradura] v n op 


' ogbonp tu saom os ojuod um os 'enb zip sou Z1 (z 1 "(T 


ogma (4 x) uo (sie mo) emierodurot e- (6) fos (a) 
voc EO * Qux Ae (LTS nd 
i KOR -)g wa *oBoT 
Eat e (Quee e Sa 
anb (97:91) op es-ondos 


{z'ot} (e3ueipei6 
ep euo teuopanp Eent 


(0291) oeájujeg 


yib pruedosSwowonfep or dei 


EAS Do Ax 
owog ` 


gie : 


: Verst euoroat 
ojog "e ap og5onp v uro anb n oHm 309A O vnd (z*1-2J 
"q xeupnisjep soumienp '6y'OT vms eu opviuosoidor 
visa (z 1 Jd Tear omod woo fg ~ Hp = v 010a O (e) 

ovâmios 


mr (Cx) ua 
vxiyezoduro) e 9 (£2) f 2s (e) eumd ep oprafe O eren) (a) 


ve "fg = tp = € 30194 op oanp 
eu (z “1 A4 omod ou f op jpuopoorp AUS vou (e) 


gen (E) ds 
t O Td EE 
(C312 (0040 
soumo a J= Fatos nogwa f= nag 
(0 C'a 


DENKEN? 
“p= fn opua * = n opusze ts y IECH ^g peuoroup epeauop 
vp sippoadsa sosro ops f ap sp tued sepeApop sy 


Ee rt A nC "e (a 


0307 (£)/"g =(0),3 'ogdensuomop 
vp apud esompd pd O A = a x - 4 Opu? tp = s Opuozud 


Tala) Y na s) Y = (8,8 
vij3oso Jos 
apod ogssoxdxo eum e ' 9 4 4SB = at ap sagbturjop se uto) 
sp ae SPD SP 
apap pap ap 


souajgo "eropuo ep 21891 g opurandy 
“BABA vum op sagSung ves A 9 49 fA 04 op ogun vum 9 M 


"gor mát ep orig wo vurezSep ojad opeotpor ouuojuo 


ing A des a ns xao (a) f (8 t 
moo “sodio og5ung mun owos à epas ura SORIRIOpISUOD) 


n 


Gp grum 


Spot anita 
3 a 
na 
a 
P4 
Sm 4 P 


ei da Doping promos WOI ANNYI OFP 


V op joAju op STAIO se oAjoAu2 onb (41) fA 
9p oopipuiood ojoodse ono souopioqe 7/97 02595 EN Y op x 


0013243 op £) OJUO ou ONYXPIU JAHID IP J BAJO vum DADOS —. Ka Mas 


$ ma opispuodsonoo ood o (87:97) 10d toga (Ax) JA 
9p open vir ¿y 10d opuessed aam os Ax-ouejd ou Doapzea) 
omad ma ag JE ajuaprodsanos gap quod o 9 (4 9) Js Ex . 4 
‘Around ou ogsa (4*3) JA 10]9^ 09 (4 modo seet eng 
BU Q^ 95 0110) "z(x opsuspio0o MUIJSIS um mo (42) f= z 
9p oopa o E 10d sotiaoue( “JR o ojuessolog vou] 
-puroa og5vyo1dogur ewn ajupe ojiatpurs op euro109) Q 


(4) A onb oz5otp sam 


«Opep ños dupe opera op exe] viso (1) ojnd eu oto je], n 
“46d vpruijop OySonp vu (4) wo niougistp g orejas mo (4 uf 
vA op exui v 9 (€ 2) [q guoroonp epeatop v. (a) 


So WEDA = (KJ "q ose aen" = A soo 
as. 011020 (4 *) J "g op emeng o i s A soos y = owog 


4 soo Ié JA] = 
1 00 WM br *2)4Af 
RENA = H ra nq 
"ez yr) uao 


wnh 194) paapua OUIOO n 10304 O 9 (soumiqie suu) sosiy 
0x0) (£x) fA 10jaA O a (4 2) ojuod o souameropisuon 10) 


| . OVÍVELSNONZA 


OS ` ` MA) JA op ordosip eh àn020 | 
(C4 iu (C39)J op ojtotnosox ap xe ep ótuixyur O (n). 


MEDIC no CPA mimo (y 


TI NNNM C 
` Ojuod ou jaspionoropp SIDABEIBA senp op og5ung eun, f vías. 


“OBÔBLIOZU] vjs2 yp sor vtuo102] outjxoid Y "ogXenmeA op. 
E) BP ounxgew O owos waq "ojtourepyde: sieu 958920 (4 3) f 
b uo opSaiip e meyor ojueuodum 9 'sagbvorde Som wa 0 
Minutuip apod (4 *x) f) vaneZou no ‘(3eguaume opod UDS 
“9 SU fianysod 298 apad [euorooxtp epeatiop v “opep n oggun . 
109^ vin eseg renea (En Uh) = n opuenb (4 *3) / "cr jeuorseutp. 
DUAL Y SORISIOPISUOO o ‘oxy opuod um (4 *x)g efg 


eum n Ogjtro ‘O = A os oam *Q Log *9 ost te Lana o8 (C2 VE 


opda (1290) Jag "(4 2) JA 9 n anua ojnug o delos (2591 (ENA 


Cat anda 


i "eat ang 


Tá 


(8791) ojuajpesB op eusaroa1 


Elb popid opôvponanha or da 


UO 
[A DIA 
Le es KE = frai - 9-) 1 E 


(fe + yz «(bh -p9>)= 
n. (E Dda = (DI 
sowa, LL ot opueoydy 


Map otlan 


9 Ei ep og5osip ? UOD OLpIIUN 10394 uf) (TS'97 vanis 194) e 
Eeri=(eD= (0-5 1-7)=* o, 

onua‘ = ve opuozeg (a) 

Dd 


put ojuod uoo TS9T pnl vu opuguosotdo visa 40124 MSF 
Rhein 
` "(cg wa 
Dry - (p xc) = (ADIA C 
(97:91) oruga vog. (e) 
ovômios 


Xs 0 exed (z "Dd p ozsenp vu (za 
wə f op qeuoroonp upratiop v 2016 gwd ajuopeiS o asn (q) 


"JL fA 10124 0 220052 9 (Z OM ojuod ou fop quapeis o ou (e) 
OS 
SON 


0591 emp 
"0591 vun] ouojuoo Pq 22 10108 ojuod O audios 


» b 
sono, Sanel “| JA 10724 O soumiasoados opt 


NET A 92) = CA SA = PLIN ` RESA l 


KH E JA 10d °g wa aquapeif 10794 0 nouop 28 
-grutusoa “Ár-ouejd op ooji2adso ouod wn q (A Heu ae 


(6) 
Ja pez 0joA o znpoid “(4 *x) f exqos opuesado "(op-ce soro 
-Juoxg 394) ap/p Jopezado op se sedojpur ogs sopepauidoid seng 


MA 


Y 


Dt dn vonjpuy hanang 110) ona EI 


"E 


. 208. E 
| qld- Ensa Ense CIns e 3) o 


iq um I op ogdenza op mmm exe] e eno 


¿oluoueprdex sem eyuoume 7 Top pued e 'ogdanp enbwg (d) 


p E 1e v oaa op opSonp vu a (c-'c'Da 
ojuod ou eiougisip e oeDvpox tuo y op og5uiea sp exe) e NPY (e) 


(2 + ¿+ ¿OJ00T = emos epod eptp 
efas (z 4 ^) omod ou 7 vmierodum; e onb opont op “obesa ou 
opezryeoo] vfajsa zx opeuapioo0 wasis um anh soiequodag 


v odia 
116 4) alia omm 


sogea osso Sopea sopera uro anb e 9 (z É) fA op og5onp vu ` 


vpeartap v '(z 4 Ng omod ou (z *€ 50) f "q stoajssod sreuomonp 
sepeanop se sepoy op. (8291) VWI, op mm JEL - 


(EZ 9T) emanmat, 
op puojsuawpp] OBS10A E IIe opeis ouxoid Q 


dis CÓ ooproadss oyuod um tus ausgef 


o “[fA 20d as-ejouop "jeuorsuounptq osea ou owo [e], 


MES 


. *sn83s otos ougop os '(z 4 ) f pei 
do (z 4 x) JA xod opejonop '(z 4%) f op 10) spesuramped8 O mn 
ap ordonp eu (z d x} wo Stupp € oy5t391 uio / op ogdenca 
op exej e 9 (z OT "qr SAYLLA senp op oseo OU ORIO [E], 


xim er 


enne o sour *ormrm Ate tn 9 xn + Ensina 
as “9 015] (pz; 9T) og5nngoq vu anb vu) vursout ep SISAPEEA 
son op / oghuny oun op jeropoonp upeanop E 2s-ou]eq. 


| Frai euiei0n1, 


| (est) (2/4 9) pop exeipero 


eau A 
Sp ¡euoloa1p BPEAHOC 


ct pred opänaamb 91 do 


E 


E 


Eent tania 


Y Iz 
d'Zäite? 


. "eptotoqered OU MER ODEM Sp) eAmo x 
emm anoiosop UE op sitapuodsenos ouodo(z DJaop CDIA 
epëougp eu q 10d opuessed aaow aS (x-oumdon(jpapneA)opod 4 
umas (y 2 EA? sguapsodsonoo y ap ood y Groupen 
ou wiooomde (z "0 Ja 10:94 0 2 (c Da ouod y omda 
optojoquied wn — / op $ opd o ogixa SC ema Y to) 


voe e gare lp: RU 


9 (E Da wo f op ovioume ap vunxgur exe v 


(Da 
(ve DO 


"(Dg aio ejuomeprdes seiu guowne (3) fjenb e 
opunBas opôazp ? ougop negt nandi eu ope3oqsa FOAIA 


femea 


Je Da wa 
$ To (4 JA 
—— 1-4 yop unu 
ovônios TE 
fap on o Gomm (e) odio] (a) 
“qua f op ouw . Da 


om op pute EXE) Y AUJULIOIOp 9 *(z "Da oniod ou qua 
«pida setu onsozo (473) f qenb e opunSas opboxtp 2 apoy (e) 


4 DEET 


DES y A 


(AJA ap opa mae (5597 ua (Ex), Va o ` 
ap vxej Ep OLUIXBUL o no) OUTOSÇIOE op exei vp own o (m 
. Det A ir 


rail (cago (CNA rop omui o y 
voe . VS -—" 
ouod ou poagrouorojtp 'spoappieA senp op og5ung vum ebs 


(67:91) OHBJOAOD 


(87:91) 019100, op GUTE aunBos 
0 gp sou ost (4 x) f ap ougospasap ap oer EXE) Y 9 onb 
Maal HOI "ip 9 (081 = A n0) x = À ‘OSL SSON "T 
— = A809 os 231030 H '3) J °G ap owngu o anb sowoa (sco) 
anne op PUD/02,, op ogesuowap t sow-opulnegay 


gripy age vuoan WOI oO Fir 


e DURAN re EECH 


*0 9 jeopoa og5oitp VU y op og5eriea op exe) e “efas no 


ES £ “ajuomajuoperjba *no Q = f- ZA 


98 quantos 2 os 
vpejost presa gy ‘oseo DISAN Doten g jeumou vin gl (a) 


“09, ]ejuozuotg ORSO TUZ op oenea op exe; e MND vorjrsis OSF 


> de 2) 
It An et 
. (rm "mir IA 


“28 ap q ouod vpro mo “os 


7 £ ôjuatsos a os Bpejos pinsa pg EN 2g wadeni y quesos 


vp u opeyun O Jejuosoidos vwd y 10794 O usn sourpog (8) 


. ovámios 
ayudare (q) oguotmuv (e) 

f sepejos] wowo onb g o1qos sogájpuos v3ojaquisa 

"LC Omg opipuordujso opezso op esmerado e (4 tx) f= g efso 
"Let vinto] eu vpiqixo x-ougjd op zupiguro1 oan v y elos 
s Odrtaxa 


*SICUOISUNMIPEN 
soprdo1 med sefojpur sagõenupe woe ‘aped ejonbep ojuod 
Opo) La Epejos] pisa os 2.uajucaf vp artod ap oSu0] 09 vpujost 


qe 


Leg UBNT 
| 


3152 oa V "qr ouod ou spbjosi viso epojuos e onb oszig + 


*d wa opido: up psedeoso sopes tunguou *urssu *o (sicuofopo 
OS u 9 JA) Q gias peunou ep obSorp e opuntas ojuouodtuoo 
O'0- u JA 9S "((ce oëäumart 204) y 109250 npe ved 


u. LAY = LA "duos y sb. 


- : ‘missy (9591 
1j 194) Lua rogo y u (ouaa) jeunou ep om 
o3uoj' o gA vintetodia; ep aapt op ajusuoduto) y 
3210do1d Sjtetaeyonp 9 y ap 2199103 vu (4 3), oquod wn op 
Aese mig 10je2 o enb gb exe) e onb vange 427403 2p 40/00 op 


: ogðnpuozvp 1o] v (oduwa op omiopuadopur 9,7 anb ege oj; 


-pu0120]$2 OpU1S3]) y euorsuotnptq CO vum op (4 “x) oquod 
ou OUguoronjsa oprise ap ermypiodumg e (4 *x) f» 1 vlog 


95'9p canilla 


¿ip quoidopispuanfiq 97 des 


“ponuguipouuas q ogoeorde eun uoo 
opos mso sotto1in[ouo;) sojuepodu sojoadse sonno sourarep. 
-109e oueipe SIE “SIPUOJOS1]p SEpUATSp E EE 
-odso f ogbunj ewn op ejoppezd o SOUEEN opãos vjseN 


gue yor DE Dal 


“9 0351 mate op omppu op Jeny o OgõepeA op exul vp 
oumxpgut O AZ + fe--1-1019^ Op og5oxp vu '9 om —ojuorpeid op 
oe vu 911090 q uro, ap oySetxuA op exe vp ounxytt Q (a) 


e ap ot5onp eu q 

ma om 10d sneg H op GEZEI Y 205910 J, OPW ‘somu 
co 10d é 

-jjuoo tu ejougisip X 9 SNEI3 mo Oppa 9 F *ojdtuoxo 20d “OS 


quo E a 
Tier 007-7 


BE 
opãaup vu e WIO Z op OSUMA op ext u (ceo) puros opo 


+10 Ln 


gut [q g ap ogdanp vwsow op n oppyun 3ojoA WN 


961 


NE! 
(uz - fe *Pox- ^ "TZA 
odo 
iE t a 
ei + te mire "Ja 
sowjego 
Au tu .2 dë Sat tr al - de 
bitze Zë ^^ mr Jê 
aua 29 
OT Je 
o ooo 


A 


qo * fo ip 


Sien dëi Lop ape o (reor orga bi (E) | f 


oyámios 


ad (eum VIASIMDAD MIO) OYI 9h 


"'eindy eu cprquxo 
(4, usa) sexmezodtus; op eem eu noynsor dm 
Gang um wed ope nuns eu) "rsnjelodum) vp 
San so mesguuras onb ma Soprjndtuoo wo 
ogóenuns Jod optyisne 9 shi» op ouowefauejd 
O dnp op erg aped eun oa opyoopoo wew 
eo soxtoquous so "22onb& v opus) ojusuod 
-W09 mn 98 A „BL 19P99X0 zAsp opu eytrotrodiuon 
epro op eamejoduo; y “oquouepenbope cido 
dijo um onb gred 'onb sowequodag -ropendinos 
ap dijo van sp ojusurefousjd o wed joguamepung 
$ oyuouoduro epea ap media vp asyyue Y ze 


*OJUXO opeqnsos O 1109 * 
ogdemprosde e oxeduioo 9 To'g = 3 GEO 


(c *D) JA ounxoxde (4 + Dia = H OI os (0) 


oy opuenb 
weona sopdempxorde sessa onb ansop (3) 


à Ko i: a 
Tea weneg H sl 


Ta Dei ES " 
wu guex 100609 
BEE 
mio 'sojuouodtuoo so med aqurndas opSeunxoude e 
S022 SR os-vs[y (€ JA oam o ojotreonp 
JERA Io 205 apod sopeoyde seunSie wg TE 


DEI 


«Y 


“E 9p ogSerieA op exer oo) ge/ze midia (q) 


“gy ojuangos ou ajuod opo; wed p = bp/ 76 
? oyuojeanho y ojusumjos! op oe5ipuos 
v anb 3unsow ewed sosod sepeuopa00) esp) (ei 


KE 
y Duo eÍno ppm 20795 wn agxa wn v. OC 


SL Op OBÍPJICA op EXT) otto 49/1 ajosdiojuy (a) 
(oos (fere) + B soo (ve/z0) = +eLze 
ogma g uos 4 z £9 gu 4 x uoo (AM f Y 
95 'onb onson 252898) “O = ELLE 3s a 


:-HOmIOS a o5 vpejost ys g y e 


v onb zem ved soxjod sepeuoprooo osf) (ei ` 
*¿feqnonolos Gë eun agxo andy Y 67 


“(4 x) ura ermeroduuo] v 3. osto epeo wa *c oplmoxg o 
apoaatd onb ogssnosyp Y POURO uoc) HOEGE "SIMON 


Logdepea op exe viso 9 peng) (e) 


k a Pi 
eyuoureprdu: sem 0259129p 7 ogdozp anb ug (b) 


¿OESRAA op eunxpur exe] viso p nD (3) 


$ id uo 
ejuawepydes sieur wreumn  oySonp enb us (q) 


Ne fo +g ap ogdonp eu 
(1 Td uio t op poer ap exer e sayoy (1) 


PA yl 
And upep 9 (2 4 ^X) uro g enmeredutoy Y 87 
ig tio ogõepea op vuirxptu exe) e 9 enD (o) 


"¿19 À op oySepeA 
op exp exer v znpoid onb ogdesp t ajay (a) 


A "uuo v wed y op oeSonp. 
vu (gT 'c)d =A op ouSeprea op exe e ayay (v) 


pr Abt A 
9 (2 € 3) wo A Omega pounod O L7 


BH 
e osaueunod apepipuazord e og5ozip anb ug (0) 


6l puoiedopSepwoifig 91 dei 


A ¿ejuomepides spen 055222 
ap eng vp opeprpungoad v anb esed e&oApu 
eAop (6 'p)g ua mog wn opdamp anb wg (e) 


Ae- gt 006 = (65) 9 (C) omod o qos (sonata 

us) apeprpungoud g onb opous op *fx-oue|d ou q 

ogBorenn od epeuosordarg eo] tan op srotgrodns vr 9c 
¿0 9 OBSepiea ap om e ogSorp onb wa (9 


idum 


 ommemepdet spo oosonoop y og5aitp onb ma Q 


: Ba 
oquowepides spu vquoume y ogäanp onb wg [69] 


frrp 
OVSA vu , tuo E DP OPÓLLRA ap exi aM [3] 


“a 001 2 (p “ea wo camezadiuo 


o 9 mme vp ploupsip y peuororadoid ojauies 


10401 efas (A ^x) tuo y vamjetodinos g onb opom ap 
regen wn ua epenys piso bien ap edeyo vta] $c 


z 4 DS 
re Gard 
('c- DOE ERE trend e 
(0:00 (opera -russ (C94 tt 
trend (004 fg Acte (ADS 
*op5onp eponbeu f op. 
optima op UNO) v obpunioyop o Wuel) suu 
2259300p f anb tuo ox5oxp eur GEO JOJOA tr EN 
(5) ordanp ejonben y op ogSepea op exe v oia ap 
2 d uo sample spew osor f anb wo ogdanp 
eii opgpim soja wn oov (0) “O eed yop Oo 
vu f op jeuotoonp uprana e ouo (2) pz TC SIMA 
KKK EK 
BCEE jor 
(062v XUL'94 
(I) EI 8T 
Nc- fe ice o Deen é 


tetos Zo tele O. 


sl ee EI 
iem GEDIA 


a+ lem=e o d 
ie +E + as (2 0/9 

alt= 1 De 
IZA ADS et 

erota 


(ie Gi da ` 

16500 xe (£3) ET 

Damen (1 De 
: Tirs (91 

ftre {g-e 
"one rain 

fhr+i-=8 (10d 

Cup LC ot 

tele popa 


O 


Ceja teta 

yá La (00 s 
(DEN em (EM 

po EC e (994 L 


KEEN 
g a $ op Wuoanp epeAnop E MOY T-L Saar 


(or De of M 9 
(Leda MA (AD v 
tda (Juros p 
Garoa “Be (COS c 
toda. Deel $ 
STEE EE E AGT: 
*g uro f op SjuoipesB o ayay TE 


9'9L SOLO 


or dr vonpuy opa WOD ops) Sit 


GE 


vg 


(6591 enfia 

x - 
194) "q tua 9 0 ] amaun} oa npor v juuoBojio 2 “LIA soja 
o onb vadum 0351 Og mo y e ojue gue) 102A um 9 (5), 10007 


CEO vnda 
x 


o 
“Lia 
ogu 4j = e apuodsanoo (€z SP os Gepnomzad ug 


0 (0.1 E Aa 


0= Cao e CA = (Dos 


*oquowsjuojeambo no 
OY IED OSEA 
“o ap ( “4 “Jg ouod opo emed missy 


Cap ze APA pao p 
2p aip Mb ng ap 


souo 
f OLOO 9 "vropvo vp vidor v opueoyde ‘opua 


Ou =z (93 =L (J= ruo (2 äi 


opuozo 
0= (Oy (ED By 
*oyumuod *o y 
189 eu piso 2 op (y 8 (HA) uod o * epes exeq 
"Seat vingt 
eu opeatpiir aen “(z 4 “9d wa y e ajuofue) 10094 tun 3 
Aur 0,8 9045 0)a Seng euni 
'o3o1 Xy 
ai We ei —— 
ora '(z 


(“9d op og5isod 10194 0 9 (tosa 4 ojearmup dinge way ewed 
Qusz'Qg-Cux 


tuva p ayupe 2 es (95'97 t3081y 104) "y equojuoo and 
Sam 3onbjenb e ojuouv; 7 eo eum *opSrugop 10d “9 9. 
3 Sua egaa vif) ‘sejat ojroureouejjnturs tüvfos ogu 

So enb ou g op ojuod uim (Ez “4 93)* efog *sununuoo 
` nd sjóred sepuatrop eyua yy anb a y = (z X Wo 
* «iba mm nop oon o elos g orojrodas eum onb sowequodng z 


NLIS 


SIVINHON AECE! SHINSONVI SONYTd 2'9L 


ter quand opsmpanoshe oi du 


e 


(ya 05 n 


anb oaod D + 1% = Du 
eg ‘soappouarapp wefas aginn se sepoj anb 
soumquodns o D s € (93 = x (£2) f» a uefos pp 


"(sor omes ep oy 
oan 19A) y wo ojumsuoo p (4*3) f onb oaod + 
RICK x22 C ae Jaen osos 
eum wa p = (4 '3)A 9 senupuos ogs VE Y Fag bi 


G-'of'gope 
grs ga Oe) (4) fas Ty otoposoxg 3o Cp 


t-D/ "a 

aar gug = go Kc diga = (Cx) fos (0) 
-puos 

YA q 800 (C£ (C9) f" q onb ensoj (e) 


"nu ejtapuodsassoa ogóisod 10394 
o wed oAmSod X-oxra op oprprorj-tus opes uo 
opipoui “ojnfug o o GEING 20304 wa n wefog Ty 


na E a (nz 
DE ma ouo Dit mos Ob 


+ cu eos opo ecd pA IN = uA, GE 


De A mei ama" «(Ea E? 

B HA A AAT m lA LE 
AA EA n (UE DA 9€ 

auena 2 NA 2 — (12)A SE 


"apupriuapr e AA "siaApiatreTojip 
ogs of o (4'x) 8 a (C2) f e EE SC "SINO, 


Aun CO eag 
A1 en tam 234 b£ 
a EE 
Ara 
£^ AN DI 
tiefen H We GLACE X td ee 


map opSonp eu (t ‘q "Or mo f ap qpuoroanp epea 
-pop v mwuxosdu ed qog = y opua asno '(z '£*2) f. 
op sexourid smeired SUPRAHOp SE TE OJOJDIOXH op 
ogõewpxorde op sepntu10y se vptojsq tpg-ge SHOXI 


(umt y £ t t 


m 


(4,) susnjezoduro; op ejej | 


(uu) 4 Y 


"(g'e) uio fg + - s op ogionp 
mu op otëettaA sp Couture exe] e eme (2) 


«Le c) wo 10[23 
op euuixpus vjougiojsuva] vp ogboxp v ans (0 


(COLA setagcorde med y = 2,1109 e OJN 
o aen (€ 4) uro vimeadua v 9 (€ 01 os (9) 


gr'dw) DONG Vuiapog uto» ONPI Dep 


Wi 


In 


gueigQAT + DA= z "]9* [9 € "E e Z0 X 


eunt 1301 vp 
stopypulezed sogSenbo saquindos se sowsjgo "(yg p) euros, 
o opuzandy "eturou eya: g opapered 9 00791 vinSrj eu opze 


NIAT + fo 1€ = (9^ "1 THA 


. : ECH 
o ajtoutajuanhosuoç) f ot op eem v 2 ojogiodns usg 


ovômios 


(9 + fa omod oi 


gere + ¿E opjosdgjo oe pousou vp ogSenbo ap 


e O'idiaxs 


. ke ^ac "AC 
10794 ov ejoyesed o jeunou e optio *Q = (z € "s p Oy og 
gog Sg uro gv oan vox g g ojojnodas erum ap Ve SCR 
ouod tum wo ejuaguv ouv[d ov Jejnopuadiad ti Y 


*gurol09j ayudas otn sou OJST 
An Cr- DG  QC- GE A fe 097 


Cou e euro) (pe'91) onpjoroo op ogóunbo t ogyua *z — CDS 
= (z 4 5) opuszey a ‘g op ogõenba v p (£3) / = z ag 


mëtt ogrod 


M9AC lo + te (QA E OA = HA 


9 (DAT “¿Pg omod ou ejroSuv] oued oe peur 
“304 10994 O "0991 emia EU opeash] viso a auaweapoadsar 
"VIA a TE ps z A x soydootoqur tuo) opipsdi» O 


pe = z9AT + 49 + YE 


“gyuotusjuo]eambo no 


(sc'91) Gage) 


(9AT DAA z 


0991 ema 


ec ppemd opmouohig ot de? 


07 (BA ~ DIAT * (L- Q9 + (= 9€ 
ogSenha r opusigo «(PE 91) ORRIO o toda soweopdy 
aa o da "cO QNT 
f (9^ * “¿Pg we “ogia ta 
ze (ada (ou (z a aa 
ogs A op sietored sepranop sy 


qem tao raro (E 


opuozêy Q = (24 “Ny unng eu oprradns ep 
osSenbo v somessordxa oxonnad «bo GT) OMO OSN eed 


ovâmios 


*quotogeis onsa o (9A TT “e quad ou Fa + 
«dg + E spigelt oe mëng omeji op ogdenho € oua 


Der 


De (7-2) (a Sot + 
PAS Ser a O 


| 


CX)4'op 004233 ov oueBury : | 


A3 uto sejnu ojuanieouenrass tuefos opt 
*, 9 4 * y onb sowppupe ponh ou oppooo ajuinãos o Soo 
“(9g'pT) mua103j, O opireor ¡dy Ng wa $ aale y pouso 


e omon opruBisop 9 (eco) wurozoaT, DP “LA JOA O 


W um p e ope dur ouejd'oe 

Term 9 Da 10194 0 ogma Pg woo sejas auenteguejpnáms 
ovs ógu 74 a fg Sy as 9 E op omod gas 
oi (2 ch op ol o efos S anb à senumuoo seo ud 
teraed sepeauep viuo) (2 5€ ro. onb soweyuodig 


“ojunsse O amsa andas e2109] O Aq uio oni2duo] ouvjd ou 
piso uua e » q aque Sum W4 opor anb sommensojq Ago ge 


au due ouud o9 H [A mmm ta imoa g 10d onei O 


(pero!) opiejor00 


ee emos 


i 
ic 
p 
i 


ar dep emm spgoUt022) HOI oe Ce 


g Cz A dur = Da q umgadenag e “ojagasdos visop ouod 
E tag "3 10d essed onb (aoruigiosy) poju op ororedns e 9 


(e Et = (EU 


og5enba ep 0913913 o opus 
"op ojuod wn 9 z 94 x) ros (2 4 a = m vfos (24d 
ojuod ou vimjexodum v onb opom 129 ep 'jenoisuaunprs 
Op?Uop1000 eurojs;s urn ura GEES sg uim no opmbi] un ‘oppos 
tun somequodns togóos esap oprajuos op ogdeorde owog 


* q op somproid sojuod mo ojuasiue; ousjd nos uoo eprouroa 
asenb ç exjuedas » onb soumpupe ‘z op ogepreA ep ogdemx 
-o1de emm ouo zp somo) opuenb ‘anb as-onfos '(/2:c emBia 
194) op 0017918 ov ojuoffue) eyar eur wo ojuod tun v gt v 
guwo? 4p sovimordiaguy anb uro ‘g'g ogõos eu opepioqu (x) f= 4 
app vum 9p osvo op oSojput o gag "gap (oximqumo) outon 
yap ajuoSuo; ouvjd op ojuodov gap pjougisip va lzp| a 
= Jarl op SOUIENSO * SEDUFISIp 9p SOLO) wa 


ape dy (A JA xy C2 T 
(A dy + OA KÉ WEEN tek yf zz 


*9 0351 (ce"9T) wuro10], op ogõenba e muoga sepeuapiooa 
sens *ojtiosus] ourjd Ou psa 2 owog 'z9'9r vana vu (Pe dy 
CI + fie o (p ‘Ay y +9) po sopuod so sotusuapisuos 

a *ojuofuey opd ou ojuod tun (z ‘y + Cx + 95) efas 
*(z9'91 VMBI 108) g tto piso (ey +% S A Ca Ig oquod o 

QC eM epa fey 
ouo? Lett wə vppiop 
DEE 

{epuap e ved 
2111311028 opdejasdiajuy vum zojgo ojturtod ("z DA 92 y wa ge 

id ouejd Q (4 5) / 7 ogdenba ep oog o y efos 


Mueiigzt: zyE+p=dp+ç=r 


ani ep 7 ewou wyo: ep seongumerd sogdenbo 
S SẸ Spee 4 emp 10]2A DIJO) E OPUBuIOy, 


gëdd sojnur uso oragiodns v eydamajay mbe Är wa aquafirey 
vivido ojdujaxa Op 058 Op opua OV *onb am (19:91 tan 
“ gen) ojuoiuBagDodsar *z ak 2 o 4 y sodoma uro] OUT] asa 


TL=29 +46 +xp 


"Spas sorayiedng £9'91 canta 


€. as (zur 
TA 
ELI e 


1991 vang 


Ze 


(04y Cx Oy 
"Ah KE) 


AS, 


(e 4 ay Dä 


ser prowd ophopmalafigg or d 


1991 eu 


velo ZIE 67 ¿91 


“ajuemajuajeambo no 
DEE ET 
3 (z 'p — cq us ouodum 
our¡d op ogxenbo e “unssy 20 + [e + bp = v astuto) sowapod 
to + fe + mes "lA 
ouo *mnomed um - 
ennou 20394 tun toque; ai LA ap 1219250 ojd nnus xonbjenp 


"pp Ei + 196 a “Lá 
9 (c 'p CH uo spiproquadiy op pennou J0]9A 0 “0307 
MEL Mor- pze = CA 
` sowago 
CTAA 


opuazeg 
"G9'pl vans ep ousou O 9 19:97 vin51 vp apiojograda o. 


oyámios 


Ju wo oprorogradiy 
0v [etuxou vp o ojuoSuv; Gud op sooSenbo se aujuuaje(T "ppt 
= 29€ +6 91 epigjoqiedig op (z “p —*g) omod o Lg efas 


E OTdiaXS 


DI di voujewy DMIDRIODD MOD 0]h2]P) plp 


“poor EE eu vert J£ coll op 


opeprAipe aopeur ep ouo] oz oxreq vagd no euno ewed (ALA 


"0 ouod op ojuourAonr oe apuadsonos oj5] "uero ejad Sear 


Sot edt 


ap 0300] oe *oyuattojtronbosuoo “a span sesso v |jpuofogo . 


og5anp wo aaow os H d os 11000 (4 *x) / ap og*epvA ap eur 
mmm no) vunxpu UXE v "LEE PIOJO, ojad (SONORA) pare 


ap Seamo sessop Spure vxsnit 90'9T maña v (prorogõoas . - 


ep £ ojdwoxg 32A) (eat oJoUrpu uin 9 y anb ua y e,(-x-6 
10d sepep ogs DA ap seamo se opio Cr 6 (48) i 
es (LE'9T) ewooog- op emypoadso ogbensnir owog 


>9juemepidez speur epea ESO opssoid e onb wo 


og5orrp e ejuode vorreqost vam ep q oprod um wa [floja 0 
"2 anood ojuod wm opuenb epesayeur oseurunad eonpguiodeq 


_ ogsso1d v ogna 'Dotdojozosjouw edew wn uro Eonyqos! uun p 


2 pagu ap vama repes ag “INTL eu DESEN oui0ju00 aalt ap 
SEA SE SIEUOBOJIO.OES “a ə "A IA salopa so (ie'9D 
maa), ood CAE) S= o Q1) e y CI) Fey 
anb uso oquomeagoodsos y = (6) Jo y (C) f ye (E) 
sp soogmi so ogs (4 “og a (4 "aya QU Pg aod 
papepseamosy "StoApHeA sep ap Separe pun mun eed 
(LOT) emaroat, O omamemuar ensaj 5991 emita y 


KE ogõoip € 

EE ogu ge 

f PAR p Amo 2 2 9 Cz MA. 
ASenp op ogxumy eur wnfos. 


Aa rins jonpronasagp sta 


«(gc 91) vur102; oe oSojgus 
9 SIGABIICA sonp op sagung ered 'ojunSos opeinser O 


“wa $ Am op atopuádns g jeuosopo 2 (p C'T) HA 
"(og 91) euro102], opea (pz ^D JA JOIA O ENSAYO OLSEM Y 


EE ECKE 
rnau 


x 
ELIGE 
ELI 
e (907 
d 
“UA 
MÍA 
(eap) ewoo 


vc pimi oyong 91 doo 


x Peg +T = (CDA dap peter O - 


"og5mqpAor op Í 
oprojoquied vm — [oAju ap eroyiadns msa tasn GO OT env g 


d-a-6=2 no Gartd+a 


` op *9 msp- 6 = (z Cx) ogdenbo vp 
opgi o 9 (p 'z “Da 10d essed anb Ai op apoyados e 6 =p 
++ = (y CD ooo “AEISUOO veran 9 y ENS 


“0 euog ep sogõenda op soarpr ogs jor op sopyuedussy . (pe DIA 


oyámios 


"(et D4A 220050 "(y Z Tg 10d essed 
anb g op un op erjjrodns e 930980 Z + vide Peres 


VOX, 


«ppronarodinbo appodns vun e jeunou 
obonp om wo sao ás ejnopatd enm opuenb ojuowepides 
Sr PUTA jerotrojod O ajuisuco. aoapemted jeravojod o (spo 
-uojodinbo) jor op Sat dt sep etum wa Aotu os vqnonsed 
vun og {z € ug erouajod o9 (24 Og anbwa *opspioinso 
ep gien EU 2pIS91 GEET LUMO 'SUorngiost soprjlodns se 
SEO sopSoarp wb 241000 vedimo ep OBÓBRRA ep OECD 
eum e mie Sojuaposoad vwa) O gent COOL exa Y 


“pe woi g quo] 
0 ap biet op eurer exey Ep ouSojip t ey. 
wig $ punou q ojudypes8 20784 maso dE “O 
FU ya ag Ca men end, Op bam op srogaadris p. 
“DP ruo poávjouo19yip stoAbriea Spi op 


"sagdeatasgo Spe Sunsa 10805 puse €) 


5 wgjuoo 
anb y op poau ap apoyados y jemuou 9 onb ogSonp vum mto 
911020 OBÍOJILA op eunxyt EXE) 1750 'sojuopaasid sagdeatasgo 
sepa EA ap ogsosp nu ox020 (e € Pg uo (E É OM 
ap OESSHLA op pue exe] y anb sowa 997 DEDOS EN 


“amomeagosdsor 44 o y “q sowod sou 


z 
- Sajuopuodsanos sojorpodns sens $ sieunoL! $310]9A OPS "JA? 


1 

“JA Ki JA (EYT) mae, ojog at a Tc Mar suanjeradinol 
se sopropuodsozoo Ëg o 14 Pq 20d soporprodns serra sepedogso 
ogsa E9'91 tani EN 'SAURJOJP sound opuajooso 19970 sous 
-essod anb paju op soroyredns su sepor aezyensa oynessaJatut 


3 | (oor) eat 
j 


, poor emnt 
ie cu 


et dei age Ode WOI OYJ DER 


E ERP PE ST 


E 


EO : iens et 

(ri do = S. ul 2 bz (seda a (09M e 
KC? d d . 

(234 x= (00/71 


272.487 4.0 gd d az . ^ 
dez Déi Bue bs SE (tod igo n (09)J T1 


8991 vana) 


ATI “TEJO we oprojogeied op oA? zoreur op. aed ep o3uoj op 
vui erd (CM * “x) ouod op ojisurour oe opuodsa109 ojsj 
“Da matt E) JA ap ogõonp eu aaow os &x-ouvjd ou (4 *x) 


. LAA 80089 9 g matme ojuod o opuenb ox1020 (4 ^x) f op ogöenea op eumprgur exul Y 
2.42. f DEER zz © PD OP O PAI ap DADO E SOIL SIT ann “11 = z med ou eprojoqused op oden eu apuodsanco de oeh 
mo w A : ou [E = df + x bt op amo Y “(8997 BmB 194) oondijo 
Grid fore ¿A+ exp oa gr re zop *9 0150) 4 op one O (0) 
o, a, d DE aprojoquied urn q (fr, + zr = z op 'g 0150) f op oon 
Cu gg TO E * a AR... tro z E "D JAJU op LAINO Y JeuoBonO 9 10)A 3489 GO, o 
` “oy ^ a [991 21081, + 
"PDEOJpT vesog e qos gie sos opod uu »" dean gwaa, opa (1 ÍA 10194 0 oqixo 49791 ! (A? dert d 
dis 4 92, ouod ou epep voppynb opyyiadns g 2 KR: Ir Kl? Ty +19 (Dy Ae = (DÍA opus a 
É Gu oued ¿Sendo v onb 24014 29 7-TZ “SIMOXT DO n " 
: vo. es ege "e EE 
R iz = (2 AI 07 ipu 102 9 4 fj des x . 
" re fz fo FM LA A 9/ op anapus Q 079] 210817 eu EU asdijo e 9 copas O 
tas EA et "es RETTEN 8 , o 
i efe C DR GEET ` ot vani 
E vorum dd gr (oc 9- Du puro Hed t o L9'91 
Dr RK KU E E : A 
uu , . . uu fenda Gd $9 015111 = HL 10d epep 9 (1 *£) q oyuod ojad essed anb £ 
Gz-'04 lopes E La. "Dope 258 am T ap paap ET . 
sa Et SY GED oreget- 1 oyámios zi 
“H JA 200080 à q wamen "d ouod ou ogóunba vp oorr oc juntou vp o. ¿ 


1 j d vp oprafe o Gett (o 
anb rep S A op ajoriodns v ovi], :07-5] eat aouu ouejd op sopSunbo apos :9]-] "BININ Jap om op Soa uo (8) aged vp opeogiusir Wei 


8 ‘(T ‘EJJA 920950 2 
{1 'g)g ouod ojod vssud anb / ap O mun DP BAINO Y 9903], (o. 


494 SOlOjOHIXI 


"kor ot5og vp um Ou opepniso “BOJAN op opor 


ft dem (ES fog 
-puu op 2o1ptuoos ogõnosop eun injustos ossa2o1d asg 


SONDA 


. *g-] sossed so ajodor 
9 ogòewpxosde epundos ouo (*4 x) muy, p ossuq 


“z ossed ou soptiqo KEE E OH 
` Sien sop CC Ex) op5oasiojut ap ojuod o wyoy € ossuq 
UC "possedop : 


Em vpra ep &x-otiejd ou oden o JOY z ossv 


: s "(CuCH) B 84 13) o lt 
d. sou 3 o f op sooga8 soe sopuoSus] souvd sop ^ 
gp ved (cc'or) ewag O 26200 T ossuq 


iris v ouro3 os-opuopaocud “('4 hx) ogSvumxoade 
egowpd eurn op red v q = (4 2) 8 ‘g z (2) f “soreomy-ogu 
sogóenbo senp ap vitojsrs tun op ogÓnjos ep seAIssaans sopSttux 
-oade 1990 wed sopezgitn Jos wopod sojuoSuv] souvjd SO 


^ 9i dep mann DIMNI win Ojo) ger 
et prod ophanarafiq or de ` 


sowana op oseo OU onb eto] Geen ep *opexedos ossonoid 
um afiye qexof mo afago nu sowmagpxa SIE) 9P vsinbsod 
yy opupuop nos sp exojuosj-ojuad wn wa 1312020 mapod spa 
-puea senp ap op5unj etun op GUTE tun no OLUENPR wf 


*je20 our no OUIXGUI op eje 98 95 J9A vind sed open 


OBJES SONIRISBT, "SONO sopod so ¿eumaojop 10d sorugdatoo 


¡2108 wo *ogbung eurn op SIDO] sotuamxo op esmbsad en 


ams y (0) red exp "sapis 


«ejoodso outou uraqooo1 0857 J0d 9 'sotuonxe 
so mjor vied vouguodur opel op ogs soed sasso sopol 
spao ogu LC fo (xy fonb omsam td KOU 
4011020 wopod “JOAPHEA mun ap SopSung sp Oseo OU QUOD EL 


oe o oC 


sogóunba 
se'spqui Op -SOQÓNIOS:195 op Ste SOtuOMNO wenno 


«amb sord so 'oyeyog "p =C fält o 92 QC yf amb (seo) 


vu109j, op'os-ondog Jee z 9 ogõenba ens: rujsse to froe 


oe opened 9 (z 94 3) quo (4 8) [5 2 op 0013813 op ojuosue 


med o ogma Y op oog owas um 9 (4 fas o (04 9x) 


, tua senupuoo sexorapd spoed sepeapap wo) fas (wasa 


95) mum O SUNGU O WE 01201) SOLANO SO J 
op 1930] SOUIN SO GER SIEDO] SOL 9 SCHEI SO 


Ap) feno oum OLIT vinis 


(Qu) E74 
n mi NG, y VA 


(Cuz 


| (Geor) ogómyea 


(q U) poop QUIXPIN 6991 vanta 


Te prusdopiuousmjig 91 oj 


“opeduBas omogo ap sojxo) 
wo eptijuoouo 1os apod oySexisuottiop V yy we (3) opo; opd 


(qs (0/5 (9 Al 


9 ost ^r uro (p ') unge a (q 9) umBje 
vied (p *2) f ounugur o (q '2) f ouuxyur wa Togo 'epeytum a 
vptiiooy y os Bos etin uro enujiuoo 9 fog "opioj oostp um op 
OgiSo:-qus viun 9 2s epu 9 fx-ouvjd ou ogiBos Buf) 


"or ot ent 


autoguoo ‘f ap oe op soxwq sojod sos mapuodsanoo 


-: 8800] Soumuju. SQ) ^y WS {K 29 opoy ved (p'2) j 2 (CX) job 


met (p 19) opusitoo y onoqu oosip um ajsixo os (p ‘Y tus quot 
ouuu uror f ogbuny v eaog mem ec "6991 vins eu QA 
os sunoguos Y op $ oogyi8 op sone sojuod sor wopuodsalos 


sooj SOMIXQUE SO ^M 109 (£ “x) opo; ad ta 


vs uem 


oub py (q v) opustuoo y opaqe OOSIP um ojsixo os (qv) 
uso quao] opp 119] SIDAPHeA SENP AP j oying eun 


-*SIDAPLICA SESIDATP Op SaQÍuny SE SOF 
1001100 ii sotoopuagso Og5os vISONTIDAREA BWN OP sogõuny 
vied sojnjosqe-o ro Soto Nxo sonrepniso P ommde ON 


eeng 


7 NIEVA SVSUSAG 3d SAÇÔNNA HA SONAHIXI 8'94 


(CoD end OA 00 xus ZE 
Iren "metz Ya YE 


RM 
-osde epungas pum angor med og5os ejsop uti op ET 
Sossed so osn (Há 20 npeunxoide ogônjos eem 


- € 9 opep sopSenbo op zurojsts O Beg "CIE '5049X8 


"ot 


emt op oquod opo; tio sjeuoBojio 
ORS m E d+ DO paz ke 
ogsenba ap viajo e anb año] "67 Omoa JOY DE 


oy gas a 
-05 o os 4 ua sieuoBopo ops (strjItd sspeapap. 
wapo g onb wa) p= «argred 
+9 op sootgriSi so onb onsojq 'siunfogo ops d 


wo sipunon sens os (z «€ 1) og5aasIout op ojuod 

umwa ston ogs SEU senp onb as-zi. 67 
ET 

9 (£ ng -)d 208 em y vpored o (men e senh 

sou «6 KO zopiyjoquird op sojucd so oU gr 


703039 nas 
~- ofod essed vrien eum v peou epos anb anson 27 

SEU Ref = gg + m * opt 

^" opsenbo vpooggi op seng) oreja opor opze 
sojdoaxaytt sop sopsaptnb sop autos v anb anso 97 

“9 = zp + Ág -xp owed o? 019] 

-med y quaBue oued o onb uia 9[ = ¿Zp -pf 
stujoy senp sp oprorogiadiy op souod so otov cc 


91 de) VAJ VIRAL) 100) OPPI DEP 


muerte 


Y ————  — " eae esses 


vjas op ojuod um uro] 701 em8rg vp oonoqisdn apiojoqued” 
op 00328 o anb ajoN “sojuod sono ed (q'2)J > (£x) f 
9 y op (4 “x) sojuod sun[e exed (q w) J < (4) f anb qm (q 9) 
opuejuoo y uage Op um aisiXo as 9 0 = (9 "fs (a vf os 
Sieg ap ojuod o / op 0013318 op ((q *7)J*q *»)4 ojuod wn 


(q faod ajuapaoard 2359] op í 
(1) a (1) uro (q “py” ampsqos usse *souopog eys omsai o 
tuga (q oy f (g YJ *o oist'onnisod y (q D v) omua ta 
da gr DY a 'vy Jonas o « (g does “amb sy 


loro) 


“JoAguIRA vun. 
ap sagduny rwd vpungos PprAlsap vp ojso) ov ajuapuodsanos 
O q 'ogšeysuomwop was oprjounuo q ongos onb asa Q ` 


"ef sf soxumupe onb ajoN 
Zär at 
rm SS 
CD- Ie uia 
. 4 "f 
(A *x) tus sepejnoje) sopduny 
Sv sepo) uoo 'opeunuiojop JUMIS O JPJopISUOO 110 SIS 
-u09 DJUBUJLULIOS[P OP ogsso1dxo v sequa] op wur Gun 


` dEr CS TC 
gdp a apreupuosip ò “senupuoo Sonn eod : . . 
stpeApop ap eptjop stoAyuima senp'op orSudj zum / vhs.) (6091) og5iunea 


doponsupuosp vpeureqo q 
'VZ1[Hn OJUOJUIALOS 9 'SISABLIRA senp op fupro 
inj vum 9p S0193/X2 SO JEUTULIOJOp VILA 


. vol (21:91 vinta) oonoqrodig 
apiproquied un Y op 0913933 ojad ajuepas y oeg asa Sean 
Soa eg uro) ogu f *opiourejuonbasuo]) *(0 0) snb op saouatr 
Otis So10]8A SO onb wa soed waquiez o (9 0) / anb op soxoreur 


L9] vanity 


sjeso] sourasxo wed o5o]. 


` Cer pusedopspoweiaj oi de 


o M E Ü£— 


ogs sreuopoung soJojea so spen sou sored emool eyuojuoo 
anb &x-otejd ou ouaqe oosyp 1onbjenb ‘ssy ua DO 
opa paras o 'Q « f s: (C0) om “pa «os repor e (0 
*0)/ 9 peajssod Judo] ounjxo 09109 o Y ojduroxg ou owo? [E], 


TE | E 
E nt 


:segSenbo senp op vurajsis apuindos 
op sagânjos ogs sooo sojuod so (gear) og3ugaq epa 


oyámios 
y op sowanxo so 2408 4a 9.4 op OuNUOp 0 9 A CHAT 


TOM 


"oua xo LUN E HZAPUO) epod ODIO ot 
-uod opot uau 'opdtuoxo ouod opod openen vuoto 


` *6 = (z *9)f omppu ou zapuoo 
((z “0) “ojdutoxo 10d) sojuod sossop um tanbyenb anb 95-24 
refl vu oseq wog “a ep Geo eu wefnsa anb (q 9) soquod 
Spe At? Eau PU SOUIDA]XO SISAJSSOd EE PIC 

-y wo f op owupu o waque) 9 q= (070) 
jeuopung dopta O '[L'9T vindbp vu opudogsa f op opp 
ojod upquee] ajuapras 9 0157 '(0 0 nto T peoo; og o way f 

(g'Qe(49osre C ve T8 (3) 


ooo “osmp utor “pajssod 1290] ous main O 9 f = tod! 
*oBo ‘(0 “0) 2 sogdenho se seque zrjsnes emb ed oom O 


9. e) o 024 RUE 
DEE 


o = (404 
. :sogãenha senp op 
vutojsis oyurSos op sogános ogs soppa sojuod so eco 
opätmmart vp "(LoT emg 194) Ax-ouejd ou O onua a 
gom op y opeuoog oospp ou spuodsasoo y =A + x ogis Y 
ovômios 
fop souzanão so NPY 'p s A+ ku Cp Ee (es 
LO 


"eHajuo1g vu sotuonxo 19484 ogu apod opio — opaqe 025]p um NO 
Kx-ouvjd o opo) 9 y opuenb “ojduoxa 10d — vinojuosg-sonrod vu 
ogu og "¡pagues eurn op sagung erud peu o jeroju] sojuod sou 


Ae tez, 


Y 


11:91 vana 


ai do) sonjouy Dueno ZEP 


10d sopep ogs fap so1ojea so o “x: = soto; E wo uoue] 
séet 9  usG-D 


ogs t9 op sopepmuoxxe SEMS op soJ0]eA $0 L'£»8—5 


GL sped 'y uro f op owupu 9 opu eapo "oomouSos * 


ou [op eooj oram o L'E = ZA ZE~ 6t = (CA C 2) Snb sowa 


AI) [op 49 epunSos vpeapop g'opumuog "ZAZ = 9^ » €. 


nO pp x Á os ooppo oreuspu um WISSE "opman “pg 
ta (ap ogbumg visop Eu vpvanrep v "LS Ks y-esd 


6b ym KR p A RE ep = (CDS 
10d sopep os /ap soojeA so o /, = x soU] to ug 
u= 29 0 kee ke 


Sreumur] sopuod 
sou sOuIoIXa SO SONIOIgO fOIDAIQNII 2159 OO) Wa gan 
9 (1-9 f ouo [11 —] urs (r3) f op qeooy owansa gu ogu 
*wissy [7 * Joren mem op voy pisa anb ossut um = x tiro 


pra 


0.2 jen81 9 onb “p + xz 9 enoud epeapop VEz Y] operator > 


o 9 oiutmop ofno pagpea mun ap ogõuny mum ougop oisi 
E LA 
30d sopep 
ops op soxpea so anb:opourop mt isowo 7 mg 


"Ram BU SOUIONXO SO-SOWIRS 
-jnbsod “uysse eng H otemt 9 ahb “(q <p) ouod ou p e0} 
roumpu mat fonbsourta € ojdumoxa oN EL 9T enti; 20002 
to 9 77) o vjo1 ap sojuamfas sou ajsisuoo y op eapon Y 


eieiei? 


0)» G —D 1-1) sompa op y wine 
OgiSo1 vtt f ap sowanxo SO ouo? Lp + A + p äre (E) f oe 


ELOY exu 


| 


v OTAN 
(won "m" 
E Aap . 
sod vas op omoa afe du +) os--b)e| Es) 
Koron ` a 
10d e20] otüruyut 9 Q = (c y) 4 neien o<s=fema (zp) 
oysnjuo) "rap JOIA mem unos “| oon omod 
op OEA 


TIR pradera ar dé) 


e rt ras do So amid 


+ = (qoy og (q ra mamen ab y ous oostp um opor 


“11305 e engg} vp ejsuoo ogónjos ep yua O 
o-i s NO a 
10d opep 9 q 21treunumostp o *odo1 
Y AT 
ogs fap sapundos spred supeAHop Sy * d ' b 
a {g ml soonpo sojuod stop so was f onb eum *opuanjosmj 


opter] 
Q^ a 


Exxon 
senp Woo sagõenha senp ap eurorsts ondas op sagôngos se 0gs 
soonpo sojuod sootum so (A *) opo; vred uajsixo Kéi F owog 


primo 09 Dëst OI 
ogs Top stand smord sepeanop sy 
ovômios 


‘fop ejas op soquod 
80 a SIRIO] somanão so Dor “Ly + di Ap n xn «Df 


, £Odiaxa 
0d asop Steg 


mon sojdtuaxo SOLIDIRsOpISHOS ogu 'upvardtuoo asp pue wosa 
--(01:91) esoghooxo sessop sennu ouien N> (4 22) omues (9 9) 


(^s). o& orb as-opiAzasqo-oytoumatiqo [n opeisotr 199 apod 


` "met omg arw Sop op ul outor poof owpxpu ur oue 
3 0=(040)S9nb apuapias 9 Q(T/97) ed vu f op oorr 
-ojog opony ouod um 3 conto cir (p *v). oyuod.opo 0801 


"0 Kos OISIXO ORU ¿yy A $ - = (í “y feed epraLopeogua 
(ená a) 7 (04) Jos 'ogSensng op oT Y dp oogp o 
exed no (4x) fap otSiutjop e eted opusjade (q hop viutquiziA 
vu (£ s) f op ogóepea v seus souroop 'sose2 sp WE 
“oysixo ogu (q jo (q oYfos no ‘g = (q "OO as eng owonxa 
9 (q 50) f as emuatep eed (gy'91) susn sotuapod ON 


. ap oou op vos op ojuod 
9 (7 9) f 9 “Ng wod o opman (aa ? 0= (a) Y 


wa senuguoo sepuaSas sipyoied sepearzop op epejop f elas 


«putasoa) aunas 
O 9s-ensuonap opezSueAg Ojmojo ap Sot tm (0 0 0) uo 


(Lv'91) ewaJoa L 


E 

] 
F 
d 
i 
k 


op du) boupuvougauooz) WOI OMMAVIY FEF 


soperpenb 
onau o 00'00€ $ 9p prawu O v100 $2100211 soper SO 200007 $ 
9p EUR O 110) SOPINAISUOD 195 MIAP SIJOJEW SODU] S() "t1 7, 
9p 9 wine e o W Z 20d t € 035 9Seq ep SAQSUNUIP se as auo20 
ounupu osno O ssy "7, = (g x E)/21 = zsouotqo (or =z 
1002 “ajuotupeuta 3 op OI um RUN IoJ9p 9 x op SNOBA 
soiso onb xussow os-opod (0p'9y) maat, ojaa € no $9 4 op. 
ajuapuodsanos JOJea O ':XfzT = d 0110) Z= X no g = Y fodo'] 


guL- WD nO SI Leck 


790 “opdunho vpungas vir AKT = d opumiisqng 


mx o Ed 
8T = g a 


SOJUOJEAL nba saodenba ogg 


A x 
- - ato i 
Dr OL xo0 = "9 0 E Dip = 


:sagõunho senp op vutojsis ajunfios O SOLIDAJOSAS 'SILIO] 
gowanxa SIDAISSOÍ meyor emg "EXOJUOI UM sotgorixe yy opu 
‘ofo (4*3) opo; eed p < 400 « x siod *estoyuoj sojuod vp gN 

x 


en d = 
mër "mei" rd 


souajgo 
“opuroyadurs o 2 op emm vu z oputmmsqng Kies 
anb as-onfos 7] = z& A owon 'soAnmsod ogs z a 4'x anb usa 


(e4z)ooz + (zxz)00€ + &x por = 2 


9 jeuojeur op (eneen 


wa) J om O *z pap op sope; SIOP 9 zx EMP op sopep SIOp: - 
guo dra oseq ep varg E owon (soya wa) vine ez o osuq vp .- 


(sono wa) sapsusunp se 4 o x elas 'p//9] vindi ouuoguo) 


sto o wazpuyupu anb aysdop op soostemp se 
eat sojsodo sope] so red gp'opz $ e “sojsodo 
zed 00'00€ $ “opuny o exed Q0'007 $ ap 9 opesa 
105 d [d op opeipenb ou 10d osno O d ZT A SU 
-1]0A tab edum) was In Suen ojsodop um 110115000 25-9A2(1 


9 Q'idN3X3 


'ovàmos. 


LT vani 


zep popand opdppuasalia oi de 


(opor) 10d . 
woo open 9 Es 1-1] 0»v-7(- 1277 | oeze-G- 12a (1-17) 
(tor) 10d ` . . 
ejas op ojuod  ((1'r 9/113 omean; |o»ze--G 723a, GJ 
feat 10d Y p 
vjos ap omod p (1 ‘OQS "L- '€) aurora] Q»2c--(r- da] (1-9 
(oron 
sod ¡000 omo &,- = ( ‘EY o<p= (1% o<sze= (10d kal 


sojuinBos vjoqe) eu oupeqes ossou 10d5Ip SOULA, 
De EIS 722) H Da 
10d opzp 9 (7 oweurumostp o er) 
Kg e (C89 9 (OY cst (CST 

ogs / op sepungos spered sepeapop sy (1-712212 
CG DG E sona sojuod oxenb so sontajgo OpuaAjosoy 

ospa } 

Dat a 

mag op sagônjos se ops 
soonyro soyuod soojup so “(4 2) opo Eed wasa H 2" f ouo 


if Ke (f a e (9 
opsfop mg spared: Soup sy 
ovômios 


y op vios op sojuod ER sie) 
-9| SOWNO SO DIOR ‘E ~ dp XE—= ¿X= ES * EH LÉO og 


sotdnaxa 


` -y eiue ono eu op OlUIXp0 O GOUD SQJOJEA 
so 'siod 'ogs sasa pze = D ag D Tt sopepimanxo 
seu SOA so souvinapeo yp (x 2) ere soonpo sostengu “unsse 
*OpiSAVI ORU 'SIE91 SIZE 119) ORU y + XD ¿YE TEEN 


DEE el 


9r ES ` ep VIII) 1402 OI DEM 


“02:97 vint en opensnyt 
aumojuoo oz gier Jos wqu vroAop giga dig entes dig 


ə g'g sopigug SO "euam 1049 DEI = 4) Song = g'0807 ` 


e. ARM , 


50119) '(,) qtto tão opueAo] a (Qc pt 0191010) o opireagd y 
KA- 4e xxu ? 
QS e xeu 


5910194 50 anuo ojnSuy o D elos 


sos” 


£n Jl 
T co EE EE ER x xy - x) 


` eyed vonrnduis as opsso1dxo viso onb-yreagHoA 900A. 


(+) 


E 
PIE MM 
CT) + xx) 


tp 4 
KE? 
z 


sowagqo “opueiuos o opéipenb Op o1qureur vpro opueasto “OHOMP 
ope; o ved ou oumn o “ogóenba epeo tue ‘opuodsuesg, 


H 


y 
NÉE? 


TIE 


= (Cyr 


:sagõenho ap prISISIS 
g 
apos O sourejopisuoo *f op soonio sojuod so JEgor vieq 


SEP puoumdosierwemfq or dej 


tp pps (CJ 


ep our o gp anb LC ) op EA o2 eptiodsorioo 
seus op ogódonaz v o ovsspusues, Y asjus ourujur ode O 


EX 


n 


(Cy 


root, 


KH 
Eog otga g go gao sepupsip se "p.o *p "Ip webs 


"OYÓNIOS 
da da da da dada 


15910194 ap samed 
sajungos so aua sopBug so ayov opuswepenbope opeoojoo 
9 d 98 (LYT HASLE 104) seus op oy3dooos v 2 DESSILUISUE 


- e anua It vzowop e ozpopena onb (f “dg ouod um wo 


Opt20g09 19S JAIP “SQ SOMO SO 1100 ououpent preojunnios 
as onb ‘auouodwos ouenh wn mt Y 1opojut elos ‘fdd 
mëngt op ojaSug epeo onb a CA Eng o Es ON 
ma openapioos ouejd wn ura sopzyeooy tuefaysa sojuauodulos 
sgy anb eyuodng "oAjssod ojuoureprder sem O os-Jeajunttoo 
tuessod soja onb opou op 'sootngpo saquevodiuoo auuoporsod oe 
(Goetz 000'D0€ avamepewxorde) zn] ep apepioo[oA e 3esopis 
-uoa GES 2 *sotzopou: Soropendinoo ap ojuatuefeuejd oN 


ZOdiaxa 


o do)  nonyouy utgouroar) 1109 OPI SEF 


opg 
„1q eprosdipo mn gied cc opojosexg o ozieieter) 9E 


brio 26 + ¿Ap + 201 
eprosdije ou Gent Jos tssod anb ‘sopru 


-3p1009 Souejd sot sejojeaed sass wos *ouxpur 
LINDA op ejna EXTRO ep SOQSUILUJP Se JOY SE 


¿OMINOA O omuzu 
E seapea sagsuawnp onb “y exy atagsadas ap 
vap vum 13) DADP EUSO Aere) exco vum OS pg 


E o adng ap 2939 
Apea Sopsuounp anb ‘4 0x4] atu 
aqu epngutgas gi mun oS £c 


xp vfos ojmpoxd ofno 2 oorr 
jisod spot somunu sex Ay ZE 


“woBLo ep sowrxgad 
sem 9p = 2 £t op coger op soquod so soy T£ 


KEE 
State soutjd so oyua sjougistp 20:090 e ao y gE 


9324 Ag xp oued 
or (1 ‘E “y omod op epupisip aouau e ojo, 6z 


16-79 as d ap soge Sojod Cru y gros a 
"ease 


Kick 
a (z—'1) (c T) soonigA woo y 10025 oio e 


£C dig + xu OI Le 
i LIU ELTE 
ig Ae t ego (£9) oc 
stets: Hu 
E tfe ee (A) sc 


KEE 
epeygurmop y nuen ogia e 


PS EE RA 
Ay + X asdijo ejod vpenunap y ouiõos e 


Mg exu p= C3) ec 


(sjeoo] sowenxo tied g-g sopoporoxg sos EJIODOY) Y 
tua f ap omg o 9 OWEN o auo BTE Baart 


"vang eu sopiqixo sdo 
-pja sojuod oyenb sop sepeuapaoos se ayay (q) 


KE 
sojuod ap GI osawgu um py anb anso (ei 


Ara aE NS 


ap 029518 o oqixo emy Y ZT 


fap souanxa 
$0 ajoe 9 Sat sojuod oouo py onb anso 


(44 EA NS 
9p 0913743 o aqixo vind y Tz 


iius 


dx 


Ee ere g^ 9a 


IBBOjunasd oySopuersfig 91 du) 


&wos x= (£3)/ 81 
duos p= (é DSA 


GER ETE af 


daare t On nm 94 ST 
BEER et = (CS) YT 

A+ pa gr ape HOI 
— efe an 
KE sterben D 


dg = Apt = fk = dn in (0/0 


GET BEA 
Ax OI 

tre + ção (65) 

ag des = eg = DS 

dE IL al 

do E IESU y 
dera Apr E 

TAO Argan (3 t 

tlet Aip- 1 


: Jo 
eos ap sojuod $0 9 sotuoqxo SO yoy "mt Kata) 


mn we pr 0 0 


8'9} SOIDJOHSXH 


“BUITqoId op 19151) vzosngeu tos-opuesijouu Bjos 
9 ogõvupusaap viso 'sogdeaide seu ejavpog sopop wnyuou no 
vin no "oup usn e opuodsanoo ojuod pe os JUUJUnOIOp 
wed sasa) 3o29]areuso PONIP E "0 apart tuefos *f 
a “f**f anb uro quod tun wo egoj owiana wary apod 9s opua 
“sustouiud sfujozed sepearzop wo) JOS 'SIDABHEA SUNP op OSLO OP 
y vSoppue egpouetu op SEIO] SOLIZUNU o SONHXYU SO SOMJULOD 
“(z VC ro f epep 'ojdtuoxo Jog 'SIDABHLA senp op Spei op sagung 
vied opzzqurouos 199 apod og53s visou ngnasip os abo 


9L'9y UnA 


AR 


Cet 


(esa 
«v 


ot di DOUD DANOS t02.0)2)92 . Obf 


"ourugu efos 
: tar 
DEE A ovy 
" 


anb sp 2 a g v sei[eA upu ap unsold sopripenh 
emm sop opojur Q "("z C) ter (e A Ta) 
«Iz Te Tx) sopep soe ojsnfe as Joypata snb 2 + 4q 
+10 = zoud op'ogheunusaap ap ewajqoid o Jas 
«jDSaa esed opezapezouoS Jos apod cy opjoroxg O ES 


QI)" AS (E O soosisod wa 
Sopepiau op oseoo vied Ts opojoroxz 0 ozgerauae) 45 


sogónnsuoo op mo] op sanear ogS;sod v ount 
oce elos vjooso Y 2 2:] ^t Sapepro sup 
sejougistp sep sopsipenb.sop.cuns:e anb qm (z 4 

Jg ood tan uro eptrujsuoo gias-ejoosa y "sópep 
^ RiU0n:s91.Seepusieonb.njoose vou gui AP 


“= «SUDO aptio-3iptoop eed sopvipenb Soup Op 


pou oorde tuapustoid sejstuegin 2 9 g "Y 
sopepto som ap vapejos ogóisod e agio emy y TG 


"Bx pit op 9 eSipey e opuenb 
Oysto] Y aumse 9 sopep saso E wor sum ajsnhy 


(qu) 

lecce str OST oot on sco | ovsuar 
“E 

DE. Sc 9% vc tr OT | wpe 


"SIE aaen SAIOEN 
50 pp Hn3os Y vjoqui Y “aut sos 229100 pama 
ep annd anb roypoa Gan Bu uin 'oonspja Jen 
-met uim op opsuat-vorpej wure13rip o 1epniss oy 0S 


“OL vfos jersoutos 
vipgur vino ayutpnjso tun op [ULT] OUIBXO Op tout 
Jeuxso used v-osn o Sopep Sojsa € VJA tum. ayniy 


$6 88 76 9L t8 09 


vo 06 98 08 9L a 


cL $9 sp (€ 


89 79 EE Or 


"Poppüropeur ap 
tunm] un Sp sounge zop op peut] ottrexo op sejou se 
9 SIENSIMƏS Seipot se enojo snos e ejaqe Y Gp 


sy 


Lp 


gp SO 21ERÉ as 401pout Sp 0 + Mes 
ttju9)9p. Utd (sp oroiaogg 494) 


POT Dunn. 


"sope1penb sott sop Opou o asf} Bp p 523981 


"('sopup 
13 
-enb soun sop oportu ou Jp & souuvzinn 


u 
Ped sopze1 srp eurn minsuoo anb o ajusten 
wepmue os soanefau à soamisod sojagap so onb 
ati 
votrüSts osy) 0 9 sorasop sop "p & vuos 
E 
e onb anson cp orojoroxg op sagdenha se seped tr 


tq a tu senuBgou! senp wo» sobSenbo senp op eut 
=S]SIS DJS OptSAJOS21 VJI E zeqoe WISSE 'os-opoq 


lay 


& + e D a 
" 


n 


tas 
E & 2d 
n 


iy ur) 
UR = quem ux ` 
u u 


gph pppod opivpronha at dei 


bo 
1 
i 


i. 
B 
i, 
i 
d 
H 
1 
i 
i 


ES apep 
9 ojsnfe sonjou op q + am = d more anb anso 


IER 
HEEM ERO 
" 


1g 9 ut op or omg e 
os-ugiqo" psoopumynsqns (soApeidou ios mopod 
Ze sop sunte onbzod iP sopeipenb so oe um) 

TA 
E & sopespenb sop vwos e (erh anb 


n 
q 9 nt op SoroqeA so opua ep Get (omitry 
39A) q + dit = d et  ( 3) ouo op (q + Fyni) 
— Ate *p panoa ojasop o “y upro tied “atopisuos 
op siso oyde vreg 'sopvapenb Souza 
- sopopoiputo 9 seupaiorop VBA engt sep UN) 


span] opssorSos 
DEET SONSES SO UMI LU JA 
as Qux10]002 'sopep ap odm op sjsnfe os somo ` 
anb 7 et eum atte oguia UJAO 'Sopgniqie 
q om red q + xu == f anb ‘g osp noua] sop 
-puorejor wefajsa £o x onb wimpafuoo t opeaat 


tos apod10pesmbsido (162) sopod so sopro 


B 


" "IS 
e” 


x 
- 


qiu 


Ké o Ee 
QC M sp 


H 5 $ 
gamusa DC 


AY 
"€ Ka i£ | fopsaxogA 
"x g Ki Tx | xap sapea 


«o x sopeppuenb senp ap sesojta andas Owo 18 
GEET) 


79/791 ed eu oo) opettorosod 


sas apod opu q oo “DET e 101 ogu ojaug 
tum mamen fj^! oug O os onb ensow pp 


guru efas mots op exourap v anb opotu 
ap ojusuodios openb wn op ogSisod e atun 
Cp 04 o (0 pa (o 10) ma Super omiso 
Jopmndiioo um op soxpippp sajustodtuon!sgir Ep 


*[ opduoxg "Jot ipp-Cy "Sana 


"uumxpur varos megua sajuotrodtoo sofno 
*g ejnpou op 'SoDsuouHp spy Wa 10194 Um AY zy 


"010100 ojad epegardsap 
Jos opod anb oupxpur 2004 ap EXMO Ep saos 
-upunp ST DOY “SONANDO SGT 9p sreu wiatos 
ojustugdioo ou xjnorpüedzod wsinASU?J| ogãos 
vp omotupód a omawpduoo ofno somnio: 
sexpeo vyooe opu sped wm op pusod ie O Tp 


BET a g o C 
ap'sanjesonh ut rap: vote f ep-onouniad oag 
"18813 e otojuos ene so[yosos? Oto 
mm mioa omugo wn op mus Y tos) samf swn Op 
"sope SO ted jeproyett op 0JQ0p O vjsno OPuny 0 3 
dum] e ved pepojeua o as ojsno o wiozpmnu anb 
soosuatiip SE aupugyoq MUNOA ap qu Y op sarei 
numos sexies 1e012qg3 efouv]d empedu oan 6E 


ops spox soJOLUQUI ops 2 o q vmb wo 


o Q "V 
LI ES 


EE 


fett + xp ond odigos 91:420 onawd ou 
9220194 ONNO 9 ^ur8 0 EU SOUSA tum 'sopenapicos 


sold sou saae} sens op sexi vua; onb ouprgtu 


DUMIOA ap 1e n8ueyo1 exeo ep saoosurounp se euo. LE 


QI du DOMIDUY pujonoorwo2 OMPI Ely 


eee ee 


(03 0904 04 ` 
30d 7 [9APHUA vum op ¿y OpSung ewn Drama 
POD Vu Ce Din 
*9 oy "5 = 7 e epuodsanoo 
owonxo tun mas f onb uro DC E? ojuod o anb sonreyuodas 
9 (61:97) vinBig 194) y uro (4 "04 ouad op os5isod 10124 O 
R += DIGG 
BPS 7 ojvAJout tun wo ; wed 
QusCO-x 


Aras ogdez 
MRUpe 2 'sepep sopSipuoo se qos onb 1e1soti 
d ot 9 vamo vum 9 g= (A 093 op cogn O 


OyÓvuisNONWUG 


OEA = (RA 


anb jo v jeór oan iuh aspa ep ‘G = (4 998 opsti oe 
opofas (595 forioxixo iun uj fog rond op ovifor gun 
tpo uro 9 SA sourequodns o “setos senoumd smejaied 
Sepp 9p seprjop sta : 


. “ajundos 
Dsg) OUR tuo 9ISISU0) VIUDA YSSON 9 s (A 9) 8 oponga 
os sojofns (4 3) f op sowanxo so seyor v ajeajbo OIS[ IORA 
3ouotu nos no romu nos supe vinjeroduro] v onb wo 2 op sojuod 
SO eyo sowestanh onb 1odns sow "O = (£ 98 opSenba ap 
EAM O v[252 5/791 vng ep you ap vuejd edeyoep (Ag 
ojuod ou emperodum v (£x) f vfog :opSessnp emo 


»'Og505 vjsou oppprgso 23 

-110189] op $240ppoidpjnu sop Opou o 1ezi[Hn sopdtrs tem 
9 'Sonzur seso 107 EWEN 39Aj0se: jasissod 9 orxduros 
wau ‘sofopug seuropqoid ed 'onb p eeng Kaap ntodpjupASop 
jio Sooni Sojuod sop a sreroxed SepeATTop sep oySeuruxojop 
DpTA[OAt3/SO]noTyo sop OYZEJ nto osoyjeqe p opojgiu 0759 

; ejaepor (0497) opuvorjde sowanxo so aeoe v1ode sonrapog 


"ét — QI — prih (Mag) = À 


souisigo “4 


9p BIO Y opieAo] 9 z e ogbvjar tuo ogdenba eysa opuoajosoy 


6197 EnB 
x 


(<y"91) oDueiBe op ema) 


. '8gout1 ooypiuamiu 
ETBI-9ELI) aurey sopados - 
-of 10d ojtagoosap tj ou oe, 


D puvdopSopusmfug or de 


Stot vandig Ligi vindi 


De byl Z6 + Ap + ADT 


(aam opäpun3 no) ojnama 
OP Oyofns A op ounxpur Jo[pA O IUIL Soa Se A 
9 EXITO Y vpoj op A Sumo o ogus “Enf vu opiqixo 999A 
03 (z Mag "LL9T vnlg vu vpensng ojuejoo onyd ou 
aped v acujuuexo vjseq enganys 10d and NON "ppT = ¿26 + p 
+ X91 opipsdo ou Sen 425 essod anb 'sopetopiooo souejd 
SOS sujojured Som op JejnSuejas exreo Joreur Ep otunjoA o IBY 
soumjonb onb *ojdtioxo 10d *0dns sou A *opouj url e sey 
-tofns oso seso opuenb ‘sroappea SEO senpa op f ogSuny 
um op Soa SO Jegor sotuoaop sogòeoyde senu wa 


SO5NVHOV1 zd Sa380dVOrid. bini 6'9L 


vi Tam d= KCS. siad opop 9 samorogip sous stopop Dette 
Lens ZE 

eg UA A 15 

Wo f op soyyo sojuod so sussa :09-Sg "SIINA Fü? Qu Ur qa D d 


. (r=4+.b+dso sogõenho so: op ewasis O vajosoy <owmsa8ng) 
g=sg=b'ga d :opisadng) E 3apsoxe AIP oyu (1014007000 
d onb anso ophrindod vu *oprotreanaadsoi y Jod essed onb ajsafe somam op ouejd o apoy (q) 


9$ g “Y sóvo8 op sopsiododd se ops 4 o b ‘d anb uio "29 q“ geif soa 
"Dag ade + bt y seu sepóenba som op uerg wn v5opoquisg (1) 


oi de woyjgewy VIATICOS) too ONAYI ppp 


sn scrnope ut Qu y - [AT E) + xp 


ie 


somado “9 = y — 4C cb og3enha eu (ap 1o[eA 9759 OpUEA?T 
agree dá no Gate EZE 
opua Tz = yag 
"Em = y nop) zx no “OJUenog 
o=(xot- ix no — 0= qel-r 
a 9 ajuojeajnbo ogdenbg 
` quor VOR ex 


GA = x ura NAS = d 198] No ajstsnoo sujop 
my at ojsop ssgônjos se IEYIV ap SEA seyn PH 


Q-t- tov 
NÉ = x 
KEE 
9 (Ep97) ouejozo;) ou sopSunbo op vLuaysIS O “MISS Y 


(gs pat fer 


¿somo (ao CEA e 
EE na D etlanea arem 


¿OYÓ0IOS 


ge gosar aos tees GC) f: ap isonroxe:so:oqoy. 
tO tdiiaxa 


"SOUJI9J]X2 E INBZNPUOO SOpejjnsol 
so enb op sesosoSu seaoad rep aunjsos y opu sewo[qo:d op 
oy5nosa: UN 'OBÓUNSIP Y 107) eied Seat no Spe sagep 
et 17 JO] sreur o perag uro ‘ougan eum o SOU 
-ixpur onto amfeysip exed (epeSueae SHEET wa opraoxd) 

- OPEOHÉtUOD 9/53] um PH "STOP sop tunguou no Ga otumun 
. onar ougxpux a (14 Zo f os seupisojop vied opepmso ogu 
m 3 (a) ouod pe “(y C) sogônjos se sepeyor sode sope} 
“spasap ops = fv "^ Pr ostii] op seopuardinqnus so "urssv 


Wd 

, E «E Sy) Es “y (c dy 

. anua ogsa Top satt sooo so tozinoo sub mo sod sO 
Dd (ogônjos pum seuadt yy sazoA Sy) "sepSenba op optorptrtetuensts op 


VAS opuozeg ` 


pedro 


EX] “(tx Kei RACH (N Na? 


. segôngos 
se sepor soweyae oxovimd (ey 91) OMRIOJOD o Juan ov 


` eseju o) UA TITO Ue Inuns os 
ogu /$ 9^8 9 ot mn = ¿3 + ¿80 semuntos seyouad spiomd 
snpeanap wayua 3 o f onb oodns os onb tuo *aBuriBer] op Eu 
:01001 0p JEHOTA-OEU GEET ojuinios OV SOPAS! Some () 
(4 92 oqrioujA o opuesopisnos à fo 1soyurouodtuoo se opuejendy 


KA A QI = POA SF CH 
d 35-19423250 apod 
(cv'91) vuoroa, ou (€ OBA = Dé PA og5enbo y 
` aper op.1opua 
ëmm openirina y ojápadosd EH ott y OwO 
patio mova (QUA = CC BAJA got sopaesed ops 
toja ousou oe et des (ADIA (053) fA omo) 8 


es (46) 
eyed.qsAju op samo vum 9 D oiibiod Oae yeuoSojiowugquen 
A SA omoa (191) emoa 2813 v-oguodut) 
(0) x ao on quuoSojio 9 (€ 29), JA Too rib xasout DIST 
Da COMI = 00309914 MON = (0,4 70 


souza) y = 7 opuszed 


Data (ey 
Pça IP ruas 
at KEE EMA 


“ptapro ep 23803 ejod 


: *ogyuo “eysodiuoo ogõuny vun QUDO ¿y SOULEIRDUO 9S KÉEN 
“wnssy (4 ap opene wn 9 (CY GM Did enb asantas 
KEE e 
opmouja oe eyofns een (4 4) f9 ost'o ura (£x) v mopuodsanioo 
onb (4 tx) f sieuoyoumg saiten SOMNGO "Era 7 opuenb “ogjua 


(£591) opgio102 


T asian e dei 


et dei  vaugsuy Gem uoo opmopo or 


ee IA itnn d TRE 


X(Sy'97) onggo 394) sagSenho onenb op viaajsts aupnBas 
o 9p 9 = (2 4 8 ojnouja o mos apowgunf 'ogóenba visa 


Dat: Mg + PZE) peg + fog + 1248 
somaqo ((pp"91) 194) (e 4 Sv 4) Ja opuozea 
0= bL Z6 Ay + agr s M 908 
O[nOUJA or ones 
zdxg= gza MIA ` 


SUNTOA o 1ezitupeut 


Souio1onp) “exito. vp tordy ogdisod eum ensny 7/79] ETA y 


oy5mos 


“PPI = AE 
OU gasu Jos essod onb 'sopsuep1ooo sotejd- 
soë sojojerds Sopuy op Jejnfucias vxreo Zä ep atunjoA O oo 


€ OO 


“opdas vjsop 
Grau ou opeproqe auatueprde: 103 pf ojdiaxo owixgad y 


M qu tz: KA Vi 
ue E: D = (EE KÉ A 
Nu E “Ja e a (z4 KN 
` Ki Wé 8 yr 


“sepragop op séprop Souen sem, ap sogóuy 8 af webs 


(sv's1) ojerosoo 


| ta oBugi8e3 


p euro108] op Ooësusm | 


Gbb- pod ogSojousasfiq- or de) 


Staue ap Janbjenh 0790090 wn ap 
sag5uny ved soojpue semaga} Ieounto sowopog "Sepsuiajxo 
sessop eun 9 optjnsol Ounxoid O 'SIDAPLIVA senp Op spew 
op sogSung v opipuojss 1a5 apod ade] ap vur1031 O 


08'91 010313 


Di 


‘ggorr eni, ha vp osdgo mu opening pisa ojst opni (cg Z/ TA) 
no (ZA 2/Zp ma [- oun O a WW Kiel 
no (Z (ZA Ce (EA wa y ouxpu Rb o vivos (43) f “missy 


T 1- t- H 


o 0 | ED: 


UPA GUI) um UN ED ED |: a 


:sopequouo sojuod 
sop 1 um peo mo f op 10]2A O most oxieqe eaqui Y 
` Jap sommo wupuazop wapod 
game (z 3: '0) sojuod so ssy zz: noge y Asonoaqo 
9 = y A+ ay ogdenho eu oputAe| ‘ogma q=x 9g 


(AF UDI ? GNE sood o3 
-znb so sowajqo ME op sazopestjdymw So opuezasdsog 


RA (E DEE i 


os (op sojuopuodsozio5 SOJOJEA SO 


ar di vonjsuy Suen) 109 GIE) SEP 


"og5enits vjsap oySussngt eum 9 ojdurexo owo y nox 'z 
'xseyruSoouy ooujo too sagSenbo oouo sp Puiejsis um somoyqo 
'sotnonrA so opSu1apisuoo tus OPUBAD] 2 sojyuouodtuio opuejenfy 


(Lda + (e C )8AN ss GE) JA, 


nl o y stra sozatumu esed eptoJspes 105 oAop ajutnãos 
Opbrptoo v opua *sojnoujA sasso v ojiafns owospxo um wa f og 


Qz(z)8 


SojnotyA stop soe soyrafns (z A) fop 
sowanxo SO JEYOR op pursqoxd o souesepisuoo grote wg 
"ojnoujA wn op speur 19AJOAUS wapod saSeorde seundyy 


0= 6404 a 


qudm. 
$ WO 


“ojuod assau.o1:020 our o onb os-anos “ooo ojuod um 


* GA r 
seuode pi ouo) Ki = DÈ "Z9 E = B = KoB Es xno 


O= Zi- rg tT o g 
sortajgo Kil =Zt-2p+ «e + XZ OJADUJA 9p. ogóenba X OpugAS'T 
xi 929 Wal 
"Ett sagt gene 


zi m Ee: EEN) 


780109100 y Loger uto Senf surround sg sepuas 


Dez m Zp AE EAT 
Kn 
KE 
KEE? 


(epo) oneroso) 194) sagõenho ap eunamets quindas 
or sowmedayo *p = (z d x)8 open o sojusuodos opurjendy 


ip + fe + rv oT + Hz + mg 
. opusigo 
¡AENA 
“a msi (2 08 = (24 9) fA somviopisuon 
‘z ojdwoxg ou owo Ins Tp —Zp b (p B xp (a 


'3)8 ojrouja oe ebe 26 +4 + ug = (z 00) f somoreunegxq 


ovánios 


opea weus nos mat (Z A x) f onb wa 7] = 
zy + ág + xg ouvd op quod o ayor EG t ¿(+ dp EDIS 


e otinaxa 


TET = gado = (EA vXEA De = 248 = A 


9 OpeinaoJd StanoA 
o onb os-anfog "gA p = 2 SOMAJ EIP Dien Y opuesn ` 
9 NzgT = xg ogdenho e z 10d opueojdnpw ‘uone 
ETT == A “wise *o 
os tá-ms 
0 = vf — (96 
8 = ATDS 
ÁS = 2438 


somo) NAS = zxg ogõenbo 
vp sozqurow so soquie Á 20d opueodn nut “quawedojeuy 


REES epepurgissod earum. 
e ssy Ge 2É = A e “ogia o Q = zero ENjenpuoo ost stod 
(p= (1ezo1dsop sowopog "EA = NRO = Y “ausmoonbosuo) 
07 (x= ENTE 
"Dr NOE N06 
"werte DUR 
NAZE ong 


: v«Sottioqo Nc T-«sGronb vjuoo uro-opiinao] 9 
aod ze = z(godSenbo vp'sorquiourso'soquie ouod 
“ojdimoxo 104 za Kx 1etpov eed eprsn as apod ogdenba ewn v 


(ppc = zy 


anb eadun 
"tip Gp HoT opouja o wo» apowejunf opensa asg 


weis zt no 


(26 + ¿Y + ADNE = NEST AR + UTE S ZE 


Sot] “OPURUIOS o z 10d 2112219] 
^w 9 4 10d epunBos y fx 10d ogSenbo vuounid y; opueondninjg 


Q eT — ¿26 + ct + ot 
MES 
“Ag = 238 
VAZE cg 


IC puoibdogsmpuosi gren 


ordo  vongsuy viana 1109 Oppo OSF 


bynon) “sojuod SOUSNU SO 25-t/9)q0 "JoA?UA 
vam 9p sopojput opuezina / op sotuanxo so meyor [oAjssod 9 a 


GDA LDS 


KKH 
Vie M-mperfüuzé-pux 


— ` ogs D op Spam 
ned sopunbo su zond on ogánjos vp ogrou ota) 


"0 ont ap ULAN 908970 9 mo STA gre augu E opua 
vssed viougistp y “q ua 9A z ep ONNU o pue 09501 a Ly uro 
STA 9p otim O que 39S3199P *p = (y *Q)p wo vamos wyo 
v eroupisip ens (o * O)g me (0 ‘0 le ep 2 op 0810] de auau 
“ENUNUCO aaow os Ojuod wn opuenp “sagóratasqo saunõos 
St Jozej en somopod 'rg'op vlnBig y sou-opurogoyt 


x 
H 
E 
E 
E 


. DAT = (a OWT 
pp anb o g = x no ‘p = xz 9 = p - 4x sajuojennho sapõenba 
Sv souago O = p — A + x ojmoua ojod togwa d = x og 


Ca op = SIA = (a ‘OW 


ogs sojuapuodsanoo O op seiaugisip sy 


eg Ya a ('gA- tg 
S SONORO Jemio wopod onb 2) op sojuod so "tuisse 
EMT “Epeguxo no ca-qeAtgargex 


anb sowa; 9 = y ~ & + x wos oJuoueournuys ordunbo rysa 
Opusa G= pf Ar EI OO 9 - 9r Et rafa no 
KE TeN zz no ECKE 


Ces jopabdoyiepousifiq 9i dei 


"Ka x no T = v no 'euowajuagbasno) 
ER: D - xx 
p = (C- xz - (6- Xy 
ach KEE EK bake kafe 
sojuojeambo 
sooSenbo sesowajgo “exound ep ogóenbo epundos e opujesgns 


Q0ap-4+x 
DENIA AA 
Na = E 

dot NÉ = dg 

do NXLX 


sopSenbo oouto ap Granat ojumBos or sou 
0 'SojnoujA stop so oputioptsuoo a sajuavodinoo opuvjengg 


AO + fol KO) Yo + az) = 
(Le Dil Oig + IEA vox epe + Fe PT 
, "urs 
DEE eu 

sowaapisuos *ojdtuoxo 0350 opaootd anb OYSSNISIP 9UII0JUO7) 

0=p- — Ars (24 DY 

Des 9r- zp OR m (CUR 
SOOU stop E oyofns 

go gn GC»j 

Opuvopei op sowanxa so ogp onb (z '4"x) sowa ‘So opueumuatep 
SOJOJEA S9859 19)q0 SOWIPDA *,2 * zA + ¿XA OD 9p JOjea 


10U9uI O 9 J0feut o Jeumojop sotuojenb opjus “9 op opyamqie 
ojuod um 9 (z 4 5)g 98 2 Baro vp oboqso uma 19'91 ent Y í 


ovânios 


«9 emt ep VIIXPUI o emm SEJOUYISIp Sp ag p=d+x 


*uro8t10 vp SOpEISeje sjeu o sowxoId smp Qopsorodsosqov. 
mune asp=d+xoun]doo A-x-97=zzapigjoged o 
anb uso vamo vp ojueyoo otretumd ou *oo3v o J 10d souiajouag 


t OIdWaXsi 


*SO[NDUJA SJOP AP SIEUT E 9 SIQAPHPA San 
ap gie op sopóunj v opipuojso Jos urgquie) opod oporgur asa 


OY 


18'91 cantiga 


X= 


D'A 


gazo gA apex HR Cu IPAP EN LT 
d54 y 


3q-8ga ge A 
DYS 4 4m x nia Zos 0f O SOR “apro a DE 


figa remo kay a de 
XQ dt au AM + an ss S 98 ÁB/SO 9 YEAS NOIV SC 


»mapto ep mos Y asp ILESE SEH 


— EI . 
xeu mp 


MEI 


“oluguop 


O opor wa jaapjouaIogip 9 amb SADIA tpC-EC SIMON 


“Yap opsqoo[eo Ain OU ox Wee ona 
0 aen elt ap opui Jod *opuamagpoadisar 
1/9 A ap Sepipaur SEU 9427 9 25g FSP Siempuoosad 
sosta efen “ago ap 19] v seogide os “nb equodng gg 


“at ap epeunxolde ogSrpea D IER 
viu. ap 950.9 a ap BWX OBÓRLICA RIDER emd 
yaa (7) e (CL) op pres (09) os (9) 
ANA at asap D A suo G) Tc 
a£ uas Aren a (a) A 


Xq + Bore ¿de as (o) 
osapaov Qc 


PEST fe + 
xo "We 


d 


anbanoid a Cz C a) e nos 61 
pau «94 gr 
TAE A ug mor UG DY 


Jo 
supunSos syeIojed sepeapsp SE NOY IST-LT SHONA 


"A SOD 48 +81 509 1 = Le OU gt 
sede Qz VISI 
Lu a=(%u mir 


gti "E 
T [CREME FEES M 
DE: 


as 
Xpt d- hsm x= (02) TE 


fop 
susord syyosed sepeayop Se oupy TTT "8339X3f 


onbe, "io emm 9 ogu sew (0 0) wa ses 
«pwid set md sepeapap uis f onb vatput zmag 
mm oos 4 + da = (C) J ap commit O 01 


NELLE . 
LI um angsana 


EE ; 
iue z EZ m 
“APRA ap 
seamo st so A01080p ET soxodsupeuepicoD OS() 6 


lg Eaton un Ke x MO Uh 
PU e gs E d un 


Cd L 
ia Add 
et 
A E] Ka e C9 
fyc zx Kg un 9 Hie um 
[EN . [EXC 
ES 
opu opo anb ansow no oun O ouo :g-g ‘SIONA 
LEE) 

v5 ¿ SUN 

KH CucCUCMY 


(0 Da 
WON 
(p'cg — 5G EE m GC T 


*g 10d ut ap otaguadas 
NO Game E o f op opp o BASIDSAÇ kt SAUER 


Let RE (Dj E 
deusa C 


OVSIAdB 20 SOIOJOH3XI 0194 


CC porosod op äu 91 do 


H 
i 
1 

H 

i 
2. 
i 


ten enner 


P 
= 


i 
ie 
p 


pou 098 seio d ve 
YAA és 0998 mp +xso0 és (4 EE 


e (Cx) oponga or 
soyafas LC "21 f ap somenxo so Jempso ered soogyi 
E gel 


iogônp 
fl e oprezunpetu oyjegen op sopupyun o podea 
op sopeprum suuenb y = H 9% anb opotti 
op 'sogoznio Jy 9 sojsno Sasso ied peajuodsip 
quio) o og soutz 7 DISTO otfeqen op GEO, 
epea a suen 2 asno jestõeo ap apeppun eped 
anba akut GC "ab vuuodng T= q +e onb 
ste) SOANISOU SOINU OBS d 9 0 9 IO EIN 
3 y onb uot Cu ay (9) 10d epratgop 9 9? 
-nog-9900 ap opuposd ap ovSunf o oye ouso 
ap sopnpum (4 *x) f jeapiqeg end sepipssoaot ogs 
otgtuqe op sopepiun é a pajdeo op sopeptun vas Ei 


gau ue DU 9 T 0302 pg 9p T0U913 adorei 
emp 100: ISRN ORS SPSIGASUUR sogSaas-sufno 
TA 
garou op EI DP SSOSLOLHD se ooy "oppi 
suyo ens epoperpenb opad earidey ens ap. ampord 
'Qui02 Upa: deja Sumo) sra LEN op HIE V. YU. 


rege  opiduspoopuenb ouipinrg: mëngen 


um op SIE sop souos sop ompad o anb saod OZ 


tiz- sd- sx- ge = Y Vun op emue 


~ rjad epep 9 y vorp e opus LE msasozak 


"x ogs sope so og :opisaSng) 'oxojetiabo 9 dopep 
Gast o emppu 2915 ap oug o onb 94031. GY 


SER TV opiosdijo ou Gurt sos apod anb 
“sopeuapiooa souejd soe sejajeIed sovy toux 
aumoa op eeler expo vp sopsuotimp se AY BT 


“aunoa O Woz 
-qunxetu onb sopsuowp se oqoy D apruedas 
ap pa wos 9 Ojos pono CIPUIIO Op "OI 
uo "edu woo opsodap tun amujsuoo 95-2400 LI 


"06 zxg + c + xg ouejd ou ouro Gsm ou 
soga ogno 2 tuofitro eu DIS IDA wn "SOPBUAPIDOO 
solejd sow $906] sens op soi wo anb 'oupxpus. 
aumio op Je[AÑLEjO! exito vp sopsuototp se apy 9T 


-Z1 =2p + dg + xg oed ou soma ouunb un o 
“soapisod z o 4 rsoxio so BIQOS SIJA SOS 9p SOR 
wa anb UE ee 2000) ep SUIEM[OA O AY SE 


om o 9 ST ojjpiedns op 
vox 2 opepatunços op opadidajajezed o aub ant pf 


- enorm onb soosuounp se opoe 


*optotgeAgiodsox “00'00€ $ 2 QU'OOv $ "DODO? $ 
"a Bury e o opung o opp so pd pungu 
op opuipenb preu sod ojsno 095 'DUINJOA SP ¿LUZ 
ep npetoog enfiou expeo vum suos- €T 


"woSpo ep oímoid simu € 2 z 4 £29 1E 7C 
~ Kg + x sounjd sop Open TP o0 o apy cr 
"(pc D oquod op ounxoid 
seu g = ge d E IS ep omod o apy YE 
Zait? Gukp+xe . 
Mpeg gez 594 01 


perti ` 
"aemr-x OS 6 

pedra KÉEN ` 
A g 

Yeg-t qx 

atole EAS A 
As pz qe Aer E] 9 
jezrá-x tds (AS S 
Ser A AY gr Aaa NS y 


SERA ELE TA 


"rett Hr foder ats (CM x 
ER E gere (DS I 


M "sopearput. 
sojmouja soe sopafns f op sowonsa SO yot ved 
ue] op soxoptordnjnur so asp) :0]-Y "Ae 


691 SO 


oi du vongouy ourouoap) MOD ONAPI PES 


MIU S SISTERS 


“odwaj ap opopad 
Got tun tua card vp vanqtaoduror e vamasag (2) 


"1002 op ogóenba esop oz5njos eum 9 
dr uos xx uos yga = DZ ron 


anb ansoyq goe 
EP 0913390050 10]19 Op 2 BOJUJ IPLPJANNPUDI 
vp opusdop onb aquejsuoo vum 9 y anb wa 


- fo og 30 
DES 22) - 
0 Lo ng)" me 
. 3ojeo op jeuoisuanhpia orSenbo 
e genes D Ib Jenson os-apod EE 
` da us einjeiaduro e 9 D 4 500 asta) 


"CADA 
Juro] e anb wa quod o ayoy (e) 


: “dx vas Me ues gr = | 
Jod wpep a DC Gg We Y ppm, esnputodimo; y 
"0,0 Y Ojo wa SESI SEPI0Q sens op vium upea 
war (1*0) a Cr ^D) (01) Co '0) sojuod sov opruap 


3000 Gd tun tuo SadruçA 1009 eptapimb est 
Wun op PUNO] v woo (Eau op upudjop vabd eur op 


` KEE 
-vfouejd assau eifreg ap oImugu O uuaa 


“O = sejqe omg 
Ojuousefoved o meg open {awapa} opaw 
-vdnbo op wapuadap anb sojumstos oes ly o Sy 
a aujodid op po osna 0 9 2 'ougjadid utas sopt 
-nduioa tun uo operado p 2003332 wed ojupssanou 
odis) 0 2 g 'sordpisa op ozsumu o 9 s enb tuo 


d CR 
EE 


Jod epup 9 sasopessooord sassap 
min eed ojsn2-ojuadiasap q OVZDA v "soriyiso 
OL ap souau peaa ure 1119) SaJopessoao1d sie] ‘038 
-pop opord vpro us eoru ogótuado wun 
yijno2xo 1opessoa01d O foao zaa vur) KEEN 
usa saepius seoypunye sagedo ap oou ap 
uma tun 191022X2 Y epeunsop wo3euow op tuit] 
gum auos 9 3opmnduorodns tun we (10552204d. 
augadid) ojnpuoo ap vuuoy qos jopsssasoxd uf) Sp 


£sp pujosud opdopmasafia or d 


"taino aropaodns ep gasp E urszpuru 
onb *ejupurAmoodsar *ouon op o opp op Y 
9 1 SUE SE DIOS “¿UI LZ ep $ [0/0] OUINLOA 098 
*e3n8 y ounoyuos 'ojsodrodns ojas tejnospo OPUS 
vun OD DIES 9p WO 09 9p 0121 MEI 9002 tun op. 


ou e uia) soma op XopvAo[o tum op equiouron Y pp 


“0 'S'0) omod op ouixgad sous 


E 


=z 


z 


apiojoquind op ojuad o ayy €p 
1=2-Aq+x paz + 237 

gau rye G EDS p 

gem ug tacos (e 3)J Tp 

"Sopvaipur 


sojmauta soe sopafns / ap sotuonxo so ape od 
o8uciSv1 op saxopsodninti so get zph SHON 


*ojsno o woziipune anb stapejos 
sagsuawyp sv oot ‘oxy aunoa um veg "ndum 
2 9 sopa so ed jepapmu op oSoid op-oxqop O 
vjsno tejnuvio3 ojsodap wn ap aseQ up peregit O op 
sin UDI 6£ 
Z x 


x - + (ÁS) 
ES 


“ap souanxe so IIV :6E-gE SHONA 


«Gao (0 '0 Da unos onb 4 op pau 
ap Elte v osoqso Mg + ctp ze (C OS LE 
[fA 220059 e 4 mpuico amb f op. 
PaT op zamo aaen i£ E. ge Mos ap 


“wayo vjod essed 
PH? 
quê s£-— E 

"2 


uoo op ojuoSuv] Ouejd opo) onb asoy SE 


(sv QJ" ape (8 'p "cg meo e ud oum 
oa Um 9n 9 21 4 ¿A (t3) f og ap uad tg ez 
91m dy = x og5ezpyowesod uro) 7) vAmo vul pg 


(torum vem uar = zo qa 
-sou ep a ajtafue; ouv[d op sagSunbo se vaasil cc 


[TN EM ER quo = (4 DOM) 
(ue = (no G) 


` - EIE 
gen ogs 2 9 q ‘y onb ura ‘epep £j apepisusp ep 
ogóung v wed (£ SO wo ayuawepidu sjeu 295319 - 
qeuorouindod epepisuap v onb wo quSorp e vprao( 
JC ml ouod op sopepiumoid seu jonojorndod 
opepisuop v (4 2001 efas o “uafgo eu apepio ep 
ma O won sepeuopiooo op Jejnfueias LLUIS 
iun opiznposu euodpg "opep;o vp-onu2-0p-- 
Supp o (opeiponb oxjourgprab aod seossad op 
oi9uigu) jeuorovindod epepisuap v euojorjos onb 
tnung eum 9 DUDGLN opapisuap dp ojapo vp TE 


“duo 7 op ogsera op eunxpur vxi e onov (q) 
Ste omod 
o used q op og5onp eu (Z ‘g — “y Jg owod 
ou 1 op oner ap vougiuejsur exe e az (e) 


pt E = (2 A) 10d epep 
efos (z Ka) ouod ou espesadina) e anb uguodas Tc 


que c 
(£5) ap omemtzeaz ap KE exe v ayay (q) 


' tte 
op oranp E 
= (£ 9) f ogbun ep euoposp vpeanap rajoy (v) 0E 


ER 50024 ex 
10d oquoweyoridun 
vprugop 9 (4 3) J = z os Ape a xglze 0V GT 
Datart dE ip 


Jod ayuaweyondun vpisgop 2 (3) /= 4 
os xpjfp oyo 'sppoiud sepApop op op JOd 87 


ot dai getoug BROMO 100) OJIABO DC 


Sec de 


an rm 
KN 


p 


& 


"sejour 
Sp2130]01 SEU SIaAHUA ap Cup op uai 
-o1d o? o-opueonde a ouvigoonf ap 0433003 
o opumüponur opmjde» o SOLTEA 


"83000 2 S819750 SOJPUIJDO 9) 
-ualuperoodso —suojappnb sajogssdas tod sop 
-211819)9p SOp!]ps ap sapepatidoxd ap opnisa 
OU SID] DES SPUIOJSIS SIR, “SOQSUDMIP Sox) uio 
Staten 2 SEOHDUNIO SPPEN9piOO op SENI 
ais SOUIJUJOD g'/T è 711 800505 SEN 


e E mae med sosmo 
-91 op sóweyundsip ogu mbe ¿32 anb ofje — 
oJURISUOO 9 og opepisuap e onb ws endo] 
UNO] op SOPIIOS ap apepiamS ap somo 
9 sojpowow Jeqoe v308v sotuspod eine 
lug Cat 8000 op 0920] LIO ramo wun no Buejd 
GEO ewm op ogônjo4os ejod sopugo so onb 
op stes sin sozupSowor-opu sajojguotinsa 
Sopttos utaAjoAuo onb sopSeoride 1e1sptsuos 
sou-mayunod sepdnpour staut sy 


"seprurop smidayut 
med omoj op jejustaepuny atuozos) o onb 
sopzordiuto» sew spod ‘opuss “Y ep eoo} 
v urompsuoo anb sotojjuadas a seama op seo) 
«enba uro weraseg as ojnajgo op SEWON SO 
"zx opeuop1002 ruas tun no e Ou op y 
oido: vui sounprAmans '[q *v] operit op 
oySpued eum woo souneSonoo op ein] wa 
tanb ap ojey ott apsal jedioupd eSuorayip V 


D 
"e onydeo ou ap (3) J eprngop pesou 
p osea op OB oZojpue opou 3p seuios op so) 


[UN 2 SIDARLEA SESIDAJ ap saadung op Gau 
Jod sojdiyma spaða se os-montgag 


OYŠNGOHLNI 


SYWIdLANIN SIVEDIANI syoog 


L} ode 


NOVIS 
E 


Y 


Le EIEE 


"uumuropg op seus ap apay um op Esjacad ajuameon 
-ewou ogSputgop vt os-onfos “vp (4 Y "ff ejünp qexsoyur 
v 9 7 ouu O "y sooror-qns seu (a (ui sojuod sop eqrooso 
ep ojuoursjuopuedepur ‘Q <- al opuenb 7 mea omg wn 
emed mopua (TLT) os5nugoq ep uueurony op sexos se ‘y uro 
viugiuoo 9 os tonb 10315001 os-opoq (y 0sseg) y — Lil opuenb 
nunurorny] op semos op ojran um soureropIsuoo “DUES 


` nu ep vtuos jonbjeüb 9 d wed Jop uvütong 
op mme eun yap onon oyónaud vu (Ay) = q vfoso Y 
021304 vun wo vprurjop sIpAppita senp ap ogduny vun fofos 


.'umidos 
v supiutjop ors (g osse) uuewory op seios sy (z ossa ov op 
-uodso3109 ojuod ojsop tuooso y) gy vind aunoyuos Ty ua 
Ca n) origi oyod um sora osso y epra veg "rop ear e 
wouop" vy ojoquis y "exSnaed ep [Ja] emavaeg?ysesepojap 
jeuofeip sope vp mamm O Zu) 20d mota as 10pojur 
opd gso du 7 E y y se-opuejmoy “y ap open orópaed 
vun msm € 11 vint ep sezuro sorvnducja sagiõaisy 


«sossed 
oxjenb ap ossaaoid op 7 osteg ot apuodsanos oyuroruvuororired 
9158) "y OP d A01193ut opd vum opiminsuoa Y ep Oman 


ejuatumojduos open anb sorjnSumjor septijoa] sepiforqns - 


: SE SEPO op op5j02 Y OPIU "StUDIL9A A SHIUOZHON SJA op apos 
iun op opor 10d Sojnfugia tuo BPIPIAID 9 A 9S M ague 
Got pum ul eppuos visa ody ossop y ogidor vpo, r9 opdag 
mi SOPIUIJOD otuoo sivi “y ay sogros op oj ozaugu un wa 
Tpipiaipans 12s apod anb ogia: eum pitjouop y “opruydeo ajso 


opo) wg ‘ap (9) D Jeng opezi[ri oe oSo[pue sossed onenb 


ep ossao01d um op om 10d yp LC OTT edap peou e sow 
-onuyog *x-ouc]d op y om Baz ewn epo) wa vistxo (4 'x) f anb 
qe SISARJICA Soup op f. ogBunj eun offe souarapisivç) 


(1:21) ogôjugoa 


"dap mam oped CU oam 


qob sud aan ¿1 do 


TLI gang 
*09ya8 o qos (viexo) easg e 2 1o[pa ofo ap (3) f T 
x 


epragap payuy v sotuajgo *(p ossea) q <- [a]] opuenb m"—! 
9p eo vp oj] O ajo OS G = x eV = Y op f op cos 
O qos Gëf ep rop e wed opus) euros vis "zz T Cana eu 
opensaji ody op sojnBupio! op Sta op euros sun 9 g osseg op 
wueurony op vtuos v opta [q *v] uro vaneSou-ogü 9 f os 


Toe e 
Ayo Qu) = ap (34 T 
4 


oxque (ay 101eu 0) opd vp etuzou v 9 VW 9g p ossuq 


AC 
woo "xy (fa) f € mueumatrg op vuos e JLULOZ C osea 


. Opedag 
ojpATougqns ou am Oxotpir um Joupoosa ^y pio wie z osseq 


. V . $ 
qatra >te > x > lr popuaquooso [q "dl reuoprima y osseg . ` 


"CO enar 


Jeng 


E 
D 


An 


(221 meest so eysi pLi ensi v): :sojunBos sossed oxenb so . ` ` 
as-opusande wprugop as opod ap GI J= Sotua1quioT 
“opueiBoju op OJURUOP ou piso euoxsgip 
qedioupd y "eSo pue exoueu gp epuap 9 je1dojur epep "suom 
namo saSoji a opiftodns op siosana 's221)0)41 51482701 


*snjdnp sou; sepeuua "sioAHA Ses12Atp op sagõuny op 
Ste1dojur eropisuoo W9QUE) sourapoq ToApiea eur op osSung 


eun op Ap (OI Tee Team e sounugop *g onde oN 
4 . 


SV'idfia SIVIDILNI pZ} 


A7 dp Gau contos mos emas gor 


:sotuaigo TEL opge "eg (an) f soxouigu sop seuros 
op our o Dm À Sotpop 'ozaz erd Lil xopuoy oe ont 
oigo op og5eunxorde viso owog "D op A aunoa op og3etuix 
-oidv eurn o (c Lp vang 194) sewsid op saura sassa sopoy 
ap utis Y FILL 0108) eu opensnir yy eam op emoa oseq 
ap rusud op otunjoá o 9 "yy Ca n) f omposd O Ag op emos 
oyusumeyorp ' o g ojuod oe Ae-ouejd op stoupistpe 9 Ca mf 
ogma yop q oumu og5 pued vum ap "y ouidel-qus vu ogodum . 
9 (0 "a Mg as y Ly vira ee 
opens opos o Iodo fap oongi8 o g 10d somsjoua( Y 
e epo; uto p = (« 'x) fo enumuoo 9/08 vidnp yer8ojur ep o uueut 
am op semos sep qm eorpuiood opSeyeadsoytg vum vH 


(g'z1) eutezoo1, 


e *9' LT enr EUZA os onioguoo nuroa wa viroquos-sojuod . - 
suuade owner ou wg o Lu seat se onb eous *euro1o0] 91101081 
op (ni) wo *snjsoduadis-opu opssasdxo Y "ureisixo sepeorpur 
speBoyu se anb vwd 'oprouromiotusAuco sepifutasos sebóuny o 
$o01301 se sepo) as-mogdng 'supitop steet wed c omydeo 
op sg wopuodsanoo anb sejdnp sera sep soptporidoid seus 
-ABE *exjsuourop WIS 'someuopv]o1 VUON GES ON 


“y 21908 apen 9 f ogia “yy ma Gun 9. fas 
art sopsSuvAE spur sojxoj tua 3S-BAOI "Y MAOS payo of 
anb sotuazip omo spa y sagos f op edap Ian e ag 


“y 01301 8 qos 
9 f ep omg op guia» Opens OPIJOS op otunjoA op aan 
09 y o1gos fop ejdap paamu e "y epo ua g= [CES 


aremt soft, 1pd;upmouop tyr eqs f£: 1 
021301 vum uro eprurgop SISAUEIEA SENP apogdu 


| (6:21) ogóugea 


“fap ejdap payor e anfas v oo uap 26 904 
p ien tea jupjep os-op 


a (6 
A amb Q Y 08 
anb je] starten S 


-puonbodoquomojuorofas |q] ouou woo donant ováyuod pum 
opuarjodso zo Geh onwnb q ap vuipxpud opi vue 2p- 
| ap oeópuzog . ` pos vpo; tos somapodonb omg (cii) odia v 


Lue Sit eann pL emia A yuo Ça *n) ap vijoose vpo; vnd : 


GV 


geg [la moo gp dogs oped un à [a] =d 
es “ob [ey Q« q um essixo '( < 3 Opor med tanb emt 


- 
| 
| 


ui 5 7g va 
=p Qa mit eg ÁO 


` ogS5euntye y ear emp um fos sy 
i ORIB eum WO eprtjop SIADHEA SEND op ogun einn fefos | (221) ogäumeg 


ES 


e 


"mun x 7 
, rob sojdupme simada 71 do D'A OjIOIPO TO 


A 


"gLT EMB eu opiques ody op ^7 no "y opor vam argos 
wpetan ejdap jerSojur eum amos E otuoo mun as-apog 


"amuaajo4 p Op an ` 


ap mapso v anb sowazig 'stenBi pudieras ogs (9 LT) wo sepe 
SieiSoqut senp se ogjuo *enuytoo 9 / as Tejuoproe 9 opu spend 
watas z 9 [ So[duxoxg sou septajr tem) se op OIE O 


SE “er uo] = 


" 
4 (st + korr) f- 
£ 


8 E 
£z 1- Tello 
ag J-o [oso] H 
v pany 9 23030 v Lag (LO osótugjaqt eoa 
. oyámios 
PS 
p xp Log + xz) f f eos 
D t 


3 OTI 


see Tos tarl- 
xp (¿16 +39) "> 
Foe 


ap exe xz -)- (er ae] f= 
+ 


Eje x | f- el 4p (x9 6c) Ni J 


“sb qun o qe3oyor e OS LO oSigoq vod 


oyámios 
t Pe 
LE + a) $ fama 
tr 


EE 


Sop dung sosa] 2] de) 


RTE plau 
vun aejnoeo oe *unssy "ToAgHeA ejonbe vxed GET 9p soju 
so vopi (£9) op opsonbre ang op peis ooumd O «erosed 
opuñoar vaud vp age e eoroadss (gt) wo (409 f 
opuesSou op ap q poworgp vajad e onb 30N 


opiati femen 


“aunõos ogõjuap ouuojuoo '$ojotjojó» so opuntuo 
speit sreidoyur se ved opdejo Y JEJAdAQE 9S-BLUMSO)) 


ls "peo op ul auy 
-(nsos ogssardxo e somviBoju Gap opâvitojty op soyun sojad 
x mynsqns spdy-“aueisuoa ooo Á opuriapisuoo “e v ovĝejos 
ma meturd oguapy; vum soulemajo oul ‘osto eeh 


Áp E GF 1| T 


sepesay paour aunas v 3esn tugquie) as-opod 
"q p ap epergagr 9 onb ‘x wo ogssordxa eutn sotuajqo “fensa 
Rame ep p 92 ogduidoju! op somur sopd Koptuimysqns aun 
-suoo otttoo 1 aputiopistoo “4 v op5bja4 tuo yepaed oysuxdogut 
wun sowenzoja oxourid ‘897342109 sojad opeoipur amooo 


20] 5 
ap [o Ké 1] H 
DEI 
:oxjeqe odp op ¿peo 
- ` D 
Të vom op oam 10d epejnajeo dos apod yp(4'x) 4[f 
ejdnp quifojuy v oub oprôueas O[no]po uio ISLO CL 


vint eu opensn ody op y vpeijooy Iejníucios oga erum tua 
vnupuoo/ ocSung euin —saj duis ost Uum 14109 sousa tuo) 


"equópuodoput joAgHeA 
vun seuade optoAjoAUo SEP BUIN vppo “searssoons SEI 
senp ap ojotu sod epejnojeo Jas apod vjdnp ¡2189741 e ‘oyurgonua 
“y no*y ogia eun 3 y eS (CLT) ogoiugoq vp aped v guau 
«emp yp (49) f "ff dnp (Sam eum op 10184 O JUDY [oAjs 
end auer q *soxeguatuoo SOSEI ap ORIKI WOD 


(941) og5iuged 


LL vant 


A7 du  soyjouy njqomoar wos op2jp pp 


A 


onb omend o souraiapteuo3 “O op SUMÍDA 0 A 9 A 93Q08 9 Y qos 

opups o D fop copa o s wefos (OS zT eni vu spensi 

"y ogsa e epo uo Q e (£ 3) f soweyuodng 'soAnegau-ogu 

So10q8A uoa sapSuny raed sono o? ‘opensa o joarsnejd euo; 

ajumõos mansa og5rsodxo y “(g' LT) piano, op orde nsuora 
. -op B Junuooua as-opod Opeduear ojno]po ap sojxa WE 


o 
£ .2 3 
elo es) 


o 
3p (x8 9) - Loge 0) / E 


d z D » 4 , Zei Bn 
e Teen [ om] 


e qen3t 9 pa e (ILLT) orum ea 
ovámios 


"sojueynsas sieut Sep SAIOA 
so someruos 9 vum epeo * (g'ZT) soweoyde “y no "yr sa 
-or-qns wa y SOMSIPIAIp 'sepearduroo speur sagiãos wed 


d a 
xp dp (Ay + X) J Jam 


o g otdnaxa 
ü "mum soi yaourt e 0102 01 
d ` pwnd sonmuypeqea 'sorejnSuvo1 sopor wd (9,1) ora 
Es ` vir o “ujssy "p e 2 op 4 v opóejas wo oU Hen ogssardxo 
" |. (8:21) sejdnp sqexBesuy e sonein Lé o (Oy 10d x amysqns sode ‘opua o x v 


ogSejos uto soureioyot osud *ogSpugap vp mg gen op 
x uuo OJUNIINSOL opssordxo p OPUS soumidoju "jensn eJIOUPU RU 
692 o (08 10d 4 covamirisqns opua a (e ogSejas uro pord 
or5es3opu1 mun sowenjajo onawd (777) oyorugad EN 


ep ojnajgo o vied eua/o9L, 


peo jasa 
vum op oponi 10d epepnojeo sas apod yp (€) /"[f tuo y noy 
Opto: vum 2 y ogia: v os onb ewige vuszos] ouod y 


= e| x wait | J- Peas PT. 0) 


EST -(-1 $02) - (£7 6502 -) = 


BEEN: (740 sepes 

TM ala] jas À 

Le ]- sfoca 4l ly TOP I Stafetd ep open — c 

t EM p ` 
Lued) fe 

: TE 

D H 

TEE Je x x q v 


H bi “ [ D us] Ze f. 4p | xp xsoo dg q] T | 
E d € E 


[4 


e quii) o pesao e "DÉI LT) osórugaq opd 


i. . . (Quex UL 
" "gäre ` (url C Gys- c 

7 "Ap xp x 809 € v opm i 
t 4p xp x soo dg f Jaen 


3 ` ` Sy ogon yong 
vOTdiNaXa 


ei D DA 
or sejdupn sado ¿q d y - 


Af d») mg DIIDIHODL) MOS OR) 995 


i ` A eet A Ave Fare re EE 


Die LU emaa o(a) DigiLtenaget o(e)- 
seuade opuszynn sepezojt SIe1307u1 ap 

souna wa yp (£x) f"fetdup rei Bag e osso1dxo y travesti 
enuguoo ogóuny vun 9/ ag '9 e (o gt — XgA = d'Ae d 
sagãunha sep soongriS sojod epejyunpop ogar e y ebe 


9 OidiNaxa 


Di e? 
u^ lhe Ma 3 = La ud 3 J = 
274) 
bei 1 xAp+ EH T a 


» Y 
riera Tt Jomar jf 
A 


: '(nY(g' LT) euroxo2], opg "x ogha mo 9 ` 
? "m enawpd e onb opuvorput eyonp rouo y npronbsa 
tion Ep optiojsa os TL t 30914 vp (OO oporudos O 


psp sn a Ger 


opusigo op emm o xv 
ot5tjos tuo sepep sagãenho sep ern apto SOSS o opio: 
wun otio y sotumicaus “(10(g',1) eurazoaL o 3earde wea (9) 


ES v jonfro erann vurnpn e anb sowaqus ‘g ojduroxg ojad 
DP ` Y 
ap ho (yr ai Sa ral 
x v 


"(ng L1) tuaroa, oreq “(sonados enagu v 1onojut 
volvo vp) 4 v operar wa p oppe exrorumd v onb pap 
viud Seguo Senp Sesso auo JEDIA ojuotudos vun Some y 

“TESIS que ze Aouodus e31uojg 9 A es d 109301 Paolo, 
wos ^y opio vun ou y sowwieoug “Y ogos eum om “y 
ogor mun T ? puo sioN'WonSoresqiwegpipemSWpy (e) 


. oyómos 
(Orr) ewar o (e) 


LT emeget o (q) 


` Y ` 
i oputonde yp (dp + x) JI [f ampo az zs 
= ap sosyya8 sopod epeypujjop Áx-ouejd op oga e y ehs 


ER cl 


meng 


"We 


ori vni 


et Ston eau? A dei 


“(8 LT) eat, op ogbeorde 
v uemsny sajungos sojduioxo SO "SEMSJUOJ sens 1eumulajop 
9 y 0ogi824 vp oñogso um Jozof ajuvjiodut  *ejdop peou 
eum Jejnojeo ved (g'/[) ewa o wode op samy 


“(1D eyed e exed opea Gët oussnosiq 
(811) etuo1oo], op (1) oped ep ojnojro op vjnuuog v souongo 
"rr LO ocsugoq ejod opep 9 wequej A eub em tu» optibAo] 


] (oz, a WI 
ap dp (4 MS MI Je ap (xv J= A 


anb (£19) ep os-anfas 


“O op voidg usieasuen opboos eun ap Pop v 9 ev ouo 


& (A x = (x 
p ( Dat (v 

3 ouejd 
op og5od usp {9y varg e anb sowaqes *9 ojngdeo oped 


6Lr vani 


IUE D 
pm K 


(9638 AFA 


Wäiss 


z 


(o 68 4 o (o 6) go. 


© = (QY8 = La (3)! d y op sexojuozy se ejdazajm oujd asg 


Lett nB 124) cuejd asau y op oñen 0 y vfos o 'gs xs v 
wos (9 “y CO tua x-oxro o vjdoo1ojut a 24-ouejd or ojojesed 9 


EL 


DOHUUV 2)42H(02£) NOD DRIVI 90b 


x, x | 
LED 
GA 
DW 8 £ H «Y E 


4 
no ^y "y a off v os ous tt 23993 


t as 


odp stop sop wnyuau 


D. a or 
ss00 = ZE wel gruas F= 


xp (xgX x 809) '[ B = 


» vs 2? ° ER 
ap Arem E [= = 
Pe >z xp E JI 


0.0 A 4 
xp dp x soo d = x soo A f| = Ap xp ¿2 Wé 
g AS yp son H (p ap ¿esoo € Jl 
mae Y omoo epejnajro 
os apod plaure (1D) eurex06 opad 'o8071 ES x s Q uroo 
ajuateanoadsas ox = Ka y = (10d sepep ogs Jopodns o 208334 
sextoyuoz sefno ^y option vum wgqure) 9 y mb ao i 


oon: . ` Y5450 
juoumaroadso1 g= x 9 dm Cep 001919 so DES vjroxip 


.9.Ppionbso sem se pyy enS ounojuop) “y open 


eum op ere os anb vorpur ‘Apap ‘epep ogSerSojur op wopo Y 


ovánios 
KEE 


a ES 
3 og5wgam op wapo e vasu "(p 3p ¿Y 50D en eped 
dr 


OI 


"AO SOEN 


PELI sans 


me Selm ut gi OUD 


] Kl? 
-09) viso gem Ojdmaxo ougxoid y 'opepriroeg woo epemopa ox 
sas opod anb ajuajeambo vjdnp qeafoguy eun v o5-vlouo "(pap 
ed apáp op ogie op mapio v opuayaaur‘eraepo g perni 
vydup pergojn] vun ejnopeo *goAjssodust oussov no opp poco 
-gulonxag TA SV. option ep o (C53) [opwuuoj?p spuodop 
(pap no xpáp ogsexdojur op wWopIo ep eijoosa E foyuaumeiop 
ei omamat op DÉI 104 no (3) 10d efas "Spe Jos wapog 
sejdnp ster SeJ190 0U100 GERD ost sojdiuaxe so 


D 


e aa... Jena 


*unssy “y opido bum g Af spod *epuioy (Sam 


+ uan suude aparos 9 “0863 MSN THON RISCH E gpsonbso 


vjojuor vp opuojso 95 EL LL vng vp tepuozprot ojuamáos O 


£ 


esso dis arr? ə x 


anon 

* op sono, wa sepup sogóenbo sup zum epeo X $ ogdejos 

ua 10410893 SOWOADp "tte LT) mom), O svonde wed (0) 
SIA, O, 8,0 

xp euer Jrs j f= 
EN E 


py 


y y 


wien [e mea - maul 


EE 
Drouet ogia (6:5 X0 9 =X QUO oped e wouap y 9$9 9 2 X 9 
Qe x ono vprpuso1duxoo y opigor ep oped e vjouop ss 


(rap Jogadas vrojuo 
e 0popur vrepiox ep wapuoso 98 ZT'AT vifi gu SIEOTHOA 
sojuauSossQ)'SD — XEM = apoapo popoyu enuo e 
*65x592s9' Qc 493p ogno gio: ep sonou, vouos Y 
19 5x5 0 as 'anbod 'stperay srexdoyr senp (nde 0417553971 
3 ogus (Og Lt vui102], O seuade ez sowjasmb og (8) 


“ET LTO ELLE Sg seu 
epeñoqsoriso yogiar y "ST tee äre sejoquaed sop Saio! 
-adns soprou Se ogs ST — XEM = SE Kop somas SO 


ovámios 


EPS 


CELT eine 


4p dei Gau ujdoutoaz) MOI «napa Dk 


dp ap! Kn £y 


9,8. 
dp 3 ES 
p xp m sos JI 


“ejdnp reidoqu; e 2pende 
vmd *v H woa uosdung op eidor v 9 Zc-T6 Soya 
-Joxg so used ojosop opoigur O ISN tps-cs SHINY 


d Am M pps 
WE i smuupeoado ved ç « H W03 ojzgden 
op vido v a opoigur aso asn "ap (y 3) f. “Fonprondo 
'sv1d51 sessa wed opyssosou (y)0 E opio mon 


veg dp (do “fe uosdung op estos v no ajzades op 
q 
22301 v oquo opurayde o ap (49) f£ NE (A oam 
r 


NO 

-pd opuozg dp ap (£ a)y T f seunsoide wed 
P d 

votagtanu ogSordojur v aesn os-apog :zg-T8 SAONA 


ze H 
ap Ap (¿4x) 802 vd J , H os 


NA 91A e 0) 
dp ap IM Je 


Bet ` dr fr - 
wer ffo Ka EE 


Lp sp uos MAL, 
$ 


"ewrexpnso1 ët e ojno 
optan 9p wuopio E UHAL 209-Sp SMIN 


do sp (C "fn 
Zu we 


x Bos, go 
ap dp (Cf 4 Jo 


4p ap (E ux) uos [ye ` 
D 


PR JI Sp 


EKEN] Jo 


Dep 
Kp xp (4*2) i 
papi gd) 


pego 
pp (cos S for 

gy o 

PE, po d 
ap dp (CC) f fe 

SOR 
‘epron Team 
v esed opSeiiayut ap opio: v 29005 tpp-6€ EA 
Aë e dat truos=4Á gp 
se[zÓRX o quátr 'xu=á ^ Lës/i te 
TZ akí KEEN 
Qegháéx KLORE EEN 


stage dá VEER NIK 


LIE par-d MELLE 


te (enee. (a) o (Dey (steet, 
(6) ma opesn ody op sepiioy sont sunp ap viuos 
owo pp (49) f "f [f assordxo “yy tro vigore enu 
-u09 opbung pun 9/05 “supep sagSenbo sep sauf 


. Sojod epeytenop y Orio: v 9900 "BCEE SNNT 


pedox-aá 
D = d op soogpa sojod pen oga e 
y 

typ e [f ze 


i259 
0=4x= Kop up sojad epmiurep onda v 


y 
typ dr soa uv ff 1€ 


*phtexeg=xap 


800 = [2 X 495 (op so3ppIS SO aquo orjia € 


Y 
typ (9 4 [f oz 


Ezp sujhypuswuSong LI dei 


(riza (10 (0 O) sampa op meiner ogrSoi e 


H 
typ «e b oc ` 


(12310 KEE 


Y 
typ C ff ez 
61340 
Hg- 2) (1-1) sostupa op 1jnSutjo: opido: e 
H 
twp Gz 9 4 ff ix 
“Ofta nos 


oit a 'epezog rafon; run owo 'vptorpur y ogor 
T aigos 'ejdnp quilo! v ossosdxg SZELET Saaz 


0=4 Lo län d 97 

LES *XAnÁ SZ 
LI zar, atm 
FELY gsxr o. wad Ez 
ge 07 p=Y ‘xpa d SE 
o=á ‘pax E LIS 


"(US mae) o ojuaros (0) o (Xg:L1) 
1112102, O ojuatyos (1) open ‘eposo eBayu; eum 


owoa yo (AS "ff assada '"vupniqiu enupuoo 
ogóun vum 9 (4 *x) fos "suprp sogõunba sep soonyi8 
bas vpenunpop y ou Bol v ssaqsi “ot "ET SIN 


7 ap Sp (e so 4 ~ TINI PL 
EL ja 
dp ap a pm 


4p sp (4 - sg) KR a 


ger ` 
mée: éi Cf fm 


soap dp &x Ul sr 
A , 

pp (64 ue) d Tu 
wë? 


dl 
xp 4p Loo — 070 S fer 

Toc 
"wpzxo] pegou Y NJL :07-£1 AH 


2-0) 11010 
-joxoxgr ott QIIOD HESE op SELLOS SE ojropeç Y 
DCK -soidonrojuy 11100 SIUJUOZHOY seyo1 30d o 7T 
201 'B ‘9 pz 'Qx-so1dao191U] 1902 SILOUIAA sejas 
Jod vpuinutioyop y op JoLioju; ogómed e q efg 
“(0 20 o» tp '8) (y v) (o 0) somga op eptozoden 
ojad vpmyutop oa e y a dx = (4 9) f unfes et 


I 
[4 
wi 
E 
L -e 
at 
Zu ap osma ou (2) 


Yy ap a03odns oanp ojueo ou (q) 


Du ap 1033231 optanbsa ojues ou (e) 


omodog fa M) yepeo vred tas? yy (Ta 9h) f£ «X 
uuemMoN op emos v ojnojpe enn 
eu opt y ap Iongu; ogópued eL Iz "pe y 
«2 vies vi- p=4 op opm ojad ə sop 
-BUSpIDO) soxyo SOJad Cep aquespenh oou 
-ud op ogilo1 e y 9 q+ Kg xp (4'3)ftuelos TT 


AR 


T 
È 


Zi e ch . 6 


ZI'dn) Pong VINORIODI) WOI OMV) ZZ 


ap (y - est = 


if » (03,0 b 
SKS 


(ern 
gwaa, ojad *ogito “LT LT emg eu “won v 9 Y 98 "VP 
Aff 10d yp y "ff ejdnp (Ban e opuejouap soureSoutor) sting 
SCDE op sogar supeiopistroo 198 mopod DS seo sy 


(8:21) sejdnp . 
SEUIOS op eu OLION SUINIOA 


"euispd op soseq sep jpnogerp sopu ep ojuoumidiuoo 


«o pija] anb ws “ondas ouo» ugoe o soressoxdxo $9294 10d 


“espa ap ojuod osa 202 593u9 ere ejdnp (om ep sagbeonde ` ` 
sezppensja ved ¡uu 298 eutnisoo opbejordroyur visa "s03trod al ` 
mapua setustid sop soseq se opuenb soy] unio) 'oduro) oursom 

or a 0181 zey spero paaur e 'optjuos opao mg "X-0XIO Op 
Op5os1p EU sopemos OBJUA ous seuputg sesso SUPOJ ap saumio" 

SO "ST LT emS euspesn eur ep otunjos O WSSE optiayqo 
Loes op ogbanp eu seusad sop SIUMYOA so souteuros ‘ONY 
xopuamojg nulos  outoo epejotdzojBr yos opod $rjdnp emos y 

"Ca 92) fume o fg Jo oseq op pop op viusiid wn op oumoa 

o 9 "xy "y (a n) f anb sowoa ot Lp vg e sou-opamagoyt 


D 
"xg Im (a my ZZ 


9p'Lp Sa STAY exusta 
(1) 


E oeil m f 
Hég la Z cum dp ul = ()y 


oguofqv] mo yisoragm3os ooo upiugop jerSonm DOERR 
v Somme oxi 'SENIOS p soy ep soma] tuo Tuque 98 


eya o 
-sessordxo apod ap Ap (40) f. J H = AË TEE y 
D d 


mu SID] DP SOMIRJOA op DUIOS 
vum ap amun} O 9 A 2umjoa O WISSY round ou "sy vindi 
ap gefuer oseq o zoned or ejjed 008] Woo #q vunugr 
emm op stinços o 9 "rg (y "et (7 nan v woo opIo oq 
Aere tg a, op [x Ue] opearsiurqns o, y OU onge 
oemm wn 9% Lg to] oam op oySpuud man 9 ,q onb wo 


E Lam D 
di edap tyg (e Tat ap (a = 
Ki ung HUN SOMIOJGO "EICH visot SAP SO opueJepisuoose(t wv X qw (Mv J A 
" DIAM Loch db old ATT anta *(cp9) sesiasuey sopánas lod am, pm eod 
xy [y (a m4 mu uy = Y 4 v “(seydlnp) senos op oyyy wn OLD) À op PLRUA9 viso 1ejoidaoqut 
= H wed opojgus wn stoppen 0525 vISSN| (6 L1 emily 104) 
VE opge op told] esroAsue oy50os wn ap vp v 9 (0) y anb ma 


lY skal » 
ny Cao Za ap aw SeA 
q 


“ajuamatranhasuo) EC] Sea 


| 
| 


£ 
ch 
“eg (a Aaf E ° A Quy 


“a *o] uta n epea ved *oSo7] 74 m 


[CE " 
ap ap (CC) = Xp (x = 
ap p EA ad d ap ev f A 


10d opep 9 £x-out¡d op"; ovra: mun argos o 
"(65)J s zap og o qos oprpuasiduo» opr]os op A AUUNTOA o 
dejua “enuyuos 9 a5 9 0 = (K*x) fos onb souna CO 08598 EN 


eg 


; ed op [57 "q OJBAIOJIQNS pu f OU OLIBNIQIE oistupu 
* wn al (38 (81 Copasa op ogápsed eun 9 ,d amb wo 
i Op ogar ?, 


ANATOA 3 V3BV 221 


LUBY Datum vsu) und ONPI FEP 


Git Ski susana pde) 


"(0 GT LI einig eu quotas 1 
ojn8ugio1 op valp v vp sott ojsj 3opredns viroyuogj v gre Jorojut 
egau vp apÁp gai op sojuours]o sop gwos e ejuasaidos 


Qu-t dro a 
ap | áp f | më f 
[7 ET: (45-7 $ 


Tero1od opea e ‘Z zaop eu ouoo [e], 


wi-8s24 o rie onm 

EP SEJI9)UOJJ SE SOWIE|NJOS 9 X op SOLO) Dio t ogdejas tuo sep 
-enba se souautesag (DGT LY BIBI om0guoo app voty ap 

x 05Idy ojnSugior um o ogiõos e sowiSoqso *t zujoxp e opuinfos 


oyámios 


KEE x9 = Agap 
pd agoen Grond op oria: ep y Bom e ou 


1 Oiditaxa 

*[OAPLVA mun ap 

sopop 10d sopjajosa: 195 utopod ogu onb seutojgosd wo vpe 
-oxdito YIOS ema BUSOT visg "sojdnp suus op Sauer uoa 
Jepy wa vopgad sunbpe 9 vjdap ¡e4803u eum souezgnn emd 
OPRZE V yg 08528 vp sopoigut sojed ST"; p Landia ep ou das ep. 
pop 130300 *ojuourgeimieu “sotuapog "xe og5ejo1 tuo epunBos v 9 
¿e opejos uro 9 Grën (Boom varouind e “y ogor eum v (1111) 
Saa se souneonde op “onb iwiquio] quepodius q : . *seuios op au op - Duo v Xezpourour 
` ` 7 D vied Gm opman gumas o Jefoiduo sourepod “((g'9) 
Sozigo1Q 194) JoARIIVA eum op sapSunj Gud otuoo JU, 


(13:24) ejdnp pesay eun 
ap ojew 10d “y ogjDo1 euin ep 
BOI E yoe eed sezpnoutq 


DNA : 
xa » DI » . (01:21) sejdnp o 
F f ni j B seus ap ejui] ouioo Bary 1i 
HSH i i yis : o 
i 4 H 9 B "opensa oyupuSos o sowa T = (4 4) foo (641) ta 
H H Wo OO) 18} *apuowueogioodsg "euinjoA 9p 0S OU anb Licinii ` 
7 musan Ep SEJÁNp seuros op ojrtur] tun OLHOS zpeioprsuoo 10s opod . i 5 
gga teasg eum segon eed epoxy je1dojur eum vzi]nn os og ` 


"y op vong v per 9 omar o 2 ^r 9p sietu o spew 

191002 So]nugio sossa oraz used apua; Lil euwzou z opueng 
*W ap d 100911 ogbried eum ure sojndngjo ap seosg op emos 
NW gun 9 (CLT) ogdtugoq ep uuvtueny op vuos v opus *r v epo 
DI a mais Les 'siod d 'wdnp exout op opôjuigop ejod ojuapias 
` ' vague) 9 0351 opn “y ege eun 9 y as ajea vB opus eug 

D D ; "rop y tap gen3 9 TO em. o nro» opzooe op ‘anb o 


¿tb sodon simaa £p de 


+ LI de pour PLUDINODO MODOS QZF 


D 
boit T 6l. oA fs 
+E E: «| on f 


¿ll J- EI ME ef, y 


. ¿q = 48 9 =4op sie) 
ELO sojnSugyo1 sossap SELOS op DJ UNI um FLO] e aranha 


D . 
anb or f operado o somorde y zioip Y 1109 Op1098 OO 
H 


RO 
opSupi op varp E Pp SOU 075] BJONp 9irajuouj v rd ep 


«sonbsa nono vp Ápxp voip op SOJUSUAJO op emos veuosedos — 


x d 
el, J-e I 


Wi 
qered ogeu 
v (CULT) 9p z ZBIOMO en ouoo RI, pxp ey op omugo 
wmn wos oyroreyunf ‘ogas ep oSoqso um 3 (DTC'ZT vni y 
ovômios 
KÉ KEE 
5091339 sójad epenimap Ax-ouejd op oprBar vp y voip v oov. 
€ O'ldiiaxd 


^? ogdepa tua vpunSas v o ve GEET wo y CECR Gan eumd 
e “y ogiBar eum v (z ULT) sozpionq se xeorde oe 'onb 30N 


(grz) eidnp faut eum 
ap ojew od fy ogas eum op 
221p e 1euoe eind soz ona 


ipsc Y ap SIBOIIDA SO| 
Y E GR et 


() 


e 
-OBUEJO! sossop senos op mpuy tmn sento] e ojeAmbo onbo* Í 


OTAI Eë -Jopesodo o sowesyde "€ zjnop e opuvaim Lount 
D 
- 
"Ly ande 
— 2 ETLI enik 
(y= Ls 
y x 
rrr nIeyl D 
it 0 
Im t) 


git sopin simadomy gI do? 


LE dr vonnouy DOWOD MOD Ojo) LP 


NV a er i re ra E 


AAA EE EE IT 


Ga zi on rx 
Supp sopod a sopeuapiooo souejd spy sojod oprjuntap 
9 9 auejoo orouid ou piso anb opios op A aumjoa O apoy 


LACH ERE] 


opn 
War da Sf=a 
cog € 


RIO] € ORUS euo epe1aj Team v fx v 
zo1 uo Om opue3au A eyot wigqui sourapoq 


sf is € e 
d + d+ ES = 
z " H 
x Gp EMOL ol e erg) f» 
H [» 
£x wi ex] f= 
Joie alt 


1 
q 

m| passa "lr, 
a-t dt 


D 
-È 


v 


"Uliss ^T xv: a ap sorum Sour 
D 

ROA SƏSSIP-SVHOS IP OJUH WIN SOVIB, ‘F ojst * f sopexado o 
i 


sowroyde “ajustar, Som ov vjajewd 9 226 vfno eunt 
vum op aunoa o vp o Coxa op sjajpavd opda.tip vu xp dp (1 + 
vá + S) Stuspd op Salon op truos v vjtosoxdor ejnutigg eisa 


Crit vang 


Az 


ev 
Di. 


` a A 
otr . Terena Y 


` . . :(oxt x as-opuojueur) 
& 2 oeo um (tued opt ojunfos g ajrapuodsanoo 
ojngugjas wn a de-otejd op y opidou v vrsour DIS Lt HAIJ 
Y (ec Lpemdyr eu opensng vuuspid op oum[oa o juosaidos 


xpép(r t. n gn) 


opua pdp 10d yp opuejuasaidog LIT LO 
sazaq se opuezgnn ejypnopuo o (6T) wo ouo “sejdnp 
sesos ap apuy tun ooo Wong vjso wordo, sowapod 


t y 
wartraffos 
4,44 (K 9) fio EH 


ageg= dua vê Sopetop1ooo soxto sopod Cpe 
mue dx-quejd op y sujnfuvi ogi8o: ep maoe a oprojoquied 
op oxtequ vis» opos o US LT vinig e wos opioot aq 


ovâmios 

KALERA 
ouejd ojpodo p + ¿(+ 0 =zopipjoquied ojad 'sopeuapioos souejd 
sojod opuyuop aepo OS op opos op À aunoa o eov 
COU 


(6 LD) ap oan 
108 soumjoA IR|NOJED SOWEA sojduroxa SOtufxgud sjop SON 


Opl 0.0 
app JI: xp uU Y 


Orto sora, (q *1) 10d rola vio eum op out od soped 
senp uro 3] JpIAIp OLIYSSIDIM eos osto rn tuo “ojeras DOE LU 
vulolO3] O Opuvode voip Y meyor Wequiv eJ-9s-19pog 


Tgp sepkinpuesmaSom] LI de 


£p d» 


DOWN Y VIDUIO2D WOS OUR 08h 


£4 "ii o pudor A 
(Gere 
. pex o Ter KT ER H 
Met ask "wuss ` » P £ 
Zei fer -= =i $ 
g-=draz upÓÁÁ-XL ? T 
` KH 
no ewn opurzira top vns oup? o sogSenbo sup soa 
«13838 sojod EIER 021802 2 DOGS SETAS SMA 


bedäit KT 
Zi quado 'q=x-é 


d € «Y Y 


op vp raap e yor med 
-epeo odp Fiat vun Gage? "rt SONY 


TEE 


. "epexidurop speur ojnur 
9 upSciSopur op wopo viso "epAepoj iA v OgSejor wa oxoud 
opp Engt ejdnp quaSojur e 3ejojeo SEI SORTIE 


zep Sitt span gI de) 


enee 


si Je el, 
fp (4-6) J = 
ij 
e. Nat 
më y Tea 
P P AESA agh e 


SoLo] Ra (om eum opuszynA 
£e (ege Kop f-oxr op opSoxp eu sorwwej SAUNOA 59159 
oo soumubg zz ou ov eprezed 9 0987 efo Pulg] vum 
op 9tUnJOA O yp sou vuos vst Togo vitoiumd ta v aap 
-uodsai10a éent ou vxyéj Grp erjsout Dez 11 undi Y) 
uem AT XT Qe Xap oxi op OgSanp eu sowewos Ojjatt 
(EZ zt enfia eu opt odp op seet d ap aunoa ap sepinp. 

^gpttOs op tut wn OOO yegay v ersten SOWAPOg 


An 


t 


D 


IE 


D 
well -A 


"(y L1) onst voa DET Lp einig eu 
epIGNa y GEO ep Du O „£ — GA = ZOP COS rd 


“openys gis» opios O "uxissy 'opmayo ap openh mn uro de-ouejd 


o opusjdooisur og oam ou oped e wos "Zon Op 
Suop ot oxia o c OR 419) 6 =¿4 + xorpun O "(ect entia 
en ga as otu10]t00 ‘r-oue op ture juro onawyd ou aped 
E WO) tem O 21005 0X13 9 C OJEJ UO] 6 = ,Z + domme O 


ovámios 


EU vanta. 


x 
A 


0 


7 du vapynuy PHUN MOI OPPS TSF 


KKK 


ogiuo ‘oppi opel o fos 
anb pe) "y wo Cp 9.7) ouod un opryjoasg "sop jeuoe1p xojeur 
ep ojustugiduros o 9 ogSpaed ep [I [| ewou Yy ap q opaa 
apod ogSpaed etn epemeyo 9 y op oxuwop ojiamejajdwos 
ogsa anb "yr e Ey Ty soxeyuouro]o sosejod sapiat ap opSopoo e 
opua (PSZ £1 exar otnoguoo soja so1p|no3po S0318 óp ojotu 
10d vpipiatpqns 9 y ag ^d s p s 0 end (gs (go senupuos 
sapbumg ogs “8 05 onb mo (98 c 42 (92 = sood saçãenho 
sens op Sou sopod o “ejod oxto o wos d à 0 soapisod 
sou tuozvy anb sopes stop 10d vpeyumop (1) ce vinSpr 

u opexjsny ody op 37 ogia v souroopisuoa 'upmBos wa 


OV 49 yy 


‘aguo Lar + T) Eorpotu orea o saod opuejouaqt 


ev U- Su + CNE = oy (u = EE 
mposa 309 (RUE apod TND] visa 
DEER) 


9 opio: vp y y pap e opua dr au 
OS 3 SOJEI SO ouo oimnëug op song) wa epipau v 9 
QV 98 uopo vp sopeueur som: stop 10d o "00 eu soguos 
1u09 “4 9 Le soje op so]noxy op soou zod eprqttttop PELI 
enfia ep appina aojod opiBos v. ono. souarapisuory 
'Sompod sagãenba op scopis xod eperunop y ogar vum 
egos vjdnp (Gut vui aupnojeo ouio3 SOA OLÓ0S WISIN 


e 


"vivas V9 KCL vindi 


SVO SVAVNICHOOO NA SVIANO SIVHOSANI £L 


Zei 0=2 qua o ed dz BL 
p=z ud ops SORT LU 
0=2 “pur st "sd 97 
0=2 ad Quer '"ysirt44XL ST 


0=z si p=xq=d+r — W-yer yz 
De? Quáague GARA er 


KIT 
nes ator a soD5énbo sep ao sojad opzinunep 
uno ompuid OU opi[os-o 220058 "ET Aen 


EDONON 
DUTO «o0 5e ow 92 TE 


*sopep $2211194 op ouoSjtod ood epeyunrop Der owed 
op omo ep eur a oróenba vp 0957243 op oxreqe 
opemys opos op oumn[oA O a SEZIZ Sg 


H 2 fe ` 
ap Ap Co x SA ES: 
D 


^g 000950 0  vaozosag ‘Avowed op y ogas 
Can o1qo5o 9 ojoriadns prum qos opips run ap atunos 
9 emasaidan Foie vjdnp (e Gout Y :07-L1 ST 


K+ po (CJ 9E 
106) 502] tuas = (€9)/ ee 
us tay ea ud 
E etn Eelt atay wod 


` IPS 
KR? de Kb Z & 
Tor 


opinzann 'epepfossurg eered xp dp (£53) f ir. A 
vii 
aunoa o ounxoidy (eri) PA 3PE-2E '5210X3 


0=2 pad-a-z "um LEE ` 


0=7 =drr Ca-pad KEE SCH 


*sogSenba sep sooggis sojad 
opziBui[op ODIOS OP IWANA O NOY ETE SHOXA 


0=7" QeK =x git ge 
0=2 ixsdpt Lë ELIT 


PI? Sopa saso] A7 dan 


sI 
PERETE PEL 
ap p CO 2 ed Sa 
é 
EL TJ Di y 
El 


"opi]ós op atinjoA O ARMOR 
ST end e. jeifojur ewn oSopaquisq :9T-£T Sue 


ZI deg wopgsuy HRS woo omp) pay 


gc ef 9i Ly eant 
o 
~ omg ed On 


Cuz > g> zhig nou» g> chr os opntfop p opu o? SORON O » = 4 OOJO oe Aaen y opio ep BOI P ouo 


` aanb ojoN) "2/18 Q 9p Je18A q opuazey ët O op SOLIQUEA 
'eyrepenb orrotunad ou y op 97 uos ¿0 = ql U10400 V (0=4) 
mofo vp os-opurwmos vpriqo soxjuaure[o sorejod saoiSo1-op 
equno vum 110) om eyeospuuso] e esni SC LT emt e 


` LOJ3dWSXS ` 

(LI'ET) euroroa], op eju] E 

sowojgo * = ogSejar uro qerored opbeidorur v mmoga sode *stod 

“gy ode oii soma onb op game) 937009p 015] "Y GP Poly Y 
Tent o (eT (Uu mat v opina “y epon p= TES 


aguas po 


ovônios 


. "Q «9 Pz uos Y yt o . 
orenptet ep Get tmn xod epejrurop y 021301 vp vorp v ON Q e~ alj opuerb senos sessap ag 


o sjouop pesay eow y dr D op wea y opuozez oidor 


zonanaxa ` . v somouava tenpyemos npunSos e med 73 op oogpii o gue EE 
0013943 opge Lp enfia eu apparso PUNO ap nuno] wo Obrdoiep 
- oduo¡ ov soureuros a oxrf g sorajimia onunda senn semosap 
é " t .E |] exar wn (741) geen eent v 3exopisuoa somapod 
Sieb he Uu 
T H? 


"gy Sag Le pens y yy onbiod ois 23 
(a sA fop ompad o» (ET'L1) 9p Wop v opuexioyut o anb ION 


A 


9/1 Sat 
ep (oz soot - p far=o(1- t 2 Los 
V tA 


to e. 

CONO Je . 
WE " . Ze o ` 

Y : VERTI 


E v» Mff» ^v uy pois oum 


6% $091 


i 


op (2 - 9,095 v) ML Sd etl 


. | ` 
Lê DLE E . ` | 2 
T ors due jV 


(61:41) omorgo ep eurei09], 


"ojos o 105010 as-opod GER 
tg o 4 somod sjaguvA sep enupuoo ogdung vum 9 das 


i* "ISS y "pat vp JOJEA O souvondup 
m 9 7/1 E 9/1 ap met Q SOTUOZEJ 'OSUO SIN mit ov ogõejal el 1 0808) 
y s 4 cipum 
LA 159 y ap Ess v mezin somtopod ‘omoppa O eondu wed pem 2 o 
Y t ^ ei 
j . QUNM | E 
e op p = wi =Y 
| NOME 
f "o (gu) fo (ELT) wure102], ood | " 
té Lous i 
O piso SPUO “EQ op ki ic 
vay) -ghtc v OD op epea g opuszej ogios e opua SOUIGHRA, H S 
"p VOS DZ = 4 JOM]XO WOJOjUOIJ E D = 4 201 KIT ER ie 
os-opueuros sepriqo soxejuomojo soxejod sopiSo1 ap eordn equno i o 
H emm woo ojuewejunf ‘ogar ep o5oqgo wn 9 (17 PB Y HTTP i 
1 
E oyômos | a» 0 
i zsp sejdupnasmuSom] LI de d E ZE dO) wap DIIPIODL) MO GA) HIF 
} in 
j cem e cerit cli 


rena rr aa ATA 


KE 


KETTEN 
"ag op euro] mo sogiõas sẹ urapuodson05 onb sowa opuetu 
-05 y sowana fepmas wg "(roe Lr emaëid vp vzuro ogar 
ejad opensny 1v[noo 0019 um op oBuo] de sotusuros à OXY 
4 sotavent oam 4 *sejdnp SELOS op SOU ap SOULS) uo ep 
-tj01d 10701 108 apod (CT 10 eura102] OU vpejag jeroyur y 


"1 (81:21) omogo ep eet. 


amb sowa “6Z'LT INDIA v sou-opuragay saod 
sepruapiooo ved soyung so somessed *epjndos wg “ppp e 
Jod xp4p 9 4 30d ¿A+ x opuerdajur ou soumninsqns oqoumq 
"6c Ly vina omoquos (opnoxommos uim) ,x — op. ss do (roxo 
0) 0= 4 ap soopga8 sojad vpeyrumop 9 opsexdojur ap opor y 


oyámios 


App t 
x 


aejnapeo exed soxejod supeuepaooo szmn 


n— FOI 


o 


das 
SL 


Wie? 


WK? 


a 


“VINDIOA OLIXQAd OU epep 9 o]nojpo ep [aug E a ajsixo 
(ET LT) uro omui o opua ‘y uto enuguoo p/as a 2 2 op og5ttmy f 
os 19 sus» ed (Ay = (4) 'yy senunuoo sogóuny ogs Dua Hj anb 
E 149 “o sajad sogdunbo senp op sooyylé sojad o q o » som op 

HB SOININ stop ap soo3e SMI vpejttustap 9 yy OST NSAN (0g LT 
vinfig vu opeasnyy ody op Oo eum 9 yy os sejdnp smidojur 
pied sepesn aos tuspod moquue; sormjod sepruopiooo sy 


E 
d 


OP APA q TY KA "mu d 


"oseo o erisnjt ojuinãos ojduroxo KEE 
vuoz vp ssg5enbo tuj SALMANI S0918 0 9 yl = d + x onbxod 
“sojdtms siew opnojyo tun e znpuoo ei wa samjod sepeusp 
-1009 op ogônpoxur e ogito “apo eu sonu? 1102 sazejnozta 
SOMU oAjoAue y Oiar e os no tt OBssasdxa v wigjuoo 
vp (€f. Ki vjdnp peaa eun ap (4 9) fopumdojuro og 


n] 


"op 4p 4 od Apxp = Yp 9 ER SEBAN op sojuajuanoo 
See xod opjmpsqns 105 aAop "I mdnp peBajurap eurs Q'oxidn 
Opuridoyur wn op eunoj v vorpur ejtgn?os egy Y p gp 
4 nO gp 4p 4 10d opyugnsqus 9 &pxp no xpáp open (Gamm vu 
*epinos urg 'g tros 4 9 Q 802 4 30d opucifojt ou do x Stat 
se sounnisqus orem *somjod sepeüepzooo tua vjdnp jus 
~op; eum wa spemuogsuer Jos apod sorejniugjot sepeuapiDoo 
tio epesoy ejdnp peau; vrun 'sepenbopz sepóipuoo qos 


aler Qo soJpi- = 
Eta E a 
ep gc ves a SËTZ ele) Te 


ma D UEM É 
ep p amu 7r 


«ET L1) emang ood 


68b sojdupuismuSong Zr Ze 


6711 URBI 


A | ti SIBABHBA 
+ ep eduepriu op ejnuuos 


Ap d vopjpuy omauoao 140) OMIY gor 


. "seuropqo1d soja) 
tus Soitjod sepeuopioco ep osn op wafejuea ep tun sonbpenh 
Lompen VR OJUAOLAS 195 JAIP (Eat puro EP One O - 


ES 
ap dp Gi- xv) MIS mit ef voa 
ES d: 


zonas ejdnp eSom v znpuoo “soxepnBucjor, 
sepruopuvoo op Souza) uro ojsod 'ruo[qoid ousa Q 


Set anti 


DA 


tm 


me lolas Sreo lute] fe 
wpa- f [t 
T Ze 


sg 
wa» fra 


16% sejdpnasioaSora] ¿y d 


LD emuo ejed epep stonguea 
op vSuepnim e o A+, = cl opuozeg OPHOS OP SLINIDA O 19740 
somapod ‘wowor rejod ogar vien e apuodsanoo (ze LT 
emg eu wusud op oseq Y “gorjuouoyo soxejod sagifoi op 
equno eum pasaros maquiv unb uu (ize Lr vmaprounoguos 
‘z = 4 sejod ogóenbo op ojnoyo op ouenh um 200 a sopeu 
-ap1009 50X13 stad vpeyungop 9 Aeonijd op y opor v 


~p 30d opegnsar 
oxvor]dnnur a 0p510d eisap Stumjos o eyot vjseq “eras 104 
eg oxeurd ou opios op ogórod e emsny (DZE Lt eBay 


ovônios 


. “Axquedoa £7 det Ae? 
eprojoqeied opd opesitulep opos op.A oetumjoa O ayy 


GOIN 


*ojdwoxo ounxoad ou ooo *sorejod sepeuopiooo | 
opueziiin ejdnp jesfojui Ge EMILI RUAD 9 SZIA SY 


Y 
wey, 


10d opep o «e-oujd ou y gros mun op 
viuo o (3) =z ap 091938 op oxieqe opman Opos op 
Aswaja o 'Q (£2) Jos 'ojtopooend ogãos eu ooo VT, 


Bat H 
p se: JI: wjf-v 


EEICIOEE 
(ST'LI) emaat, o sowenbydy -sazejuotiaço soepod sogidos 
"ep poue um woo ajuomejunf y 081391 e enso TE” LT rmn v 


ovánios 


tegrf=gopT=04 
jendso ep aped ed a 5 5 49 q - d 9p soongelg sopad 
ipod oxa ojod sepeyrungop so01301 sep 20020 ep pp E ouv 


POOR? 


TELL ent 


SEENEN 


` u^ 
LEAP ga? Í + 
«eomspejso ep ode? op auenodw “ope; 
«qasar ojumBas o oaod Te) oped e opurzyun (9) 
omamemmgg ` 
-098 OPRAS ajso ajosdzoju] UA = ap uN 
e E = AP pé d 
anb enson wed TE OI019Xg O 2 olt] 2359 as) 
c» NEA ` I - 


LN 


ag 'sopeSugAt Srbui sopogta 10d “raoid as-apod (E) ve 


seudgadern ejdnp pau v aopo 


` z E ogen com om 
Up ga [f wipes [ f 
opuntgaq yp ss dux 
ajnoj ojod Gpemuitap ogr3os "y vfog Tg 
‘ç= zoud ojd 
94 7 = 6s z oprojoquiad ojad speguigopy O o£ 
y zf P d DUU 089 9] ¿24 44 ux 
wajsa y sopop optäan sore v p Der 
` "0? oued o 9 dE = A+ opa 
RG EE opipjoquied opad epurtumop 2 O 8c 


dra 


euro 0 2 C Ye 29100 opod Kees DEA 


pe. Komm 
oad 9] ez + Ap ctp aprosóio op opp 9 O 97 
i 162 + 4 ospa OE opaa 
5 Mida Z + Ata wéien Y soyo opiso v 9 O Sz 


"D op eran v wa onb ops op oumjoA o 
E SIV fO supettop1o00 DP orat JO] 107-67 SMON 


do xp a É u pu fr 


id xp G4 + ¿9 509 esl MES 


uc M lu 


DÉEN 
Ap d 
P 4p er nd EI Je 
KEE 


EYP aC ga i BI 


tn 
“(0 ‘eX (00) ssapsça op EEGEN 


. D 
typ dt ah fue Ly 

Mp C A opao opd pepun y 
typ « t3 r 951 


EELEE fi 
+OP Egit 200 ipsi aejnue ogas e En 


wÉ AE 
WORDS ¿Y TA d opnogronuos ojad npea y 


x 
W eR o 


"br 8 dr OO opd vpuptug y 


D 
yp vi + oi ffe 


“eaa v ejnojeo 
'soJujod sepuiapiooo op OU 204 :pp-gT "SIXA 


Quas+TalPIONOIXO OQ "oS £g ALINE TE : 


87 509 6 = gi ap 050 ui D 

guasz +g = dod epeirumed or 

FERE sopona 989 $007 —T=4B JONU] 6 
Ob s097=49p 03 un 8 

Opus p=.49p Ode mn f 


"epeojpur eno] vp ogiõos up rosg 
p moe bred vjdnp mom vum oa T-L eum 


gor sojydupne sino LI du 


fia. 


gos y" 


ER 


Games) pszt =a 


arso payi PETER 
H 
s 
Uu «uA 
Buss-gaa 1 
*pazssod anb o1dtuas epus v opugz 
mm ‘sasejod supeuepiooo tua epesoy ejdap (oan ^ 
v vun owo oan ep volg € ossaldxg 0-7 "59oxj] 


£L SOIOIOUSXa 


Apu) VINI DIPINORO MOD OU) TGF 


` ` onb os-anfag auau 
-eampadsor CA Aff o (4 "x os souvqd sossau q o t 10d sep 
-eumropop sejo1sep sorejniue sojuoroggnoo so dot ot eueoa1, 
ojog “oprermeaposdsos "x = x 5% = £ souegd sou E op soSun 
soe sojuoZuey dÉ dch Jo 2) g yepp ood uoo q o 8 Sa10]9A , 
so soutatapisuos € 11 BINBI vp Lg op vpejos OSSIA E 1109 
opz0o9 aq mg ep om sreur "rop opueo o outoo (p %4 
Ah) somegjooso y used Gang ap enano] eum Jeqoe red 


M H 
. a a] 
vom ap epeptun ¿1 — La n= ie 
Poppin A IE lk 
Lj D 
& Guto o0 f Tolet «on fe 
H H 


, 
Seet 00 ES wd rai v 


sowo (LT LT) opueonde 
Da (E tx) f opuozed “SELT vini eme ^p = d a 
Dat x= [ap SOU sojad epeywy 9 de-ouejd ou yr ogay 


(0141) ogbrugea 


"og5nigop umos 


oyómos- 

"y op eut pisa nb ¿d+ YE op 

+" 00179: op ogótod ep ajogrodas ep som v apoy (01 Dolar 
0) (o ‘o 0) sooni9^ op Ax-ouejd ou senu OU v ap etes 

LO Tdltaxa 

"ruo Qs (C9) f os vigquim epnga 9 (LT LT) vinnm] v 


y eat sou onb o ‘g vaed opus lal onb vprpaur g eroon aap 


og5eunoxde eisg € op Y ej vp og5eurxoide etum 9 "UN K4 
o sy op ogõewxoide vun 9 try oguo “euonbad 9 ovóyred 
ep al emou e as “eu ered oytiowneopoA Ty. as-opuejoford 
sepuqo' “ojuomuagoodsos 'g uto 9 ouau ouejd ou sagiõor 
sep suor se "gy a Try wefos o "(eg Li ngg 194) giga 
-uoue Gud o epinãos wo SOtIOI9pISUO]) "S Uto ojuapuodsonos 
omod o (C4 dai f 9 9g be o *y wo (0 KE 


oyod mn sotueyjoosa ^y vpea veg Ti ojnSugros op sepstotutp Se 
149 o xy mefos o "d op ropou ovópued ewn fa =a rhs 


É | (2124) epes 


Gun ap case eed EIB 


«y semojeo exod tr eum 10190 a $ ap V TOR? 
amtgop souoronp dr mid ou ojopored ge puou 10]9A wua 
ely ogu anb somourpe “eoyyduns vaeg CELL vind vu 
opesjenjr euroguob “ya ¿x-oue¡d ou oSoford vino fop 004318 op 
orásod e p sod somojouaq “y ta senujiuos sexonmd syed 
seprapop equo) f onb a Ax-ouejd ou y Oto vum epo tue O = 
(4 6) onb sowequodas "siea98 sieut sotojpadas ap suay eyo 


sondas O SOLI2J9]QO 
*vjdnp quo op oyórgop e souuwyde o (rv sop setos 
op amuy o sounuro] OT T) uro ouo tog py = MS ey apuo 


Msg pe OC) a AOC p= le "27 


*ojuourojuenbasuor) ewed opojpta tun 21088 sowerepnisq -og5nqoao: op ajoyiedas 
4 7 vum op eor v ved sejnuuoj sousa aqui 5'9 02508 EN 
x aide ay + Plg ISI Iff- pg y Oege FELL mu = D 
d sous apjesdns vin 30 vay vot 
i EE x 
dÉ n 
i My DC df O LL s 
“ Avg A IO nip ts a ff ex 
A f i coxa 00 (71A X sons 133 
` 5 ojnoijojuios' ojod SPRn Dal opa E 'sadwys [2139701 
1 ouo ja x e 2 ¡moot pod eptinuf[op opi 2” 


. ep ogbevirkorde wan 30190 vtd y eiu woo vosduns 
o e10d opugop owesBojajered op ry voy e pr og5oS jed 


aide QC] e Die eq 


y CX av =8 


y ap baños w aen (0) "4 joAgHvA gun seuode opusa 
typ ZA ¿Ap as DI P onto sopduns qea wun uro wpep vjdnp pegau 

£ e mengen vwd somjod swpeuoproop azun (P) 

"sopeuspi002 SONIA SO 9 p = cl + Y OI sodus eren vum 109 e-opurttiojsuen ejdnp quis 

opod epenegsp ajuespenb OU Sud ou onata y -oyu emm Ile SOwIDPOd $0294 SV EE "SANZ 


i . cor sopinpmtspasSomg ¿Pp Odo) Zi dw) men gung wo» pop) FOF 


A A cm ca 


zu easy 10d 22309 op opepisuop v 9 9 3 EXPAN 
oigpradns epea e 9 y enb ua “yg = 2 Jod 
epep e epuoti (squioqroo tua) 2 [2101 eBieo y *ostuq 
mp oe CH 0/0130 Urn IOD 20119353 VNL 
gdes eum mo ojssuoo ropuiaS op ajara “seupojuao 
sopuei o teen Opep ep SHOA op saoui 


-pu 3tznpoxd opod DEE ep ueg ep 10pe122 wn pr 


Cerayetu op onSisod 
-todas no sepad o19pisuoasocq) Epua  1ijsuoo 
td opgssasau epaye op sopuipenb sonati ap 
Gamm o DIXO De DEE =zop 
093244 Op em t9 019] 2 LII ç op ojenaoo tejnoso 
op O 19] 9A9p vindo op vuuog wa epua; eurn er 


qeu 
opm dos? conogradiy 
apijogried op “ojimjoo oyowpd ou ‘ied v 9 $ zt 


“Av = A + peospugo 
¿A+ tags ep aped es 11 


Ves x 


opuso Ou sonour Y + A= z oued op ago 2 $ Q1 


“1 =z0ueJd, 
eod gppuen c4 + 2 z 9prejannaed op apedros 6 


"g oiyiodns ep eag v ojo y :C]-6^8919X3] 
Je tt enira 04) 


62, C 4 oru ov 201010 G=,2+ d opino 
op *ajumoo onounid ou “apud vp vary Y at g 


mue aped ep got e ouo V 'soAnsod 
ogs y 9 2 q to anb uto y = d+ x opu ojad 
T= (0/0 + (949 + (0/1) oued op aped eun os-epop 4 


(2D C 0) (0 '0) saopapa woa ojndugia 
uii 9 
(10 1D DL 0) sac woa oprapenb 
AN 
T+ fez S 
KE 
anb Leoued ou yy ogor ep runor viso anb ogónnba 
wp op op aped ep voip Y atoy 29-5 San 
(se C 2) (o 9) soomaga op oposupin 
CAST + SUL = M + 
cora wayo Tu Causo op O[NDHI 
Dt A pts OL € 
(001 (0*1) Cr 0) ssopipa op opespenb 
EL 
AI (DAD songs op opuponb 
pagt AtA Y 
KÉIERE 


-uoy Y u102 9 £x-Duvjd ou yy opido: vp emoe vpuniis. * 


Op5nnbo up 00/9433 op apud vp vo v av[nopeo ed 
upezon ejdap Giant mun Gage :p-T Sue 


FAL SO 


(2:04 = x 30d opep 9 gas vBojyur vjntui9] 39931092159 as-spod 


E ` 
w v de a: de aux 


oxquo du 9 zx-ourjd ou 
ogSofo1d v os o (2 198 = 4 opdunho vun op oopa 09 gos "tss. 


qp 2 speid sou sojtrapuoAuon sogSofo1d 19] ojorprodns v op 
t (Li LT) svtiópus se[nttug] Joca jaquiso as-uropog 


z 


E LEDES 


lola- 


o 
oP (r-ue01- fr = 
. Sai 


zop  Sojdupua sedan LT da 


lr br 


papi ml fr Y 


mos 
v otto) solttapasoud o somjod sepeuopiooo vred “sjad *somes 
-sed iau gso oyuouiejoip aejnojeo osoujegri) onw enag 


o'yi vindi 


D 


` op 9 . 
ap dp 1 + dp + pA (RER 
T. -A T 


E 


Som *epeiog peou eum uror) *p 10d opensa 9750 wodu 
opus o (198 £p emg auroquos “ojueapenh osatud ou y op omg 
y ajuapuodsos100 varp v yoe sowapod auns 10g ^p » ¿A+ x 
ojnoyo opd vpegunpop 4x-ous]d op opido v 9 y anb wo 


o 3 
vm Ute se^ ff- 
D 
ADA RAS ae . 


TE 
woa (LELY) opimordy oprojoquird o eem De (1 mania ve 


ovômios 
quzued (ape aproroquied op ayopiedas ep voip e oyo y 


v O'idiiaxa 


ZI'du) manjony umano MOD OPPI 


Dë 


“4 [ritos UN Fe 


dp xp ap (a y JI 


:ennnaas v Susan estongesod seprrog siio: stoe SO 


ovômios' 


Jeszsnmts/iscrtscst- Cn) =D 


t D 
95 Ap (24 + ¿43) fif amp 


aue 


"omg 9 GES Gm ap app 
“Dre. Tem ep Qopodidoropered o esed *onb sexsouros-spoq 


ap zp dp (2 4494 JIT- "ET 


*x ‘z d wapo eu opusidog “ojdiuaxo 
104 "D eps f op edi pau, y sendy spot speiSojur 
SEIMO Coup pH Z 6 OpSe]ol 110.9 2319012) 9 (oxy z u102) Á 
v ogSejos nto epuntios v (soxr]z o. tu00) x v ogSero1 uro 9.095 
21890 mem e 'urssy 7v10j esed opuopoootd o 0114971 sow 
mount ed opupsouroo Boup E eprioy Tan E os-ejnopeoo 


P. Bn MI t o 
GEERT J H f = Aap (24 *3J fff 
Pa 


ogue (DLE LT 230814 vp omar e () os 'onb rensouros-opoq 


:agumBos O sour; “JU ap OLÍEIOU v utor) 
apt AL Ro 30d wotop os a () aagos f ap ejdpy jedojur 
openen 9 '2]51X9 om O IG 'SIDABUBA SENP op segun] sep 
weSogug g g «fiaj opuenb *uuvurery op euros pum ap aut 
"ep og5rugap v^" ure ouvre ojuod wn 9 (aca A anb wa 


Y 
ug Ca a 204 E 


2d tied fop uuewopy ap euros cu 


DA 
D 91qo0s J op ejdia ebayu 


do» sodimm grat ZI dep 


CELTA 


Wi 


Dm a D 


ay y hg ug 


9 "AV aumpoa nas opua “E op saos 
-woup se ces y o My “xy os (RÓLE LT erai e woo opIoae 
DER so sopop ap JevoBerp soteu ep ojurauniduroo o 9 ogõjued 
ep Lemon y Dap | vun a (O) baten Pop 
“(DLE 11-28 Jon) sopeuapnos souejd san sor sojopesed 
souen op oam 20d ^j eto 0 :saqrBor-qns uro. () os-op 
-UjprATQ EI ap josjssod open vum Gent (DLE Lt eau v 


Jus zewms dead eren d e 0 


:08y oyum Bas op sapsuounp sen mo Z} opodidopajezed ap mo 
ma CEA) wun npo tua ENUYLOO 9 fas 931090 SajdinIs spat oseo 
O "Sioapgrea senp op sagSung ved. y 08309 eu opejuosmde oe 
oSojgue sossedonenb op ossecoxd vin opuezina z 44 XSJoADHEA 
au op { ogSung ewn exed sujdiss simaSojtu Se map souopog 


SNv"Iditi E SIVUSSANI SAL 


. C 

d: D ek E oU y ES E Wo zU 13) 4 DT op om cep axroumprturxoide op NUR 

E ap jetouojod wn z-epiodsonoo 2) ep Joea osag) 

0D DO (070) 5650 + xj (03) SE lge ¿QT Cie 928 2 oturoid sonau 
4 4 

Armel ou sopsp sega op Y spnpenb um SCH wefas z a ( 'x o tp > z ered "pasten 

021301 ep eure piso onb f op oarypi3i op oped ep rasy emo = d + ¿Y GIE Op og5oas:au; eod 

e ¿uuinozde y: va Z= u os ozdo op fa goen . opuqoehsomgoenba'y =x 4 + x10d eps 


“T'L1 ORÍOS ep ZG-15 opt) JOY O-o soarg a) -ordo zə essod vjejso e anb equodng 'ejorpredns 


Zl de) vopgony upuouwoor) mod om Bet, 


"(GDop LI vinta 294) (x-ouejd:op yy aprdo1 e o1qos wemaga 
os sopjeidoju vipaoio] $ o epunBos y "4r Pe Site£$ 
3opodns ott 09 Q 3 920 opdejaswa oreo op 10u9gur 
amuz o 'opipioqered or Ax-ouejd op apusjso as suntos E ouiog 


. EX 

op opboxip vu vy [49 zx saunoa ap sopoddopoered so aigos 
pes enoud eum e opuodso1100 anb vunjoo vtan ingqure 
eqno vingg v "7% — TA = Cop oe ogad a sopeuapioos 
sox sojad peut 9 dr ouejd ou y oysa y Around o 
21q08 a aprojoquied o qos pise () (Doy LT vinta vu ga os mon 


ovámnios 
Y^ "C C tur oiptitio jad y a KEE z opigjoquivd opd 


'sopeuopioon souejd sopd penoso quejo oxousid op opido 
"> ð as epesaji ¡ua Bojuy euin oua Ap (z € 5) 3 assardxg, 


c OT 


"ULT 02598 tu sejdap sion 

sep ose ou souna onb o wo» opioa op “G-ouejd op y om 202 
Y 9490S tuunjajo 2s soten! SELIQIBILOS senp SY GE LL enata 
eu opensuj ouoguos ((4 iy = z ogdenbo woo) sopodàs 
stagrodns v med ((4 5) = z ogSenbo tuos) sopragur atajgaadns 
ep 'z-oxio ov vjopered opdanp vu “sexino (suuonbod) ap vunjoo 
; tun e opuodsoz100 (y oëästor ua) opgewos sownd vonbwo 


A Ca fa ms Z 7 Z 


id viuos wan op og tun onoo sport 
sumo senp sep vun jonbenb Jesepua ojuonsAUOD g 


[MORE , D 
P »" ADS 
PPP d a f ed) LAG 3)4 fff 


(Dg LT nig vp e ouo Tu 083801 vum ed *ojuouSiopeuy 
^qensn GDJ eu SOPJAJSQNS soptorpur sojtug so 1002 DC d Z 
ropro vu (z 4 tx) f smro1ed sogdesaui op opatu sad epejnoquo g 
Dat vidi qoasojur vum 9 openba vjsop eyanp ojoqiugs O 


[EMI 
west f SNL artes 


<«D8'L1 einS13 ep v ouo “y ogia: mun vred "unssy "TT 
ogag vp sopojgtu so opueoyde Ax-ouejd op y opt € oxgos 
ajueppnsos vjdnp oan v sowepnojeo 'z e og3tgor uro oxreurmid 
e1303u1 sode “anb vorjtugis (617 Y) ep eiroatp g opoujou v 


ee eng 


Tos svojmu swim] ZI doo 


(61741) omaigo op RUSOS, 


“ojumnBas o aod jaajssod y "0 epo uto enujtoo 


9/08 (8ULT) anwy o ouo eprugap ojuotuvAQu 9 () a1qos 


fp udm aau y "0 op aunoa o 9 "Ay a 10 ap opene 
ojuod wn 9 (a Sa ni) onb uro Ay Da a 91) f X tuno] 
vp ewos sonbjenb 9 q vwd f op wireurony op euros eun 


"QD ap 101011 opSpied vum op Y o»rd ojrourogo win oquxo 
SEL 0847 v Dp aopo oup rud eum peo] 7) ap ontep 
ojuourmjojduioo ogjso anb ‘O + “O dn soyueynso1 sopadido] 
-ojvied op Eu tua (suuonbod) soon se Ogjua 'sopeuopzooo 
souejd sex sor sojajesed souejd 10d (j opmpiapans '(8E'LT 
vint] 304) y 00301 v (gos no) axqos a (A) =29 (£3) z 
ap SODIJYAS so ayua Eise () OgiSo1 Y "y v epo ura SENULUOO ses 
-tatupid spered seppAtop op sepejop sspSung ogs*y o ly anb wo 


(ys zs CR] o y wa (3): €0) =D 


Jod wprujop 
sopsuounp son tuo oyido: v elos (j anb o Sy o "y sagrõos wo 
epIpiatp 10s ussod eub fa ouod op ouiSox e vfos y onb * “ojdiwoxo 
10d 'soweyuodas “opodidajojezed mm onb op vpeorduroo sieur 
pião! vum oxqos sepruyop 19$ uropod sejd ste Bou sy 


Tz = 
s= (chan f= 
D D D 


i E 
4 Ky - 7 t Q1 f= 


o dado 


1 


` pup (Ap + c) T f= 
+ 


“pap EC JT- 


SELT ENB 


A7 doo vonjouy BLAISE O3 OMPI 


005 


(xs 4 (ayy yz Gys xsv véi =0 


souio1opisuoo 'ujssy e 
ogier uro pora extotupad e onb wo open vid piou 


` om Jod sepegnoçeo aos tuopod sit syezloyur semndry 


E 
e» j GEM 


Eet 25 A esed ejnut9 E 9 jentvZHOr pros (np Lr erdt v 
ojnugyox o 'vjdnp quilos e vod (pxp topo e opuro L 


Turena 


rola > 
i- Sp 
] Jew J 


DE e 
xp áp A D J Jo pap Ni T Dk A 


- gowa 
s (2 499) f uo (GYLT) opmead de ogejo: uio (ejdop 
mont wun ap) og»wiSeput pajoud g ouopnodsauoo omg 
-ugar tum tuo» muonen f (ID T3721 em3gg vu goode round 


yos Sohn spaSowq LI do 


ou yogar y (p ze o zop aptos as eunjoo Y anb jon, 
-z-Oxfa Op oghonp eu erpyeuros enawd eran e ajuopuodsanoo 


UNO eun woo ojuouvjun[ “oppos o ensag (HYLI extr v" 


oyónios 

y =20 y =z 4+4soueyd soped 

a qt = £ opunga oyad opequarep opijgs op A aunoa o apoy 
€ O'Tldii3X3 


"sejónp spifloyur od soptAqosa xos tuopod opu anb semajgold 
wo ojuripe sreuy epesn pros Ce) euisot pysg "sejdiry seruos 
op segun woo Jepi wa eongad e jeApoAuosap sowefosop anb 


9 Somme sojduioxo sou o be ediy pegou emm soun . 


snb 10d ogzes Y "zT ogãog eu ouroo 'ejdnp (eau vum 
op Orom 104 oun[oa O 19190 UALIMU "SoUreHopoqd. 


. H 9,0 
Po CC ed E J We 


mod opep 
9 (Doy Lr 220851 up O opiõor vp A sumoa o ‘g ojduroxg oN D 
SP oumjoA O 9 JOJUA NOS 9 AP. Ml 2423269 as D oxgos f op wam 
mam e opua “2 opi3ar ewm vpoj uro Y = (2 49) fos 


D o, 0 
xp pip f f Í 
DARE Ao E 


PAULO] Y way (Gr LT) Wa qerdojn] e assy 


D 


Dream 


X. 


D 


4 


do Gout vga uoo:) NIDA OI TOS - 


BECK saphung se DOKU 
vint eu opessny ody op ogiBar eum 9 D as “ojuamjenta 


Gosp 
opzei 2 9A 920) 'sejdin STEI SUE, Senssooo opis WE 
-9} "opp To op DJUALOJEP utapio BUIN OPELHO) SOUSA OS 


p 
core de 


" 
amplatz omg 9 Te 
H 


ap al E) Es] Jd. 
spap(-9) NI Y = 


X "Tt 

gy ox 

Op dën: ə 
prt JI JaWa 


EpL Uamh 


sos dung spa] ZI dn) 


sowa; '(gz' £1) opueoydy "zx-ouvjd ou y ogrdos 
v eysa Diet) emb v z-9- (2 yop le iz woo 
zb LE emi eu opensa odn Op oan eng goog y = (4 z 
opd op epionbsa y o zt Gett op ejtonp g Lat = z opui O 
eIgos Sx — =2 opu O qos piso O (ev zi ent ouuoguor) 


ovâmios 


KETTEL TEE 


KH soyga sojad wpeyuop O oza ep "men o apy 


E OTANAXA 


mega ouod ou opensng oluoo 'zx-ouvjd ou y Gëf rogos 
ojuejnso ejdnp pesto e ogyue o5-vinopuo) "zy" LT Cana eu op 
emm ouuoguos “((z ty = 4 ogbenbo mo eg v ajojgradns 
v ed ((z ot = d ogbenba woo) vpronbso y atojgiadas ep 
A-oxio ot vjopered ogãomp eu sopadydajoered souanbad op equ 
vem 91q0S OAOULId os-optieuios sephgo sedia SELOS ep otim 
wn 01002 puada zos apod DC LT) uro epezay Rau y 


UN 


(gi 


Am 


(ue 


Ma5 s 


(4) 


150182] osto eat “y 01891 vum 9 zx-ouejd o o1q0s 
O apa ogad y (2 mä - £2 (2 KEE 
viso O anb o zë L1 gif eu optqpao zx-ouvjd op y oe 
eu moer senounid spored sepeADop op sepujop sagung 
ogs *y o ty o [q “y] na senuguoa sagung os Ëy a "ij onb wo 


(024.1) omajgo ap euie109. 


SEU ela 


Dé 


dai pom DIIDNIODL) MOD OMPI FOE 


SOUBÍDUIO) "05107 opo wn opueunoy “ONO 9 0110] 91009 00109 
tot “SojuologIp steier ua apsisãoo opod ojafgo tan “ojdumaxo 
104 ais opo) wa gusot e p ogn essem ap opepisuap e anb 
wo ‘oangSomoq-agu OPI9S um qndes e sowaopsuog 


qfi mro visa g 02708 ‘soorqpo sogon wa À 3 Sutetëotgb mo 
yiso uu *o[duroxo 1od ‘ag "ommo ep apeprum. 308 pssetu 9 Q ss y 


Ag 2 no 4 =g 

amoo ougep es Q ESSE ap apepisuap y osugdomow 9 oprios 
0 onb somozIp *opitos O Opo 108 ayuamomuoyiun epnqinsip 
9 sggenm v OS 9 A SUM[OA 9 N ESSEUE ou ODHOS Urn oS 


"ops am ap - 
vsseur ep ogheuym1ojop ep soxeururoxd soo5eoyjde se opunnosrp 
Ogbas pen SOTUOIDJOUO.) "OpiOS tun ap Dora ap om O 
aput Erd sedin ten sourozezgnn ogões suyxoId eN 


A: 9, 0 
KEE al x ILE 


g epeo peoxdojur 
v ‘Lop ën mo z v ogSeyoz uro og5vidojug epundas e opugtuoj, 


E 2,0 
zp p xp =A 
alod 
ogjuo ‘(phop Ly vang eu sojnSugias ap eyun ejod opeotpur 


amiojuoo “4 e ogõejas wa q OpSeiSoju epundos v og 


St venia 


Ki D 


gtt eg 


zY 


Loc sejdupmspadonq ¿1 do) 


Dest 
enfia ounoguoo y =Z + dei 2920 Ásoxia sojad epeyrmop 
9 9 sogpi sossa anna pisa z4-ouwd ou y ogar y "MA = x 
ap oongyi og (A — = xap 0013818 op os-optiaptrojsa 'x-oxjo 08 
vjópexed ogSonp vu sopodido]orered souonbod ap eunjoo euim op 
o8uo] or eHoyeuos vam e optrodsori0o xe ogier uro Open 
virsumd eun (Dept omg eu opudogsoal Isa Opis O 


ovônios 


“x e ogir 
wa ogesyur eund e wos ‘opyos msp OUIm]o^ O ved 
dt eran vum tdo poes Or 9 p sz Ksoneqd so 2 x d 
oxpuro ojod opegmp opos o souezop]suoo c ojduroxgr ON 


$ S Orid 
«zpáp vo pzp 100 opimmsqns gras yp'paj epoxy egdnp. BOO DM 


esa ls a 
voeem = ar ema if 


ogma 'zá-ouejd op y om oo) Vun uro senuoa 


prar oan . 


zf do GOIN MARUI) uoa ONAPI GNE 


PDS ed DR ep SES tre 


mëngen ou (4 93) ood um 
wos 2039301 og5ried vum op (y y voip ap) "y oojdy ojnfugras 
um ugue) eqno unig y p= É -+ x vial ep oBuo op om3 
-ugn op usnuojodiy v o WASO EU 027194 O WOO It LI 210819 
UP O om OPYUOPIOOD PUIOJS[S UM JyZnpONU] 9jUGTUSAUOO g 


ovánios 


"esuuojodm] v ojsodo sotugA ov q ap visugisip ep operpenb 
op qeuojoxodo1d ojuourejoxp 9 qr ouod wn mua vox Jod vsseur 
op opepistop v os “essemr t apoy “Y ojuatuLiditoo op sena; soper 
109 Steet ojnitrgyo: Ojndupia ura ap. Buxog e voy eupurg] D) 


ZOO 


ET LT) é e3o¡gue vjnunos op vunug eum vwd aje uy 
oiuoo “DAD ap app 40d vssvu ogs (4 “)Q op sepepim sy 


Ayg oe vel 
¿E uy = Lé No 
un 


aod eprugop 9 (4 5) tao vote 
aod vssviu ap opepisuop L OSV ajsaN (Sp £T Gët 194) "yv 
va euo) o 7 quod o equanoo anb Yy xejnguvjor opidar-qns 
vum sooten round op y ogar emn op vunos v 
woo eunuyi vum eed opea ontopoooxd Core opssnosiq 


gun nt yo 


D 
Sp aX RUM [ee- . 
» 


PETER SOLO oa, 


ert canis 


(£241) eupug eun op essepy 


Sp LE anti 


Ly Lovan. 


sowa) (zz LT) oputogdv "p 10d opensa: 
O 1eoydppnte a ojujoo oam op aped e eed w semoyo 
sowapod Ops op virens v 2 Q op Tunog epog “y ojuejsuoo 
vum pad zy = (2 4990 9 (24 Om opepisuap e sorod ejod 
Yy=z20p=20m A rop soo1jp18 sojod open 9 opros o 
“Ly LT gn vp O Otuoa oprtiopz000 BLLOJSIS tun opurznpoxuy 


oyámios 


“g € soseq sep mm op vjottejsip v pruozorodozd ojuamejonp 9 
d juod um wa oprpisuop e os esset v otov "tj emye 9 Y ostq 
vp OPEL UOD 0301 FOJNO O3pus[ro Urn op TULIO] v 119) OPIJOS wary 


9 Oidiaxa 


(zz'41) opios um ep essen 


“ajuinBos o yp sou 
onb o*'stuos se] op AU", uin ouro D ap A VSSE v HUNOP SOW 
1 
-apog "Ay Ca dé Yo Z mear op euros P SOWENIOS 
ar D open uro (x MA 5) omod win somaigoosa ‘O op PO) 
30110747 ogónicd vurn sotapIopisuoo Opyuo 'ojtrorioAuo2 ORIZI 
vum 9 EI 9 enujuoo ojóuny eum 9 Q oS "esseut v egou xoronb 
9 (z “4 ‘g apepisuap € tenayuo) sotuasapod sosto sunBje wg 
YY Eg dy c 


oma ‘g= [Pa] a aiso (17 LT) wo on o as 


(1g 41) esseul 
ap epepisuep ep ogóuyeg 


` *ajumdas 

oghugop v vapou Get JS 4 o op ogõewxosde omg efos 

YA vfu anb 1e10dso os op  'euonhad 9 exito ep DAelleucëem 

30100 v ag "(op LT 210819 104) ug essea o YA y oumoA vipua 

a q tquajuoo anb expo op emm wa Y og Sa1-qns eun souen 

-opisuoo '(z 4“) oyuod wn tua {z ‘£ “a)g usseu op apepisuop e 
v 3jutgop ed DI ouo ep euwog v wa opos O anb tuo “9p'LT 

vng wu omo sepeuapiooo 3p eat wn ajzapoxuy tod " 


A8 dt Soe VHINUODN NOS ONAPI SOS 


anbesojsotssje ep ogitlor euim ap esstu e outen 0=4 uz sz ugue oz 
E ZETIOODO — SeZ'T = 9 20d epeunxosde 8 , 8 8 
EN apod sonatu Z op one HUN E 9593/3) Get 0=4 És 4 es z uve 6t 


-SOUHE wp Q apeppsusp v yeux op JOAJU Op OVIXQIA ge =z W4 gax sd asa 
geru-s-ysripere(Qe ve [ER NËT, 


Wsz -62L 
par ps kon yz dn ikt xm DR I 


Quz “A+ =Z 9 
` "ODNOS OP vsseni e epo 


=x E szár Clm et 
-peo exed epezon eidi qurdogur eum e5ojoqeysgr "sopa M ME E pe 
-enba sep so215e18 sopod epeyanop optor ep euo] e 0=* Tax =z t4p=Z Et 
uai (2 *x)g opuprsuop op OPHQS ui :ze-Te EINT 


ted =A pax Cre. LA x= (4x9 0€ 
pk Tst par “pá Lis (AR ec 


KH 


ët (ein vium outen Ap (2 "4 raf "f [Jf assordxo 
“end eu epiqyxo opidos v p D 9 siaApUEA Son op 


non  "erex ri ët et 
beg Perg 


SUIRIOE EnUUOS og5unj vun 9S 101-4 Saa 

` Quz — Qe4 Gazrá "stëm Zi . ema d cho? 3 

a Mon ep Een pape vind spent Ke . emie nas 8 pap (2 $ E x) 4 ^ y 9 
quisa eun y 2. teqpisa "sogómnbo Sep Sooger Soja d euo eed edu En uum osn o 'sopSenbo sep soa! ` sa e 
“pego oe ep unos e wo) (f Ve mp 101 948 soped epepiturpop ogas t 000984 :07-TY SNA Do ipd 

X ESSEUE DP apeptsuop uro» eur LUN) 206267 SAA "pp ap sz J f f e 
` . ar A c 

£ t 


zp eat je 
Zä 
zp p 6p m ARES 
ap (pop Ni JI fia 
[SE AE 
ap dp zp mMBLZ 


zp ap &p bet 


DES Zp t f6 + DE 


LARA 051 
wwe: SIS y 
ET) 
ERR 


ECTS E 2/59) J y T D 


EEGEN 


xp ap dp ` 
pepr Í 


portar JS H 
$ E 


L "ppo jrafojut € ejno[u7) :9- SONT 
$'2LG0I9]9uaXsi 
24 2, 27M. 9, 
A E 7 
DÉI zp Sol E E 
*O raano 


wil v ¡end o paur vun v 
“2x opeuapIoos patt um wo O opga vum op 


H 
anjos D ejuasoado: epes eru v 28217 SINE ap lisa H + (x-0),x] f y= 
D 


e ten fae 


-piosdirs opo opeyninTop optos op ownjoar o spy ZE 


E 


y 

2 4 D 0-0 m e 
TFR ap dp (dry A yp GG ell us 
dsond Oitvjd o 9 sopenaprooo sou . 9 esseus e *(g/ T) putozoa, L 
i -ejd sojod OPEP 039073131 OP SUMADA O toy TZ 0 (gc L1) opbrugaq erod "y erumsuoo prum eyed C4 4 Ae (£ 


'SDANISOU soxotumu 2 9 q Y WEÍOS zët EA D *1)0 9 (4*3) ma eog sod vssew op opepisuop e *osoypdru 304 


“us sojdipae smaSoju] 47 de) 


Lp) woujouy pugowosr) 1009 ODO DIS 


But - L ` 
Pela Sara an - m x Loch 
ld HO yp (4 “094 D = tyy DI doit « BO? OST vang 
"te L1) OB Lugo ged eil = A l E 
souaango (4 + Am = (£ Yg var 10d esseur op apepisuop 
P OPUEZHHA "1e 11 vang e ouuoguoo ojndupiy o soweaojoa 


anb wo ie it 02598 ep / ojdtoxg op v onb vursot v o enpug y 


121898 Oto x-Oxro. 
op og5vjor wa 7 op jg OJaUOUI O SOUNULJOP ‘unuy? vp guau 


E 
-ow op TEEN Yyy (I 39g & Suen sop 


y euros é otuor) "yy (4 God ompad o 9 x-oxa og opberor mo T KA Ra 
Ooyomos dg ge 3 LL 
"m" à doop or 9p oprauop ojsop ojuomow o oguo “(4 a) uro epesjuasnoo "uy 
PIU ap 0190 O yoy “esmuejodiy e ojsodo aor pesei o % 1 du yy (4 d 
TT ap vaig g anb ura 30g 10! - 
d 9p sougisip ep opespenh ov pouoroodoid apen 9 q ojuod epemprosdo ios pode opuodsanca onb uy Mas H v S Jal Li 


Qu oig 20d esseur ap opepisusp y ‘o opuawpdwoo op spend] sopi] 


as oor "y ws syupjstio2 osonb 9 q 9 0351 (A 39 apepisuap vu 
TOS sopoososr ojndupias ojnirgug tun op Em p tuo) eupug mn QT qp vão on 9 8.9 ois dp apspistop 


ogenen euonbod swn ejonor (4*x) wa og5vrfeA euanbod eun 
“enuguo gg owog (os Lp 110817 104) "rop onge ouod um . «1d 
(A fos ^ peo exd'oyop.[*y) = d'aan oged ewn vfog 


t OTSWIXI 


“y ogido: ep 
onua 09 i “99 “eunoy uns op seuade opuodap vangSomor 
buey vmn PP, BSSELU op oyua O */g ogag wu ooo ssy 


DHA bé u 


100 epep 9 ^T ap ur essen e ‘(eg LT) 10d ‘opua “yy wo enupuoo 
ogõung eium 9 Q a (4 00 9 (4 2) quod ou vor sod essem op 
apepisuap e og rd op y oxrtlor etum ap GEO v ua onb 
7g vaugSowoi-opir eugi eum e sojiauos sassa Jepuajso viud 
svidnpsreiSoynivzinn souopog L gogog eu sopsp1oqe unio 
pf vaugdomo vara] eun op essetu op ONU O 9 SOjHOUIOtU SO) 


"Gic" LT) ma epejaoueo xas apod a ajuejsuos a (& 9 
Som sod reem ap apep;suop ? ogma *rougdouot e 7 os 


wi mo LU Le waa" 
ete lf ca 


VSSVIN 3G SOHLNAD zi SOLNSIION 9'4} 


a Ap Opssoid y) ‘aysana opogiodus vp opripenb 
pet KEEN onaw tum asqos vaye op SOMOWI QOQ'OE 9p 12 op 
vunoo eum aod pproloxo ogssoid v auimsg enop 


emo eru an (e ‘A ae eyang ejuejsuoo vun 3 dosfu 08'6 = 8 onb ma 
E — le ta Y 
ə wo D DE a uf v Ier 9 oi Ap 5 Hif yd 
«191391001 npa onb tuo “trap opeorput 10jea o vied 


? Qasa g “do 2 « "dm vang EH Esser op opepi 
"coded Opa eet pap rege? ux o 8 


HE 


apod 
«gp sen ops] 300 Eprtupso 195 9pod riogsoune vp O eintigo 


tey tef ter opd epesneo y raig ap V9] up ojojpedos vp 
Tee Lë too Pata d 
ERA € mein = zx av y uy (n'a D ES $ < ogia: eurn wa (suo 19) q eipgut ogssord y 
£ A v nu ` 


:enbjel "T “x; Guod o oto emp vp (opeptaei op onua no) 


"élu fl gi aor 
su Op onua osowtugap (pr ojordnyogeu omos jaz, 


opuejno zéi 20.01 x 9601) - T7 q 20d epeunxorde 


-qeo essei eos ouxoidy (2 '4 “AQ epep opeprsuap 2 sas apod 21350119) eragsoune ep (uy wa) 9 opep 

e 3 «al WO] 1 + Ze d'r Y sourjd sojad o sopuuapicoo sowed -suap v “sonata cone am ud Sprong mun eir pep 

vr ` “ es D = tyy Oé VE Ké uj = mw soJod OPENUNTOp 021952 OPOS WA :9E-SE Sag i3 um ` 
9 OXT or opdejos uio "ap Ki ojuoutor O "titr10g eem eq KO H vp atoysodos eu vpejode saseg sep tin o ezsa 
a opeipenb oyaw wa aqos Ogiped sapjsour 9p ootugriub 7 wos oqno tun ap sunog v eut 


£Ig dun eau “de; 
Ton an 7H e A7 da DINIDUY Gau 4100 Opto) ZIS 


Zeene) 


Spepioo[aA E ag A0 g Oxo oe ORÓrpaz ure Y op J eroxgut op 
mom o Opus '0g5LJO! 9p OXIO Op y PIOURISIP PUN E p359 9 14 
Casen Dat vpo: ep q ejnonied vum og '(pg'LT eant 394) oxro 
mm op ouso) tuo (oostp tam no) epos eum op ogejo e *ojdurexa 
Jod ‘omoa ‘oxy oxio uin op ouo) uro OJafqo um ap oróejoz e og5eros 


` moins onb seuse[qoid ma span OBS ero1gut ap SOJUIWOW SO ap esta 


T 


arial ue 


Lef" Ap tp (out em Ni "I 


gxoxpoeopiepr ` 
Viro tum ap ojitouuour o anb somaa (97,1) opueoydy ‘Ay = . 
(De 9 (£ x) ms rop 10d esseur ap apepisuop e “osojpdiy 104 A 


ovômos + 


zem 
DE Og5ejo1 o BINGU, op ojuatrtout O SOY “X-DXJ9 OP BIUBISIp 
v ¡eroporodord omoutetaunm 9 Cap 10d essem op opepisuop 
V ESLT emp ep xepnorpornues eu v wa RUE em) 


2 OTAN 


COGLI enfia vu (4x) e wopo ep eraugisrp Ep 
opospunb o os-opuezimn “euros eum op SU COD opnqo Jos 


apod Oy 'oyumSos emm ey "ure8110 y opt ma Pm ep 


-QynonroGs no ‘epaguy ap 1epod ojuaurom o 2 ^T + J= Oremos y 


“oquotueapcadsos -oxa 0v 2 -OXTo ov og5e]ox wo “poupou 
ap sopuamont no 'sopouiout sopumBas so somajgo 'sopeuop 
-1009 50X19 sop serougysip sep soppaponb so opueuio T 'sopeuop 
-1000 SONIO SO? OpSv[01 HS 7 op sojuotiot S0 4128 spe 
vague ogs (pz T) og5myog eu Int o "jy soyrourot SO 


(gg zi) cumps 
gum ep 2J049uj SP sojuattopy 


EE emat 


Pu 


SIS sojdipue gët Lp 09 


"T : 
{G ' ar) 9 esse ap oxuao 0 ‘oboy 


og, Lou MES Low 


Zi mm comme 


dest Chef 
“ojuowopuonbastioy 


` Vds C9) Tato o las] Ty 
. E + E 


Le H 
pap g = Pb =f 
d IK GEN 
Dt L1) omg eod 


: io ro la 
[4 t 


tz- y 
xx fy = 
ppr f fr voll = u 


soma ZELI emg eusomSupor ap eum ejod opeopupauuojuos'x 
e opdejo tuo oxroumd opiretloym o OLD otsugaq epa 


"Q = £*9 0181 'a-oxo 0 81908 piso ESSE 
ap Omer o anb 'oyfdor vp prounts Ep o Q op euwog ep 'os-entiog 
“y pen vum vwd xy = (4 OQ 9 (£x) uro varg od esseur 
9p apepistop e *ossjpdir] rog ‘ogos e suen ZSL em y 


ovômios 

"ESSE op Oe O Soy “q E ois 

OP erougisip e jeuojoxodoxd ajusmejanp 9 (£ "7 ouod ou vong 
Jod esseni op opepisuop Y 'p = x ejar B2. = x ejogried god 
epeyuyyap de-owejd op yy oa ep eurog e way eung emp 


ZOTdlaXa 


nf s 
DS ‘v 5) p eme vp (orando op. Omod) essei op 


Onua O "se LH = a v = “yr “ajuamedopeuy - 
9 
DEER 
Sz 
dir 


KEE 


ett mag 


LI de) VONSJDUY Dames WOS o FIS 


BE — ien, 
tê 


pa 
i 


P 
E 


Pepe qni amps 


n 
H i 
Ap Dh jene es 
E 
Yo. ex Mni 
Ap =. = 
"7 SI AA II Wée 
app IE SL. Wie (ge) 
m" sepsueuip S94 tue RSSELI 
ap 8041092 9 SOJUSUION 


ap dp 2p (zy | [eom ES : 

. ' E] "(utYog'LT) uro ougop as opos ` f 
4 op {z ‘£ 'x) vsseut ap oajuao Q omg enoueur sap as mago " 
“oquotutarodsar 24 2 2x souejd sor ophujas vao "pro" yr so, A 
tan so (Xoz £T) 194) Ax-ouvjd ov ogie tuo opros op 
“YA oyuouróur O sowajqo at Open o opuetiog '(ce'ZT 
vingt 194) "Av (2 4 2392 10d opeuioide 9 W oprodsanos 
anb opos op oped vp d'roud o» opYvjo.uto opioutou Q 


"Ap (e C Sg Pto os - bd 


. 7 sous) (9g: T) Opuezynn "p 30d xeojdnjmur a 
ão orjourid op eyed e esed “py sojnojeo sowapod "opipsop 
Jp euno vp ovzer wa 'ostip tory I az 
ese yseqonb'opow ap 'z-oxjo ou piso vsseut ap OJO Q 


lb $ = u sowoango ‘ey = (24 “09 WOD "oe T 
vint vu OUIO) opi[os O sowens C 11 Gap vp 9 ojdutoxg OM 


oyámios somos Sie opagu 09 oprigs op esse (zg L og 7 Av (294 . i H 
Jg ajuamepumyxoide 9 onropiodsoi02 vsseur e OO (SST 

; "essei T ` LA 

vini 108) 77 op ouod tun 9 (24%) og “D op ounjo 0? Wi 

9p onu» O DOY "q e soseq sep vum op npupistp v qeuorosodoxd elos Ze » Kuh DE uno (e Fobos E M ud nd "m 

* ejueumjonp 9 q ouod un wa opupisuap "y "jf umpe O v oseq elos gonb o (z 4 y efos (z “4 x) uro (anjos op optprun 20d vs Wa 

YP oi op 0393 Tejnoxo Md tum ap euro v 140) oprigs wn . eru esse op opeprsuap v onb sourequodng "D peorsuotutpt is 

+ OTE 031891 erum op 21010 t wioo opy[os umn EC sotuoJopistion) “e 


"Og5v301 v 15805 sed VIyssa2ot ouegea Ld 
ap opepuuenb e stemt egu op opowow o opu ojuenb 
oxy O E184 "2491 2p ojuamom OD 10001240040 mann 2 
ponp Diana v PE = Og 010) 'ojefqo o med 1o2vj vied 
vyssou oyjeqey op spepriuenb v oe Op no ozreruosuo oe 
Eau ogejos vo ojofqo um ap roppu goua v enoo ogu 
mm op SEAN] e tugquiet as-eonde opod vjnusosy *eporep - 
Doan ejdrouo vwd ento] Eugen v Tr2npop as-opod “setos 
op opui um opurznpozjur 9 0981p uin 10d epo: e opuejuasadoy 


(or) wo Y = (2 ig 
SOUOZEJ OPIU O mu UU *OPHOS.OP 20002 opmueqo 
9 SOU sopi[os ved ajuapuodsasso ojuod o *sopsuotup 
Senp 103 01000 JL op gun ep ojuotuos apuadop osugBourot . ` ` 
Gigs tim ap ussen ap oyua o 'auomauanhosuoo pe 1). ` get emt 
us og5impsqns sode wpejoaugo Jos epod y "u1eep *o ojuvisuos. ` ` ! 
9 Q essei op opepistiop v ‘osugZowoy 9 opuos o 98 


Sg'Lp sanita 


pups op “y a py "'py soyrouon so 10u810 
Ss E oo apod (ajo; essent  onb wa ojuod o owon 
bm op luas 0 18jo1árojur sonropod (z “£ *x) 


` t z ` , 
ën esseur op ojuod tun ap 'ojoureAmoadsor “do zx “le Puedo -— ^0 y A ooo 
Gd soe GESLO nto “SOJUALIONI SO OBS zt “Atte "EM OO) . 
H 
AUI T ke 
Ife Pwa ku By = uu E TZ" 2a 
War 9 d 9p DE vopn ulfizana v anb souzaqes vols vcr (y 9 enamed 


TP 4 Opepr2ojoA v opua “o ojucjsuoo eum 9 jpjgp iemSue 


LIS ssplupwuspuSo;p 21 du 


A dh PONY Grp i02 0j2)0.— QIE 


0, 0,0 
4 =$ 
PP PAE ad d* I Al 


*unssy ‘opea onotuid ou E onb oprips op oped vp eru} ap 
ojuatuouro y od opireogdmur T reor Game soumegiapog 


gn, CH) 
dp xp 2p 3 Gz-* eg [ d J =% G1) sopuos 
ER , ep 2/919U1 Sp SOJUSUION 


. sour; (LE LT) oputonde o *oyuejsuoo 
opepisuop e y 10d opuejouag "Cr = Y seor sp ed 0 9 ren 
ou ouo» op oñen o onb ojo ‘ogar e ensaji gc p vindig v 


027 "x 1 "seguras o ap exed fensa pen) 
: i K vu semos op sapun sourego1duro TEE LT emg eu () op euog e 


ovômios 


“(-OxIO OB og5v]o1 119 vro1gürop OJUAUOU nos rejnopea eed ejdis . 


maa euin edopequisg "c =£ oued o a Q e z + 4-¿Y ano) 
ojad epeyruiop O 021301 vp euo v moj oougSonror opipos uy 


¿OTURA 


want = "19 
opy3jn59J O span op enq eum op orae W03 no vorgur 
opt ogSminsqns 10d epejnojes 19s apod jelBoja eum Y 


WI 
ap lé at d+ eh Al Long: 


» Leti] E 


mp SOPIJOS BICA -smomeangoadsor "uz 4.3) 9 mt os ho 
ar soxto sou ogdupoa uro “pop epagurap SOjUAGIOUI so kee 
viusou eq Wd + x) 009 DE 2-0x[o op gitt uta T 
Am op ojuoniour nos 0 ¿(A+ 2) 97-0%9 DB ED ENS 
opua “(z “4 tx) ojuod ou pisa tu vsseur op vopred ema og 


ul x 
Lia 
W 


j 8 Hir On at 
Kx NX = wW 
&p xp P ut iC N usate f d 


H AS o 
E Kx) ew 
dp xp P farta PES e 5 


spsos (occ onde end plz + A+ Dre (e 
€ jog (z 4 50) ma opeprsusp V toygar e Eent LELT vindi v 


Tens mel 


0,0 
xp dp GF) j H a= 
DEE 


ovômios 
` 4 Te & Zei Ka mopa vxed sepe1ay sivigojur v5spoqusq "d Y A8 Lp santa 
d yl E ds Sal J s y ¡0 msg po ep erougisip v jenojosodosd 9 (2 “AS moopepisusp y O 


=4og=z'xp=4soudsos iK d67 yz spipjoqexed opd 


o, 9,0 emt ameo geed op oio ep raog e tu) opos tia 
ap Ap zp zy Q+ Ò f [ jr PER 
poss 


ii AN S O1dNaXa 
DV. H - 
. sowa 'ojrroutos z op opSuny eun 
ri . g anb op aye op o Gamme vp ogur opiieSub] a zy = (24 da -3opajut geen vp et ep soda 
Ge wo (1L T) opoezin gelt wont vu opedogsa pisa opos siop E *oipugro op Op O 21905 piso vsséur op 01u39 o “OBOT 
ovámios z 
. c umi Moz 
*p ojdwaxg OU ojrosop oonpunjo opijos . D 7 5f Kg =z 
i Op "pute 9p oxro ov og3e[a1 IWA ‘VoU ep OUIRO O oov dm: ` E 
i arm eent op ONLO O somejnojES “UAB ur z i 
cd d 


5 pi d DON VIDROS) 1109 OMNI sis 


GI sppdupuü salame LI de 


i rods ace RE O TEN 


Te (DA GIO + Coo) 
opipsdijo ojad opeiuep osugsoimot OpioS O, 8Z 


“2 94 “DSoAisad so1otumit 
ed q = (2/2) + (9/4) + (0/1) oued oo sopeuaprooo 
soud sojad open ap oaugZowoy ospaema O LT 


RES KEE zo tx 
` "op sauer sojad opugmutop auo» O 97 
drm me 
- wë em 01U920 p om) op mazsa Y SE 


d *>OPE9IpUI opinos 
oe je oppor uo KSE OWON O DIE 
peró Dënn pura Vopoquisg DISK 


Daza GA E 


"sz op sooi sojod opegnuop opios op op 
. -oiuro2 o ayot wied sopiioi son nSajaquisa pz. 


Sp suu OpIquxa opios op opioxireo O 12128 
vwd sepan silo Gase :pz-(C "Saxa 


“opipattao o ayoy (a) 


"opion. 
-u99 O ARDE vnd sepuiogt spon tãojoquisa O 


Kgl E 
sp soogsi8 sojad à sopeuapioos sowejd sojad 
opejtugop ojuejoo oxotupid. ou opos o D elos I7 


¿ba e 4 9 ios Condo 
2152 A-¿Aoprproqiediy ojad epep 9 O 07 


Era EA tp = od 
KEE E ás =x opirodrud opd upeguop 9 0 et 


(249 apepisuap o O ocio: 
ep eo t (at anb opr[os op Deep ap 013009 o teno 
«uo used sepuzol! Stu vSojoquisa 107-61 SHA 


“e zx ówvjd op mio 
ESP g jeuoro1odoid ojuatuejosp 9 (z 4 Jg tio 
optpisuop V Di =2 + dg + xz ouvjd o o sopruap 
71002 soutjd sojód opmnop opaa o E elas ST 


"Oqn2 OP Oxy 201124 tun v ¿J OP vrrotgistp vp optap. 
-enb op peuoro1odoid ojuoumonpa? y visor op O 
21952 OpIjOS wn op g ouod wn op apepisuop Y £T 


"D ap usseiu op 031092 0 aV 18]-£] RINA 


"pI dopaga op 
o ma ot op opes o 3goy CL Greg JA ot 


“ET oppuaxg op (2) wa me ap omi 
O au "Opilps OP gun 9p O)HOLIOIU O 404270 
1025 VISUNUIDUO) IS BESLUI E PO) anb tua vjo1 up. 
eem e aorsengopomiosnbvondug pp - 
HENSEN onb qe p oxotupu o ‘ogduyop sad 
Ki ordena op 0104 O o “ojos eun E ogòrja Wo7 
Dua op OJUGUIQUI Us) N USSEIO op opios UM OS ST 


` KE e 
*ope um (o) emp eum (v) se ognja: wa oam 
ap OJuotuols o ayay w ope] op orprmba ojal 
up um op PALIO] Y uxo] vougãowoy vurugp eur] vr 
24 24 essutu op onua (5) 
qguodep mun (oi C ope] wn (e) 


eogórar 
ua tj219U] 9p opuawotu O DOY "D OPE] op Optip 
nb wn op uno] v ura] touggotoq engt vu] ET 


qes soplupursmaSam] 7 de 


"y ojpgoroxg op erte e med Ojo 1 ^y apy EU 
“E olojoroxg op supere end O 9 “Toy TL 

«q otojoroxg op mufa v emd Oro Tony Qr - 
*ponpsoxg op omg e ved Pro oy 6 
an s H ex 054 wus g 
ys (ip É ed popu "Eë d | 
Ks(C]xX)o rex  g=r'g=á'“xms=á 9 
jd» (dg tux "Let god “maná s 


"d E X-0XI9 OP TIOMEISIP q 
jeuojozodosd ojuoumoap 9 (Ag ua opvpisuop t 


ETA 


"de oxi op VIOUEISID € 
quioraodoxd ajuawejanp y (4 Jc wa opepisuap v 


pad PLI € 
AD med gex KZ? 
drx= (4 Qua Gex Aak q 


"vpUDIpt eag 
10d essa oprpisuop t o septp sogóenbo sep songs 
sojod epuap opio ep euog e wo onb supap 
EP ESSU 9p OO O 9 USSDUI t HOY 1g-[ SNINA 


924 SOJOJOHAXA 


*Á-0XI9 Op 0110] Wa 29A BIN 
oA[0A91 y opuenb apioguas ojad eppsoozod axz vroupisip ejad 
M op yra e opd A AUNOA o yor "urrsse *sotiopog 


Y 
ver e "pz = vo x ff uz - A 


opua y = uro g= (Ag 
opgoen *sapiorues sou (rz 10 ogduyog v sowaroyde og 


es vw ez Z Gg 


9 PES Opr108 0p119S OP A 9unjoA O “ISS y 
Ayy Par atunoa op vapura roseo eum 2398 y erp angi 
oui0ju00 ORUA “Á-OXIS OP ONIO] to JDAJÕASS Y Opuozeg 


“Y ënger op ouas ooo Dt 93) someijoaso 
ty apro emg “yy op voip v Yyy 10d sotojouap a “y op q 101055 
oe vum (y) ebe "Gor singe] ouuoguoo 'ojrvipenb 
orourid ou agido: euin y 9 On 0 "bei onbanmupe soupoq 


OYŠÕVHALSNONIG a 


Bic apronuao oted pr 

rog ep oínpozd ò 9 ojuej]nso: opos t 
lun zoa euin 19410403 y Opuazrg 'Ouejd 
epengs oued turi 9p o 


| (6721) snddeg ep eurssoaL 


“(97'9) uto vAo1d was opejounuo *puto102] auf 
-98 op OLdEISUONIAp EIN WO9 0252s vjso SOMA Mono) 


6s Lpuandg 


LI'dw) VIII ppgauan EN 


Apt RII no (A+ paz 
sowa deg: LO must o opueody (e) 
ovônios 
gusp=4 Io diez (9) 


12x opeuopioon vinojsis um wa oap 
nos aoogse 9 sarepnSuejar sepeusp1000 Wa ogdenha e vAGIOSH 


E OIdiNaxa 


"C9'LT erg eu opensag 


E ` DEER no vti 
Py sowoigo (67:11) pa T, o opuezin 
D E 
oyômios 
KEE 


9 gramm sepeuapaooo wo A + Y = 2 ogbenbo E vagos 


LO'tdiaxs 


m soad 
Soup ensa T0771 208i Y "z-0Xj9 O8 apjnospuadiad ouejd 
wn 902 = z ap ODIJPIR 0 a Z-0X19 0 Open owd um 9% += 0 
ap ootjui8 o ogma “sozerupa ops "z o 9 og "z-oxte op oBuo og 
oxio woo Är 0101 op sepono oxpurpro tun 9 ‘PH = pA ¿AURA 
-uopramba no Är = og5enba ep coger o opua 0 lag 


KEE DIR O ez 
v oquojeámbo 9 4 = z 'oAjtSoU no OAgisod 195 apod z owog- 


ren 


39 Lp vanditi 


reem 
sejso someñojaquisaa] SEU DOID sepeuspicos 9 soxppnduejol 
sepruopioco anua sog3u[oi ogp (ger) nuaa, op Sejnbuzos 
se “Er-ouejd ou sepesa obs soxjod sepeuapzoon se owog 


epp seour op sod somo, 3eotgrudturs uro AIST SPP 
^ Ago Sepeuspooo sup ogdeoyde edpuud y 2 op seogpunp 

« supestoproso se ogs (29 4) 00 T emy vu opeinsngt ouiojuon 
*(x-ourjd ou op. ogbofoid ep Sorejod sepetiopio00 DES Q a-i 
259g op nsn vin3ueyar Epeuopiooo (03192201) e 2 2 onb tuo {zg 
LD opeusp1o out um 10d y ouod um xujnosordo? vysegr "saos 
-uotup eu e sosejod supeuop1obo op euraists O 1opti0182 1083 F 


eege 


' (o'o 9, 
PX 

4 
d 


D 


NO tda 


(6221) eutosoa1 


i 
A 


09:47 vaia 


zY 


fre so ppm smadapm LE de 


peque quo v[ad a'sopenopjoon 
souejd:sojod eprinunap onmoooatonpd op opi 


ELI E gu +7) upa (z e w 


REN EE 
1600 sound sood upep uap auras od op 
vou opa ro O izéxA usas + pe (2 Mo TE 


“O op eo € o epep (z'4*x)g 
zess op opepisuop e wa onb opr[os um op vsseus E 
3eunxoxdo etd “9 e 1 uio2 GEO EES 050.0 A our 
«mon op O opor ewn o (z d*a) f e genge soppa 
SOP OPED MUON SP OPORU o e) 
"(opesn sos Rap ogu a yy wa 
^s puso ogu st) ogno y < A e Esas operada (E 
“33 opuenb onb moy) 'Sopeispiooo sosa $0 9 T 
ft DIE opd epepuyap ajuespenb Gët 
-ud op otis: “Asia SO pe LÉI 
ud op opor e A (£x) or 


(0D (1 1110) (0 0) soopspa 
sp optipenb o 9 y 60) vas + g} ul = (49 6x 


SVIMON HO SVOVNZGHOOS Z2 


"uy epeuuog e o Lé A0 


epp gp 20d ESSUUI op opepisuop wua anb EXT) 


wun op esse e aeta pxo1de-vrud “p= n woo oporgus 


msa ost (y tuo ojomeanegndo-sopinguistp sojuod 
` gop eujaosa 'sotippoqe soxoumu RI opu eropejnopro 


vhs 95) 01402 PNoy ap opo opiutuo possua 
ois sotipyea[e sorunu 10d sopuao8 ovs (T4 x) so o 


DM? Y 
CL ve SJ 


tas EI 
eg Eg 


Gë “yy ita opteurouno] 
-pan sopyiqunisrp ogs (UU) e Oé Ta) soquod so og 


y 
vp eC fm 


sod OPIUOP 9 y roa ap y 091891 
vum wa (A*x) f sp otpsiu JOJRA Q EGT Sg 


ANA AAA AE EE NTE 


LI de Doug VOD MOD ONIL) TTE 


0 
age / op Gig jeifaju v tnos e ouo noes os-opod '99'LT 
EA eu opensngr odi op ogar eum 9 y os “nonied wa 


[EAE "EM 
v E 208 s| Jf - ao 79 04 ff 
. T 
onb 1e1jsour os-opod opua ‘y epo) uro Senupuos SEI 
pud speied sepeagiop op sepejop sagóung ogs y a *y onb wo 
{0 uyy s z = (a ^y o g wua piso (p 029 0)=0 


os a “c'LT ogóog eu opepioqe ody op 1ejod ogia vum 
Y osSunssy 1upniso op soumquae anb v onb op sepeajdiuoo 


Sed sënn se *soxonroqur sopbried op oam 104 


Mn "oppe 
^ 1 Wiën eich Gogo) op sroAjSsod stiopio SENO Outo EH 


CIA D 
zp op 4p ate a Nd H d H = ap (z o os fff 


anb auaoxd as-apog 


X oeh a 
zue Cz mai GU CP EX 


Quio2 ou 
as Ø argos zap vydin puons e opua 6 sop jeuogerp Agen vp 
omoupdiwos 09 dl 2 *2 um ottenere ouod umg DES 


i seprumgop 198 tuapod tU sepruapiooo - 


991 vant 


Tog toy Uy U = YAY ry empre sozoA 
{ELT 02598204) "gy Uy Y oseg ep vom e 9 CD ap Av mon 
o oyua Org Lt enig ouozuos “E ap oseq Up Oppii 0104 O 
PREN 3165 votdy oprSor-qns eum ensng Dien Lt enig v 


` “(toy vani 204) osuatusagoadsas 
'x-outjd or sojejesed soucjd a 2-0x19 o Opuajuco souejd "engt 
-noso Sooppuro ogs soore18 sosa "0 eb og 'auotueapoadsas 
du ad o fp *2] do '»] sopeazajur sou ogiso "n o Die onb mo “a 
22970 m= g "Ip = a ELO ep sogõenho op soopgi8 opuezgna () op 
puer euusout e mat onb ge “q Tg sopror-qns wa () soup q 


[uszsu'psgso'gsasviz920 


man 
vp ocior eur epo) uro vaupuoo 9 z 9 g "4 op f ogòung vum op ^ 
-uenb 211000 sajdturs sieur osea Q 'sejdi samt re] nogeo eyed 
SEDLIPUIHO sepptiap1000 JEZIJUN MUAIDANOS 9 SZIA SY 


(0 2 0) 9 soxejnidusgo: seprüopiooo uto oquo2 ofa» REN op 
T OJU op opor o 9 OPINO op ZEJD PU) "10 LL Eë vu 
Opiquxo'z-oxyo or stjopered sozin eros op Ott tun porão 


LP OD EE 


*oyuoiuoquo[eAmbo no 
^p = A + e somo) (oz LT) opuvzimf) "O uos 4p = gt SOUISIQO 
“od Q uas p x 4 op soquam so soquie opueotdana (9) 


991 eant “o CSO eum We 


OH 


A 


Y "£9'L1 engg vp ogónjoass op apiproqeied o 9 conf O 


ZI'dwy DOUD LIIDODO WOD OMIJPI FES 


en E par E Ez À od ópsp 9 A etmpa. 


oS LE. Al. 
E qmi Du " o onb uxo "AT = Z Ipe vjser WSSE “o 2-0XJ9 O AIGOS piso 
" Ste O "Gm Joq "d — 9A = 2 'SeoHputgr sepeuspxoon 
bell ua no AX en $ 9 GU op ogbenbo Y 'BoLT 
D 
mto d a ] 8. " o f 8. Eë ouuojuoo fzr opriapiooo eurisis um opuznponui 
UST wl Telé ovámios 
a 
ep | 2 2) E | . f H “v oe: op () ODIDISTULAY OpIJOS UM op optonuoo O ouov 
ES 
` DEET E Oms 
eplin) | fi= 
BEZ "(Oc L1) op osa o mexsng am$8os v sojdtuaxo so 
9, Ber 
p 4p 44 7,2) 4 d i7 
L] 
DECH | 5 D Ni = LL point 
ZC p 
9,0, 8. ze 
ppa f f [=N « 
ap vi e EN 
"UISSV Dl 


opoo opd epeyungop ogifas g os-trepuejsa Q 9 4? ogee 
mo sojueisaz sagdelSojut SV 'g9'LT Sud vu vpra vunjoo 
ep ouinjoA o ejuasaidos tan) opberdojut VBA vd "cf? 
ongjsttuoi[ o 9je ër oeh) 0) 0 Zap PA {z e ogzean wo) og 
-exdoyur eroumd e onb sowejou *(oc zy) vasos O oputoydy 
o 
HIE 


somoiqo*t = (z 4 *x)g woo (i (oz L1) oprezman 


et ear 


KK »/ 


KKK) 
D 
"Qe 0 op ALLA g opuozvg 3 sowonea 
"oam "OT Här eu opensny oun0guoo ‘O op eneg vum 
exgos SOMBUIOS pf LINE 6159 Y "ope HA. 9 OX) Y 1302 'Seünjoo 
SUSS9p eyuno gum 91QOS opuojso as CLOOS epunfos y 


(git vang saa) ((9 Af 
= z oySenbo op) Jogadas orogiodns v exed ((g 4)' = z opSenbo 
Woch 1orojüt oryzedns ep "75 sooiSo1-qns sep eunjoo enm op 
030] 08 21] 98 YLOQJEUIOS GIS v 'sejdim seruos ap aymi wn 


~ oWo eprjosdirajuy Jos apod (gg' T) wa epexogr pola y 


(og) 


(094 GS o, 2 
apap zp zo DS f Í f = Ap (2*8 04 (seoupuro sepeuopiooo) 
“ur (E g ojnaigo ep pulsos 1, 


zas sojdnmu spuSom gI de Lido) vouippuy DIMANHDOL 4109 OMIY DES 


RIMA ES 


a *iwnssy “GP 4p Zp 4 = Ap zy = (z 4 2) 
woo '(D(9z £1) opuvorde Ai essere Jeyor somopod “Y ojuejsuoo 
vum ved ‘zy 10d epep 9 y Ouod ou opeprsuop v owog OO Ot 
vjopured opSoxip wa viioreutos vrroumd eun e opuodsoroo onb 
vanjoo vui woo ojuotumjunf “O otrdor v exsnjt DC LT emi v 


ovónos 


*opios op GE op ojuamom o o esseur v ouo ‘q e dr-ouejd 
op vrupisip e puuororodold ejraujop 9 q ouod um wo 


apepisuop y -oued op truppe a Pp z cz + Lt 61952 q ICH) - 


Sb = 4 OXpuigio OU 1019301 É) opao ep Gut v mai OpIOS Ul) 


SQldliaXxa ` 


. op 0 

apre] fv 
MS t tox 

iE £ Op Br ` 

wo] (s. Hes 4 J J= 
GM 8€ [4 JI 


bp 0 
wo Sema Y fem 


ozs sojdujwr ena ¿q du 


sontajgo 'opuesBajuy ‘z = 10d epejpungap Ienosto 
opido: e wioSueiqe g o 4 E ogòejor ure sojursor sogdeidojui 
sy 'Qopadas ojorprodns v) 7 =z outjd ov Dron aporedns v) 
Ae 2 0100 Op TUA (Z e ogóejos uo) oyoeidoyur vzoumd e anb aM 


. ` p] 
ep 4p zp A(Z + vt (KR ape [ff = u 
(ocL0 2 (oz: L1) 304 


(teg no (Queue 


10d epep 9 (z “4 x) wwa apepisuap 
y Aoud ou "c 4 no p =¿4 + Y onago O 91908 ejolosd 
es ot op Odo} O oueoa "A + gX = p RO AZ 
ogiuo ‘g = x os ‘anb MON O 4 W09 4 = 2 9 SPODDUJUO sep 
-9uop1002 tua 9109 op op3enbo Y *oprios O Vsaj! G9'LT eBay 


ovinos 


6p'Lpvandyr 


. "essent ens otov de m ep woupisip vp operpeub 
op jeuojoxodo1d ojuaumertp 9 (z 4 Mg we opepisuap v "Ce Z 
oued opd a ¿A+ ¿XA = z 9400 ojad opeyturop 9 & opos un 


votansxa dÉ 


ZE de. u»pjpouy vjarouoop WOI OIDO. pes 


am 


somado 'seoripuo sepeuopzooo opuedoxdur 


AP 8 fi =g 


20d epep 9 3 180} eaneorpes erd1ouo 
* onb sour *, OT x 9 = 9 = (24 “x)g woo serdi sewos ap 
oyunum opuemoy ApC “4 5)o 20d epeunxordeosopod ¿jp op 
onuop eanvorpes too e ogjuo '(p wo ojuod um 9 (z € x) a 
vietupo ep o3uop Op ouiSo1-qns etum op oum[oA 09 p IS esse 
ap epepisuop ep Faj we (2 4 Y) uro vjd4ouo op apopisuop v 
vjouop (z ‘A ')g *ojduroxo ojsoN "Og" LT 21081 ep orgiodns vp y 
apeyjowos 9 ajueipenh osamud ou exeurgo vp oped p Buno] y 


o 
NITIOK Ku fi (ff ered Supo 
sbpeusprodo uro epezoy ejdja pedau euam Kater 
"ein eu eposo opido! v D) efes o 'z 2 g ap 
ermore ENUO OVALNI VUN bag ge SOX 


=t A ER 
DI 0 fran oyámios 
=p yox "pue PU ELSA RARE 
Ei podera ` bra -opez nious op eoj opeppuenb e opnajeo quuojognof,, 0] X Y 
Y=Á8L TE= pA ANE LY AP 198 DAD? VATEOIDEI trdious ep opepisuop P 35 'sonotuua 
PENTET ya 24 44 T UD sopsprun Su 9  z z 1009 54 — Y — Cz s $ oprojoquard 
E ` Op pain e tua] Ertupo y "uoper sp? oe ogSisodxa pp sta 
"seoppujito sup $0 10959] wed graat ura BPESA PIOS 0Jp1A DP EIBUIYO BUIN) 
-vuopaoo2 eyed ogdenba e atojsues T pz- ST ABN r 
90059 B=4 pp BWGWT= et DTF ARA 9 01dlT3X3 
TER 421g E EE? 
. F 9, 9, z 
pogo g ` Queper LO qtrp=z 9 Yu, m gp ap Gt epp) | pri 
vw 
ps? $ 9352-24 p HEEL € To o 
pg + y= 
emo meo) cr mee A ER 
A 
=z (0 -- pasto) T PLU, D z 
! © tu =8 (8) BPAP PAES) H | f= T 
*sopsuotuip guy oso 
s sgn wo ogdenha vp 0911? O vASIoSe(E tpT-T SNNT ` sseonp 
¿4 SOIMOUAXA -UMi Sepeuopaooo sowezinn AIS 41) soweojde "T reyos ewed 


ol 
a 


mei: [o]uot-o "ust- 


t 
Mw snofs.0px 685 = quss p o "m 
i *- t. - Eu 

[72 [5 eo | E 0p 4p (t ën ME i 


DE felipe ` 


ay Y 
£P 


era f 1 Ni =w 


9p p le -sof Te- 
5 ou 
$ apap NODI 


j rm. n Je =7 


qes Spitz soda] ZE dei 


Af dn vangeny BMIDWIODO MOD OMPI DES 


H ` "— 


$ so d= lol a $ us d = yo = ol 


anba 


x 


9 uos lol] = 4 ə gso leol = 

onb opueiopisuo,) "T7741 Ta g sou-opupagor good” 

win ap (2 4x) sorejnfuejos sepeuopiooa se o (o “ 'd) seapggso 
SeptüapIooo se saio SopSv[ol se 1900]9qUIS9 sourapog 


(DELI 
19A) z-OXIo O Gomm oue]druos um 9% = o op 09933 y 


tm 


"tAfjisad-opu aped vg = A op 00818 o a z-0x10 op. tanedon-ogu 
aned v 9 9 = $ op oogpi O (DELL emb 29^) Q wa 
99119A op auoo-ojotu uin 9 "=$ op 021218 o >> Dag 


"uoto e quod oguz tun 
uro ojsisuoo Q = d ap 0913838 O "(Oz LT andy 194) O oque) 
vo Ëd area op ezo3so vum 9 "d = d ap ostii o y « "dos 


*sésgegad 
agos y op ogóotoxd v 9 O ojuod y “kr-ouejd 
gõafosd g opersosse ejod opndug wn 9 q 
Zo 0 2 do) onto mom 094 Lal = d'rzzr esit 


iod mm ap Sib SDppuapi002 SY “SODSUAUWIP s9 Wo 
SEO SUPBUIPADOD DP VUIASIS O SOWAIBPIISO Opõas PISIN 


uii0juoo tonb mio (g A *d) opeuopzo owsa) mn zod sepep ogs — 


en 


D 
~ 


KA 


P — 


Le 


to 


ILLI vant 


SVOIU3 S3 SVGVNIQOHOOO GIL 


reg dun soda] rd 


PM 
LEICA a Jm 


"ose ep onatugip tun (q) o opun 
op oxp o (e) e opóejoz tuo érou op ojuamotu 
nas ov pop op OJEI 9 y LINE tuo] g op 
-episuop op oaugBowoy ojos ECO oapugto WIN TE 


*epronuoo nas (q) eumnjoA nos 
(9) ayoy dr ometd opod a y = £4 x oxpurpo oped 
uf Lahr? aoa ojad opematan 9 opuos wn oc 


KEE es NE eus "[ e 


qu18ojur e emo 
«180 gaed SEU sepeuopao00 asf) :0p-GE EAR 


"Essi op oro» nos (q) o essuu ens (a) ayoy qv 

round op vroupistp v peuoporodoxd opuaumanp 

2 (z € Mg uo opepisuap v "fg = A+ A oxpurio 

Opd p= z + C4 01950 EP OPEHOS 9 OpHOS tuf] BE 
"oper 

ap So1J3UI € op IMANI oseq MOI DINIS op somam 

«giub QT op de ap cunos mun op Ces p otunsa 


cL 92) 3.01 x SD - C159 
` 10d epeturo1de 
Jas apod 23959119) SCH vp (¿4/24 w3) 9 apep 
^j5uop v “SOMA QOD'OT 99 DP 2 opine eun viva LE 


"pg OJajozoxa ou ojuosap OPEOS O eJud 
2-OXI2 OB ORSU t2 VOU 9p DJUDMIORI O NIY 9g 


"£c oryorxg ou Grp opyos 


o tied j t op5upo tuo GES op justo O apy SE 


"ssent ens SOY d 

e 2-Oxjo Op BIDUBISIP g Teuoroxodoxd ajuamimonp 

9 (x 04 uto opepisuap ? a ‘p = z oue[d ojod 
9 ¿44 ¿Ap = Z 9110) opod Oppe 9 OPHOS "fi pg 

E 

Sau 'opiios op 01029 Opod 7 ext jor eun Rg 

opepupsip v penoralodosd ejuaturganp 9 D EM 
W9 apepisuap v 2 'D OUA Uta] 02119]59 OpIIDS Ulf] EE 

2-OXf9 Ot ogórios tro 3190} op ojuotnoi nos (q) 

asseu op o1tio2 nos (e) 

ay d+ & ma 

epipjoqued opd o ¿A+ Ah? atos opd op 
mupp 9 Q oPepisuop op oaugsotitoq oprigs tan ZE 


openen nos (q) aumjoa nos (9) 
oy drogen opd a y « A+, oput ECK? 
Zär? opigroquied ojad opemutjap 9 opios "uri 67 


EES sepeuopiono asf} :g£-67 SNOX 


Q8 


ZI dw) Damon uigoutoopy mod ONAYI ZES 


Am d . 
(o ,uos + 0 502) ¿Las = c ` Cap 
6 ques à nos ¿d+ o 509 à eg ¿9 =b 500 d 


fispgswpsps> 95050900) =0 


TULIO] vp 09293 eurn epo) wo enuxuoo 9 g 2 $ 'd op, f opbung eum. 
opaenb anoao sojduns yet osvo Q "sejdix ga Tano eo vind 


somaqo (i) (1e: LT) aumozuoa ogominisqns v opuazes 
Stongjso sepeusprooo SOWLPZIAn ejueusAUOO 9 saza SV 


oy5mos 


A+ =zoproroquied o 
efas 0011913 ofno seortojsa sepetuopio0 wa ovsenho vum apoy 


COTA ` 


f 00? KETTEN sepruapsooo 
wo “onto ob q om op v19jso eun 9 oor o (ST'pT) Jod 


Patita) 


AAEE X 
tr gez got Dd 
op (z 'g 2) seoprpulpo sepeuop1o0o se ISS Y g = topa o 


. ETA 
-auojeamba ogdenho ominäeg v pp sou CELO ap ogSvoyde y 


p=c+T= 44 éd 


onb oxatiud SOWON *q ep suoppuspo sepsuop100 se JOE PAR 
sc) Ld 


CHEZ, E ges = 
ap) 
£ 
u 


g $05. d uas de s.d 


opuago d 10d ogSenba vp so1qiueur $o soque sowed | 
mmm (Dre? £D) ap emang mod e wzy soumst owog 


oyánios 


KEE 
seperopiooo vwd g soo d uas g= d osSenha v ounojsuexML, 
9 


£ OldWaXa 500 5, Us y =X 


isore iual 

sepeuapsovo se sotroJgo 'ga=gagu=4p= duo (MELO 
vt09302j, 0 Opurody EL 13 emb vu opeje: visa y ouod Q 
ovánios 


Jop seoppupo 9 sarpur sepeuapsooo 
se agp (c/u "0 *p) S299789 sepeuopioo0 tuo) d ojuod wn as 


iposa $ S100 = d 
ojus [eA mbo no 


$ uos $us duos 2d 


Y $36 ^ Feos 


opuajgo “¿Las 10d $ 509 A uas d ogSenho ep enen so 


. soque prap sourapod 'quepog "E= = 0 io Y = D opmsqe ot Goal . LOTA 
m souonb o^[— zd soo no [$5020 9 5: $ n0 = G O asau 
T *'onbiod dam = dues d opSenbo eu tz vas 39) Supp oeN 
ui "ip $02 == uos d e ajuojuambo 9 ¿44 x=2'0807] “$ soo = $ uas d 
mi ` ap 02081 ou tupqure) visa snb “melo e 20 = d op 0023 O Dag 
Lá $ soo c ó tos d nod . SENE ` 1^ smüos 
oC Sepeuojob[o1 0859 d ojuod um op (g t$ 0) seongjse 
a 0307 | sepeüspiooo se a (2 £x) Somtrëneen Sepeüspioon sv: | (ezp ewo 
t 07 (as db sonjo ETI) pret vp enen 
2 t syuamotajeanho no ep erougnbasuos 9 (m) au y Geo ounxgld op (1) soma 


sec sojdupne suo 4 da A7 da  vopyouy DIsoranDL 1102 ONPI FES 


OR 


H 
8 eu Á 
vom EE =z - o8 
E cmi "WO C a 


o Masi fot 


[E 
8r dp $ soo q uos f fi i 
wi ui 


H 
«8 bp dson us D T T- 


va 


B z g 


op dp i uos ,d($ soo d) Ff Y Ye 


m 


80129 '81219350 


SC pang 


kk) 7 


Supetiapiaon opuezinn z 1euoe mseg ‘LLI 08525 ep g ojdwoxg 


ou om (dp ogórjas uro (eored) opduiBajuy eyowyd eun 
Opuopptr UNO) eun o SEU supeuap1002 uto SIUNOA op 0] 
-awae um woo ojuenrejunf *opijos o eyuase1do: gp EA 


oyánios 
*p orti op O ODIPISIUISY oppos LUN op SPIQAUID O oov 


v O1dWaxa 

KEE 

Opuezian souoajosaz stenb so 'ejuopoaaid oydos vp y o g sojd 
-dasg SO SOLITIDPISUODII SOJUINBAS sofdiaxa SIOP SON 


. “ejtomojuajueauno 
sopejsnfe.195 w240p fan Tan vp opSeidon op segun] 
SO 'SOSE9 $18] UY *soz0119Ju1 So05nzed os-opuvzgun “etopisuoo 
quos onb e onb op sepuordwoo tem saoíBol ojos 
n ios ëmer wopod seau97so supeuopio00 Sy - 


` Dé "epp 
259 vied opv1dlojur op stoAjssod suapzo seio eo eH ` 


2 


"epp dp uos ao f f 
A 


D 


(c€'£1) seanojse sepeuapion2) 
ojnojgo ep ewoo], 


zes sojdnjpm spion] LT de 


FCL pm 


Di tu) 


*p1U91093 


. El 
ojumBas o as-ezsuouoq "Av (g P TOS K dure op 
Soe op 97/11 tum owo Cj exqos f op edin pyu e sounugog 


oe "9g "dy % ws EEN no 
e Cv *0) Cow P uos %9) «Av 


WISSY "SOQSUQUIP Sg1j sesso woo 
opn2ugyo: opodydojopered vin o-opuvzopisuoo C op "A y aunjoa 
0 souoimiuixoidy “y a Da uawas op ojuamudusos Q “y 
Jd 3 yg oom op ojuomindivos o anb opou op dp ge O op 
vrougistp y "gy $ uos d 9 sq oase op ojustusdinos o (py'T) 
Saal ojad ogus” uas d 9 dd oyusuiSos op ojueumduoo 
o 'vujauovoyr ejad ‘omua *z-oxo O e1qos q op osbofoxd e 
9 d 9 (0 p dd seoigyso Sepeuapioco wia) q Ok (3 vmi 
Stuxoguon “ag 'soATSsaons souejdituos stop oyua Gg o 9 gy 
à SOAISSOOnS SAO) aijua aojuga op ojnfug ou oydeprea v 9 "by 
"Amen SUJOJSO senp ouo ejougisip e 9 "dy opuawaout 
O "D vordy ogrSar-qns om eysa (prz ent y 


(EL Li einSg 198) auormeagioadsos zox o opuojuon sod 


` ios 9 2-OX[o Op OBUOJ OP OXIO WOI $2100 ‘Moyo PU souas 


w09 SEOJSO ogs SCHEI sossg “ejuaweaposdser "br “ud o [p 
vi do ol steet sou sosawupu ogs e o 5 dn onb wa "ia g 
272 = $ y = d sagbenbo op sue op opatu xod "D op puro] 
muson v ueyua onb” + “O TO ssor&or-qns wo 7) sopra 


ZI dej wojouy DIIBIUOBD 1109 OMPI JES 


O=z+0g-,d oc poso 1009 2 d et 
+=0% 81 2208) At 

£z duosd or $oso5=d et 
pos dosz=d pt gas bos ç=d EL 


pues us g=d gr good uos s d TE 


£n (o) abla £-d() s 


'soosuaunp 


$931 tua ogSenba ep oor o vaoinsaq BE EA 


DAT) v KK 


"sepu 
Supeuopiooo tua (q) 2 seo1:9js3 sépeuapãooo (e) wa 


Soie[niBuEaIsepeuap.00D se aUnOJsuEip Speg SNWN C 


gos ped QT £zósod 6 (cic mi 0 z IK 
= 2a = 'seoup 
9-6osd g v Veedel? En sepuuapisoo (a) a soreynguezos sepeusprooo (v) 
ETH eg sét s=0() 9 Uia 50219]50 SEPEUAPIOOS 5t SULOJSUBIT 27 SEH 
sLsolojotiaxa 
2 $09 + Up = =z 
AER 


wos '(z 'Q '0)9 'sexepnsuejo sepeuoprooo ura “opto puso O 


2 uos met "fo mas pfe 
zU9S d mr, MS P 1 


e» [onosi] "ote gp dp b soo d uos T Jot- 


. 9 y [op ? 
wiptesbus [Y JJ 


D 
ep de dp q uos dit soo d) "f > AP zfff- “a 
3 Su 


Sura 


“= (2 £'a)q moo Dos AU opueondy Ae = z somos 
erg anb opor ap ON 091008 PISI apioguad O EWS IO 


(9 soo— 1) px $ = pp (2 so2— 1) MEL 


eT soo -] Jot-erirbws f fotu 


L s ze. 

ZE JI 

Drfr O H 
ordpopqusça f f far fifa 


Greg soplupua smatoju] Zy dop 


24 2unjoa Q "d e ogSejes uro (qurored) ogean enamupd 
emm Opueotpur BUAJO) VIUN O SEDFDISS SUpeUOpIOO0 WO oUinjoA op. 
ouou um woo ejeuegunf D ogiãos Y easy LE LE emit Y 

ovônios 
"ZPE > 9 > p WO9 '0 = é suco ojd oxieqe a v = d Gite 
vjod eure epejturop £) 0g1301 vp OPTOIJUIO O 9 AUNOA O amy 


9 OTdiNaXa 


mí-eG-9 rio 
bi 
er de pose?) Jue 


De 0 
wapas am f fyg. 
pu YE 


g Bräi : o 
vos es y= + 
ep &p buosó $ E ff 


ep áp uos IE | ES 


hoz pri E 


app dp dv dd y B 


sai Ai së 


APR f e 
"0807 3 augstos ewn ee 
iD m Qr Og 
10d upep 9 (z 4 x) wa opeprsuop y boas z = d 


nog = ġ soo d 9 g = z omd op ogõenba e spanen sepeuspioo 
mg doe uto (pezosed) oam enstazid ewn opueotpur 


: VURTOO En 9 SVINJJSI Sepeuapioos 189 IUMJOA IP Ojienmop - 


um woo ajpamtejunf 9427 emg eu opeSoqseor gisa Optios O 


oyônios 

"esset ENS at "Y Grëng ep ejouBisip ep optapenb 

og jpuor0dojd ajuamejonp 9 (z 4 Mg we opepistap y Z sz 
owed opda ¿A + ¿XA = zouoojdopenumpop 9 D optjos wn 


ELSE 


zY 


LE LL vana 


DC pang 


Lpuo autre piatto E) WOI ONAPI SES 


A Dt tbéscesue 


vp Wopuadap sepriqo seAmo op sody so “ajustupemien "opor ` 


]22ds01 ASLANI 2 1-524302 Ax-ouejd ou "p = (498 24 9 
(Cs) f = seam se sotueneão (et LT EINS vu open 
-snp aunuojuoa dr GEN ou opio vum op sunga Gd 
eun moto seio sujsq ` — Eg 7 'e'c'e ford 


Ya (£980 s (Ci)f 9n 


ap soorpyis so ogs (x-ouejd ou 8 o f 
ed yoAni op seamo sy "(Dor Lt emg eu oppent ounojuoo 
+ Epa Ep = a fp = a SEIN sero o e ao n 
“lg = n Seat $tja1 op oret Jod an-ouvjd op 01331 vum sour 
-ouortued (cc'/ 1) supeuopioon op ogãeusogsugi e eptq - 


wo (á ch) E uio té 


onb (rorunuop otsotu o wg anb sogdung ogs 3 o f. 
ontituo 'opóouttofsupat ap sojmusof sojunfas se HISSE “soma, 
"Kx op sogbung ogs 4 o 21 sequi (4X) 30d opeurusoyop ojuour 
waonan q (a 47) sed vpro owon ‘an-ouejd o wed dr-ouejd op 
sEpENopIOOS op ogSuaogsueag eun 7 Sommet) (an) = (€ 
“o onb te 2 uro (a 01 ouod uin ojuewmjexo apuodsanoo q tuo 
(42) quod epeo e *g/; 7, [ eng] v uro» opone eq 'an-ouvd op 
Og18o1 twin 9 y onmuopesuoo ofno a &x-ousjd op ombor vun q 
q oppen of £ oróuny euin opuezopisuoo SOWAN 


“ono ved 1ejnSuvjor 
emojsts uia op (sbrougpuodsao4402 no) sagóvuuofstiud] so WOD 
opuuolotjas yuanes PISO opojotu asg 'sujdignim Steam 
wa SISAPLIRA op t5uepnur E vwd qe198 sieur opojpur tun 21038 
Sottoxiznposju] SEU 9 SUDIPDIO Sepeuapioos tuo sedi 
Siidojur soups sojuopaaoid sa05o5 senp SEN ‘sawjod sep 
-vuopzooo uro vjdnp jiBoju vno uro sasejnBuejos sepruoproco 
ma vjdnp eran euin JeUogsuvai ouo SONHA "LT 02598 UN 


SONVISOOVT? 3, SISÁYIEVA 3G VÕNYANN GIL. 


Toz7y99,5024v'-729V 
MES SET = 0.38 2y 9 dy ay 
Id (ei us sepngo Simon se asn to 


‘d 9p sapnfuvjos sepruapiooo 
stt zy 3 dy “xy sonropuodsouon sono so vud 
Senti e5o30quIse "spepouo1ogrp op oru 10g (2) 


(cet) sepeuepioon 
ep ogóeuniojsugit 


DNK 


«Y 


71V 9 by “py sona equa Tp oppen OU 
ouq o wrd 70 $ Dean sep sojsnfe so anb uyu 
-odng ojrxe 9 ogu seyunísep ojsnfe o opuenb onu 
Ep ogóisod ap vÍueprim e 39401059p VILA 'srbg2u24 
-afip söniaunioni sopuuryo 0008 wa ap soSuiq 
sop sejun] sep sojuampaotu sottanbad os-tutzrnf ch 


tts sojdupne On? 7 de 


* (soseBuryo! sepeuap1002) (8 ‘g~ '8 3 
omad ou viso onb ojofgo wn seyuede ved 
senpssaoou 70 d tp op sopSepitA se eaaosaq (q) 


“du op ogu vu q eyunf ep send 
UEI spptuopi002 su MOR od ZI — 79 SET 
= $ 0,021 = q wo sepejsafe otsa sezunf se og (v) 


"(seat 
en sepraoprooo wa) $ ojnfug tun op oxjnq wed o 
vu eed oSexq o aaow munf mg o Et op 7 0 
-uotunidutop o enuo ooptojso ojuvzsop eyunf eun 
&x-ouvd ou'z-oxto op omo wa g opidi rum op send 
oSrig 07 eSipesqop tao ejunf eum tsvjunf spy sepad 
opesneo OjuatupAQU O ESA]! oxtegu vindi y ^sgqor 
op soSeiq ap sejunf op oyotiefouvgd ou ajuegodur o 
Sampoduejoro Seog Supruaproco A Kaes Y Tp 


APPP LALA T. p RE 


hn x- yl IN dn 
ap Gp mp Gt dt) eat d Jr Je 


page sepesapioso 
ed opuemsoysuen KE 


iuxojsoune vp soxopagur 
Sorjetupiiob £ sou gea asseu vp urodejuaoiad 
eup'seuerdopnb Di XT tc oyrourepeuumxoide 

ap Jelo; esspur vum vo] a sonawgpab opt ap — ^ 
pugne eum op ua apuojso os Stater y (a) 


“sonamopnb c sp oprime eurn o ojos 
op ant o ayua RISÍSOUNE vp esseu v ament (v) 


"000 cLeo 5 ds 0000489 ee 


d(,.01X L6) - 60619 =9 


30d epewxoxde 368 apod | 
vio] ep oxuoa op sozjau! G op eIDUP]STp un pret 
-souge zp (10/8y um) g opepistop Y 'soxowo[ab 
QLE'O 9p oft won volts via], t as-opuodng gg 


“de segs 
sep onuoo op wiougisip vp opexpenb og puoro 
-10do1d ouourejonp 9 g ouod wn ure opepisuop 
RAS Z =Z + gA ECKE a F = 
+ A+ dr rien Y OUT oprjos op vsseur e NOY LE 
"Lët el FA Ee PO Bao jd + 
¿E = é 9UVO OB Jopragxo OPHOS op otunjoa O otov 9e 
at mate CPU RISO R IONIT tte 
ARO) OP GE opens OPHOS OP SUINIOA O ay Sc 
. "P 0384 op 03133 
-QUIOY 03119)51t9t] Op1jOS tun op *oseq ep oxjotugip 
Yun v oger wa gogu Op OJUSILOMI O am pe 
“TE opjooxg op ongjstuaq op “apus 
ap oxjo ov og5ejor uro eorpur ap ojuawow O DOY EE 


"Kx-outjd opd o 
po er pao Odd + ¿AA = 20100 opd 
opejunpop opt9s op opioitao O o aanjos o Iy ZE 

"d v eseq ep 
031122 Op ?roupisip e jeuorad0do1d ojuourgjonp 2,7 
quod tun tuo opepistiap v 95 D OJEX 9p 021975] t091] 
OpHOS tin op ESSULI 9p ONUIW O à vssetu v Iy TE 


"seo119]s2 SEPLUAPIDOD asp) :QE=TE Aan 


EE 6=2+4 6 
Tg das [ENT E 
Led tt TEE 
` x=4 pt £peip-443g ez 

Sat ER peg on TC 


*802113]52 sepeu 
-9p1009 tud ogbenbo Y ateeget CT Sosa 


A7 dt Daly Oste WO3 0)2)07).— Ope 


(a-mile4(aenmtex 


Jod open, I 
"nies Ap = A — H 50102390 *o1quretu E GENE OpUIESIQRS "YE a 
R q puengng 


“segas sesso Eent (NOg (1 emt y 
, =A + H sütuo)qo 'sagdenha sejsa OIQUISU e o1quietii opuewos 


ak og kgr kg bg 
dg-x=afigrren 
ll 5891 Se OBS -SPAMO SU A 
10d epep 9 opórunozsuen v (ei ` 
'oy5mos 


EID TE 
asdya eu vunojsugy p} onb an-ouejd op vamo v apy (q) 


gs4px'9gsÁKpex'puápex'tdgex 
sejas se ogs &X-ouv]d ou SRAD SV. 


“an-ouejd 
op SIENIOZHON o SERIJA SUWI se eent (DOS'ZT emt V 


vq opferoxg op 7 ogSeunogsnen ep esisAu e ouo. (e) - 


EYES 

] *g tuo (a 9) opoy o qp uro (£5) opo wed (a 1) = 

(4*2) DL 9 (£52) = (4C) r- d D GON IgA vanta 
sunojuoo epas ep optas o2s-opiiaj 4241 epensn]t 168 opad ,. 7 

V518AUf e oguo “gg LT EE oniojuoo 'eyos ewn ap opatu sad 

„L ogSenuojsuen eum sourexisnjt og ~O 9 7 sog5unj Sea ved 


(amo s (maux 


oyámios 

*&x-ouv]d OU sojtopuodsox100 A-SEAJBO SP 9 7-SEAMO 
8E.000Q8g gua fg m A "E = 4] 4 SIEQUOZHOU Stjal Se 9 
8= 92 "p = n ‘Z nsqne sep: so a-one ou 920958 


LEE TK EE 


10d epjugop Aa. Gel 
o wed Ár-ouejd op sepeuapiooo op obSenuogsuen e J efos 
SO vp sogóenbo 10d , g $juosoxdoz sotopoq 


LO Idi 
“1 op ESA vpeureuo -ouvjd o wed ar-ouejd op. 085 
-RUNOJSURI eum souroyqo 'njougpuodsonoo Y opuotoAu] “ogia 
*tun-e-um supsuapi0oo ap ogõeukojsuen eum g 7 as 'je198 wg nm 
um opetd ou (EEN e (C lat ogo ër oe ou CA Zoe (4 tege 
“y) os “9 ost ng mm 9 T ojdiuaxg ou f ogõeunozsue y 
i a to $5 y ty 
e 
DOE ! ` | D 
H P 
P. y 
po % 
ud : v 
m f 
- j 
H 
LÊ | 
E v at 
d j D E 
E E “Bjos BUIN 9 A-BAIO PRO 9 22-109 upto onb uia 
H m M 0 i . oses mn eent oduroxo ourxord () “8 o / ssg5ung sep ezamyeu 


Ere sphnpnu San Lp de 


Ar do 


vonnouy vjajmuor) e OPI EFE 


s - Y 
vo (a ya (8 a ff = vo a ff 


onbe o 'p8"LT EMBIA eu opernsngt EP A 30d y wə ep 
-eunojsues; efas onb az-ouejd op sogar pum ee 9 sonpolqo 
sossou op tuf) 'à 9 n op og5ung wun ento; as opueiBojuy o *( 9 x 
sopmisqns zoa eur Goued o wed an-ouvjd op 44 sepeuop 
-3002 0p os5eunogsten eum urourjop sagõenba sessy "senugãos 
sepunfos spered sepeanap op sepejop sagãumy ops 3 af onb uro 


“Ax-ouejd ou sajuapuod 
EEN io Í=09 
SE =A= A'T 4 0p soogpid so 'gronejá ou IIL DI 
-ouejd o ved £x-oued op, sepeuapiooo ap og3eurogsuma rwn 
wamap sojuopacard sopupjeridi se o “q op serejod sepeuop1ooo 
ogs g oussy gate 8 'q d e Jopuodsanos (q 'Q)g soue3vj a 


(amB=4(amM/=x . ] z Bpre=9 At 


ogõpmmsqns v somequodns o Ze age vios “Ax-ouejd ou g zx tuoo oupmIqre ojuod uin 9 LC 4 eg 


D 
ai pin 9 renb wo *yp (4 “dr J [f SOtuoJopisuo) 


i i £ O dian 
i Wë am etin wo sroap urea separa vred e]ntupg exun qnos 
vsóoreiqo eech vurooog, 124) (9)8 = qo (2)8 = v onb uro . eg Lp ena © 
> " Wi IAJ j- LIWAT = dp ut osdipo eu opeuuogsuem 9 An-ouepd 
np (0,8008) 4 J= p QM / . ou woĝpo vi antas ap zh Om: op omano o anb os-onfog 


a np (1,8 = xp ogue “(193 = x opum 


. » . 
-ysqns *sojuatuaatroo soten qog "AP (x).f [promo qus Es L1 van 
/ r 


«GUI PUT AO SIOAPLIDA JBPALU MUDI SOLUJA OC OROS EN i 
D. i IgG 4 X D , 
ES ` . z " ` 
E ES LT TIM . x d E> + m + ; 
3778 Lr 
N LL. ! A 
H t Ts ` 
4 D 
4 rti 
[EIER 
Tt o vind voryduis osonbo 
` . +e . : : ` 
u a 0 i T= din — Di + din DE 
. . opSenbo v xozujsties uraAop 
soo1jgid sop oloqsa tn 9 cg eint v ob pt e sonapuodsanoo (A “n) sojuod so (e) oued ep 
ovámios sopSenbo sem Senp sejod sopeuotogjos OI Á 9 x oui) (d 


sps Seid song LI dep > A do Seet use MOI ONID ` HES 


op opejounta oy "sojsodiuy s2p3ipuoo se umSofsipos sopómy 2 
sop1894 su anb sousanipo > “ao uote pro anb sophanfuilis 
Spuisoti su 109 sojoqugs so sopor *ewiasoo] ouJxo1d ON 


` 01) a (07) Cc 0) 0) sopa 
ap spigzadem oad epegiunop x-ouv[d op 01801 e 9 y onb mo 


y. 
4p Pra n ff 
epmopo - 


Man Eel 


| en ocóuyea 


“(TSST-POBT) Tover “DD OBUIOJE opptar og vratieuamon 
emm 2 ogôvunuouap eng 'jpoagmea op vSuspnur op ossosord ou 


(92:21) ougjõso epusngzos oeSimjop eanxoid eu epranpomua aropogdunyy 


deen SE "ozay asop ONQUE O vssedenpn ois 

ema), Op OPROJOO SJumBos o pp sou 075] Gate opSonp. - . “ojurpanuo Nes dud Jagonbesguo passod q d 

pu zaa ewn 2 edu (& x) ogjuo 'oAneSou arduas y ouergosef pid (Co modo Caen Bee min grasse b 
E nid: 8 E 3 e 

EE S Ee i ud Ke im D *n) opuenb ‘anb 9 jeug waste esou "Dum auuozsuwy Jt onb 

ojuod o opuenb ‘ogma toamsod sdwas 9 oe o as onb ` E rs oxuotuperoavd speyoag step y vamo ewn 10d pip 

PISO OJS] + [etis O Iren 98-0puonop "eántsod y ogdenbo wsop $ reg anb Ki a ER anoued op Pun E 

yop y vjdnp (Eat v ogyuo “ge vpo] wa q < (a eA de og apr Se E Ee a SCH Se Kos 

(a me D ` ode pey mm idee anod 4r ouod Tan opuenb ‘onb jey 

ap np Ka H f z= y 9 pap oSuop oy -eapisod ogan y y DPuajuoo EE EH 

: qum epo ura senumuoo seat id spoed sepeanop equ] ond 

sorgo D ap y voe e 9 (Ce T) uro epienbso g 9 "vjop 201230; ou no 2 DABAS ejuoumeroxed "eat 'sejduis 

10189301 e.ogyuo ^r uro (4 '3) opor ezud y = (£3), opuszegt s SN PAIRO pum orqos Open onb sojuod.so sopop wo 0815403 27 mb 


sowoxuipy (£x) opuerdoj oe à y Op e sopônisos 1odun 


"GT'ST) uoo1 ep enio3021, 00 tpraseq OLIYSSODIU:9 *e-oyuopaAuo0 Guido: eum wispa onb wed 


(SE'LT) maat, op orbensuowop mun sowep Tr sxpugdy ON 


*«SONSUL, peurs O outen es opuenb *oAngSoti oppuas ou 
no < srewu, peurs o apoase es opuenb 'oAnsod opruos ou elos “zoa A o 
vim yop 2 enajuoy e Sen (4 a) atroptiodsenoo ojrod o 'eanisod : d PO Lt 
OpSos1p eu zaa vum g op y enoo e e5ex (a n) anb eprpour y | E | 
x 


Em 7 Ges SC 
ma BE (am (0 Ae 4) x» (C22 ff. . Hd q 


i onua Ra Y 


“sepeuaproco op opbeuriojsuen mung Log =4am)fexog | (og'zi) Eege), s 4 


"oy SerSayut op ORSO Y oxqos eprapp euimiuoew SMSA ORU e OPON OP 
E typ ap 1080] tuo Ap np o Ap xp sogóejos se sotsouvznnn 'euroron) 


LES mua ant ZI d») x — à 
SE Af dt  vampoy pjaounor WOI ooo DES 


P mr — annm rice serio 


Ojuod o “BApISOd 03501] eu zoa vun $ ap BIOIUOI, e anood 
(6 *4) opuenb “osstp wry "opSewnógsuen ¡ejad y ? opnodsanoo 
(LgLp CINBig 194) ZA g a 0 2 DIE a 4 "Te 20d epa 
. furjop g4-oucjd ou ç arynfueios oprdos é onb Iono os-apoq 


oso. gues| pap 
guas;—- soj Lie 


EK 
-osef ofno “Ax-ouejd ou pi ootd op opdemsojsues pta outjop 


Qquast=Á'gs0 =x 


xejod ogômn 
-sqns y (ce'7 1) wuosoo] op opdeor¡de v 1ensuowap p oan 


Ossou:tojumjanto "1 11 og5og vu sourzg otuoo ‘sərwejod sepeu . 


tua a opireuniogsuen 102239111 Bea Jeqnojeo sotuettapog 


ovômios 


"98'£1 
vand ep sazejhaao some so anua po SEN ou ouuep 


nb otamnd op y ouiõo: v esed dp xp (qoa? "f ato 


S OTdnaxa 


ora lailoa- * 
ap{ 2-2) Sino”, NE f. 
SPU ap? US: 


Y 
apup É >) vo[f- = Ap ap tor fT 
soma] (CELT) eurozoay, o opueard'v 


+ ‘y 9p soxoriayur sojuod v uropuodsazos 
Lrogut Sôjuod onb “sapepjenfisap op orani Jod *tugquivg 
Ss-opod "pageSeu ogdonp vu zoA vum y 9p enojo 
v EN LU x) opio “magisod ORÍ9I1p tu zaa uun S ap exajuog 
omg (a ti) es ‘onb os-g4 enouet wsop opttopooong (p 


DEN ep £s x egos e ouod (4) ouo “(E *z -) e (z 


(Z) 9p Z = 4 vjo1 v aoard (a “n) os *ojuaureSoqeuy *(z 0) e (1 
0) ap Q = x eya e o110210d (£ *x) auapuodsanos ojuod o onua 
DR D) op n = a vio v oxi0019d (a 4) omod o eg 


"1811 vang 


9841 emëg 


695 supdupuusiiSo -gy dr 


Sg] eng 
a x 09 on Lin 
$40 
. te RE rm 
. H 
d : 0 


(158 cr emëtd ep ` 
mate € pepjozaden oëflen vp EXOJUO Y taoutop sejas sussa 


I=atn-=atgaatn=a 


“oquaweanoodsos 'ous n-omejd ou sajuepuodsoxoo sea 
z H 
-mose anb sowaa ‘(A + mi = £a (4 + n-)y = xopuozug 


It d AH 


Spo SE 008 open y 9p SOPPI ` 
so onb sowrojou “ uro etuojstes os onb az-ouejd ou 5 opidas 
e AU eed Y ogar e ensnj (DSS'LI wech v 


(a mp 
[85 


a oue] qoos o em 104 


(^ + nmi = A (a a$ -X: 


` et . 
'ao nop sowa um. a x e ogdejar wa sojuapososd sagdenba 
se SOUISAJOSOI ^. [ IOL eed ",.. I BSAN, Ogüvurojsuen 
v reza emma sep e LO euesoag, o xeopde eeg an-ouejd o 
ved &x-ouejd op Z ogSeuuxogsues] eum ureugop sagãenha see 


X(mA'x-Émm 


:0grmsqns 
ajuinfos e 010 3ns opuzitilojur ou trorooodg x (ox op oj O 


oyómos. 


4[ de sougpuy vrjovioapy WOI O35) BPE 


"roi 
(4 ^i) us und vp opepipunjord e omos ‘ogo (og Lt em 
194) 03] op stets g apuodsauoo anb gpd 0218938 gajas 


ovânios 


BELT emat 


*o3v ou enfe ep Py erpgur opepipunjord v oA 
eunioa o oy '(Sg' 1 eni 304) T 9 (9/0) + (01) onb mo 


ES Z d soo y- e (£*3)/ 


aod spep 9 eondno opipuas vum opua ^ir p en ep purgar 
opepipungoxd e ag 'soAnisod q a 1 woo Y = (9/09 + Guia) seh 
EEN vpod e anb equodng Sosa emt ap 
'opuny op unos up sapSeumioxde send tunas) soon dijasapipiras 


9 Tataxa 


“ejdnp Em eurn uio SISABLICA op EUSO vum oAjoAUS 
onb opeoide vurojqoid wn nos og5os 2359 sowonnjouog 


outen expoueut op cpuao (ce LT) tem v moo eprosuoo anb 


D Y 
ap dp dp à vos sao é dia [ff =p p xo (i004 fff 


an 
v euo (BEL 1) ewasoag op ogsnpuoo e ‘g e uas ,Ó oum 


*$ de 
usd" RÄ 


anb xe1jsout os-apad "gc oax ON 


qsg soplan spadong L} odo) 


Aen de CR was d uas d (pa uos d. x 


ORNS (TE'LT) seoxgjso sepeuopiooo sep se] 
RULO] se souuezimn as '(/ e; 1) og5ueq e asoy eeg 


(gg'21) eura108]. 


: OELH 
OLEJOJO() ot ¡RuoIstiotuIpp] ofojpue o 9 ajumnZos aaen O 


m 
np 
ei" 
mi, 
xe 


KE 
op üuerqooer - 
1) [= 208 | (1010) vgótuya: 

r j a 


e 10d opejotiap “md a 1 rer 
uo "(uta "nip ez dm angue d^ 


"NEOS v ooo ‘SIARA 
son op sapSung v (pg T) og E Japuajso as-spog 


SL Ol, i-e 


H y 
apapa 2 f[- Pic aJ 
(ce Y) euros y, ojad ‘ooy 


“PANISOC ogõanp eu zaa ewn y anood Lt “x) oqropuodsouoo 


HK oujoubar woo OPD OSS 


Kop X KC X zs H :SISABIBEA 9p t5uepnur 
0017 
(c) (1 10) senza ap opeapenb o iy ap vnajuog 
se 
dp ap (£ + 3) ¿500 7 3) ff ez 


"eptoppul SIOABJICA AP 
v5ucpnut v opuozej Jer3o e oj09]U) :87-CC 503930 


at c C m ¿Hoz X BAUEN op geen 


0= Qo x'x- JAZ = Ay ap oam 


Y 
4p xp dx ff et 


= X ISJOABLIA 9p tSuepmui 


Ed * EH iy ep waua 


` H 
do ar (et + af fr 
Am NE GAZA X ISIOAPLALA op tibuppnia 


per wi = Á ‘xg = ny op emuo 


Y 
dp ap (fp — 36) ff oz 
AQ = L'A + = ELO 


TEX gu Ls a op voto 


y 
Ap xp (x- ole 


*vptotput SIDAZUUA op vóurpnan e 
opuezay an-ouejd ou y Ota vum asgos upesan ejdnp. 
[0280741 ewn Ge justojur e asso1dxg 0-6] SANA 


MARSZ 


wat d KEE 


ag äs d M-AP HIZEN LI 


A + Ai 
2*6 a. GE xo 


n 4 “mod =x EI 


4802,29 z [04 095 2=X PT 
AR A ix E 


Le me outiqoovf O ai :9]-£T geg 


To, 9 uomo (0 

(DD GD 0H smp op oprapeab o (e) 
LEG A Ap txs- En q] 

y Ag rare (a) 

(01D) “CE 9 (00) ssotuoa ap opnfugin o (9) 
ra sexan Y 

b= 470 soe (q) 

(p *6) (o c) o 0) soppa op ojafugin o (1) 
DEER Ee nO 

15,8 + torno (9) 

(DUO (0 EE E 
ganan 6 
EOL OL 
vpeograndso £v-ouojd ou vano y opuodsanoa anb an 


-ounjd ott gasno 9 DYOY '(p-T sorotoraxg 194) vpraiput 
suptuopioo» ap opSaturogsuus] 8 y vfos sz p-6 SAIN 


PFA uz" 8 
24 uen L 

|. taa “Tax=a 9 
Arxia qe" S 
ERT paro p 
EE " ven g 
x “A KEE z 
ássa sgan 1 


^4 urtugap onb (a 1) p = d a der 
Sejnu eXopoquisg (Q) “A-SEAINO SE 2 1-50A200 SE VA 
-auosoq (8) "sepep staut sejod epjugop Ap. Guido 
raed Ax-ouejd op ogõeuuogsuey e y be :9-T Soxa 


GILSON 


EC Seid erën ¿1 de 


Lopo op "uf" oppo 
Joppa UN BOSNOL opunuro opo) wa soBefZOTapopnssun . 


jx. 
Patrgoy'Q = Puge(seey't) Ka Ehe? 
[5:541 
El qua 
E T2 
ve K 94 f[ = y 
"ma opopipungoid v sotuojqo Ter d ogbrugaq ep osojpue tun 
Sdt ste Gott sę opireondy "quio y eonda ogBarep vog y 
"to q'o sepipotu san sep aped 
* 082] op oumjoA O IELINSO wed epesn Jos apod ejmunj visg 
Ny at wa) 25-2 | gp 
uqvcesy't ( yz 


A xl 
Kaka Jm 


d 
op Tt 3 TE da Ze 2 Gea 


. Soto; “sresfozm 
op engg op cg ejmuo,T e no ‘saed 10d op5ui8»jur e opuzzrinfy 


o 


z Dr D Mu 
ap 4p (i) são J d go = A 


gp sou onb o ‘g uas t = a 'g $09 tan smejod sepeuopiooa 
wo v-opueunogsuen jerdayut euy v Jejnojto voe sowapod 


s 
. ap up ( £t z) soa [f Pago = A 


- Sowago (og'2 T) orgjo1o D opueoydy "(6s Lt 
vInBig 194) LS ¿A + ff MNO OSIP O 9 y v apuodsanioo anb 
S ogidor e o q « qv = (a "004 De 9 ouetqooef o “osea SIN 


ag=A'no=x 
, Og5impsqus e e108ns opuésBojuy op euog Y 


Y 


Y 
vp E H so [Y = ve 9A ff =A 


n 


NEXU 


at 


ESLT en 


tm 


w 


ost : KIT d o 

bref "ape 6 

0=4 ‘p= poe 
p=x Kl de L 

«sap5enho sep S091913 


sopd epenunjop onia e 9 Y onb wa “epera ed 


e Han 
mp pesou eum owon pp LC 9 UE teng 
-qq enupuo) ogbung eun q (£53) £98 OTA DAHL 


` é De fp 0 
ep àp dp à uos, d. 9 
! Sud ud ul 


AN] 5 
Ze Det, 

metro [SS v 

omi JI £ 

twp fl: 


Pe aa H 


RE e) 


P z [4 
ganas guia ino AA+ 1503 QEU x BE 
xs ns ar-tason- he 4 + a ax LE 


(m-v-tun 9 OB, epuo ensomu 00933 asa) n 
op Spaut got so pied y « (4 “me /(K'x)e ond 
ste) (a "ml sound ep sje ^fKx-outqd o wed an-ouejd 
op tpearpur ogStunojsuea e y vfog igge "DINA 


(cg otnoroxa op omsáfins v asf} 10pise8ng) 
(0e , (6:00 (^ me 
Leg (we e 


anb asom (sy = 4 '(5 LN n ogootnogstrvn 


vofa mg ës (nf 


spebo pad) |ssiipo 
sq + bo sq + dv b diia v 
E 


-ap sop sur apepopioid v onbydy 209759808 
e (a me 


(4 D (& de 


onb oxsour ina-2-tn 9 (4 9) É 


“(a 5) f = x supeuepiooo ap og5cuuojsue e 98 SE 


Kei 
-19 sbpeuepio0o ried sorejnuvyos sepeuopzooo ep 


D 
zp Zë xp (tz CN) Di 


EN 


Dean 3d SOIDJOHARDXGI OI) 


"a ` Iemuemen 
vwd upnturpj eun 19939799859 vid (gg 1) een pE 


KK 
, $ uos ud Er 
` KEE 
ap op ogSeunoysuea v esed 'onb nba EL 


ido y "bep sajuazagp sasojra GRO og 
ETC ta) 


06 = 9,06 = A "oy = $98 TE EI 
op (z «€ *)ej(.z 44 06 ouetqpovf o apy (3 


oer 9p ajuszogtp 36] sepettopzoo2 ap DUSE 
een vp OUEIGODEÍ O o5 MNOS 9 95 oyósjos 
v ved eyjosso mum ojuoumjeXo pH "apuotuojuor 
ap sgr se opus "eege vun op SIE ap 
rolgosdso og5ezijeooj eum uxo ogur ens euoporod 
as-opod 'sejunf seja 110) qor um op o5usqooS TE 


zer sojdmpre soalan] A7 da 


"opiu ep jeutj ogójsod v atoy *,06 
= h o]nfug tun ap ogu e as-e3i8 “ao BULA 9 


"opt op 025200] eaou E OV ",06 
= p opu wn op opiu v eppuĝas wa 99-210) ta) 
" . , "ogni tp ogxezijvooq 
gaou e apoy (1 '0 TA wo epesoyisod 


Qaprunopogure p o opSug un opos-ero (e) 


z(g so) + Ad ues o 195) + 3(dh. 809 Q uas EL * 


a z(g uas b us) + 
Oé soo $ soo + dv uos p soo $ uage) + 
x(d uos $ 509 + d soo g s09 É uos) = € 


ip was bh s09) + 
Ai soo d uos — dv was g so» so» At 
x(h nos q uos — di soo p $09 $ so2) e x 


100 sepep 025 oputiiogsugi 
eua ou (x 4 $x) sepeuspiooo sens oppe 
tegen ou (2 *& 'x) ots opui ep q ouod um op 
sepetopaooo se og *, 9 A SOXIA SoAQU SO POD 
‘zosia op owo wa A ojnBug wn ep NAMES 
pd o sou ouotu *,2 9 ,, X SOXIB SOAOU 
So-opuaigo `, Zuse op met wo g ojnifug wn ap 
z x-ouiqd o emmer pmo wa d 2 ,,X SONO 
SOADI SO OpuSIgo 'z-oxto op owo uia  ojniug tum 
ap -ound o sowen3 opd emy y sou-op 
-upoyay 'sopstuopzooo soxta op ogôejos wed d a 

8 *brzopig op sopBuy son so oscopugziyn OPTI 
-yduns sos apod ossooosd O "POL um ap. oSeiq op. 
sejunf sas no Coup wguowgaout os opuenb orur 
vp jeug ogôisod e üreaoxosop onb sejnitii9j seyor 
Von oumu q "gp ogõos “Tp ee pu 1€ 


A moe vied gz ojorroxg o asp) "jet a peput 
sownjoa so ogs LA o La o orssald e 9 d snb uo 


Ap d ff =M 


30d opep 9 398 ojad openeja 
A autoen o eat 533 wn med "T = TIZ 91/4 
+ DL opigsdga op eu e Aëune ore apuedxo 
os a MAN OF X TOT “a ot fezajsotige vum 
ap age opsso1d g DJUIMIESOJESTA. opianbe 9 


OQjeq D "soya wo sossaldxo ogs z o  'x anb mo 
gi ¿24 A+ tensa EP OO v wo) opjeq USA OE 
(ata 5 z'Aq e £m 10283 :OPISOBUS) POL ep 
DUNDA O JUNE OLEO = 29 BLE Y  q = P WO 


SNE 
Yet 4x 
č d d 


oprosdia opd epringxoxde 198 pod sust ep zunoj 
v onb yp misso 'songontopnb g/c'9 ap ppo 
-enbo ote 9 soxiotuigpimb DSE'O ap aejod opor mao 
‘gogod sou Ppejegor ontotenoBi seur "rain 
oyuouiéqogrod 9 oguen] OR tp opna WEI GT 


= nau 1 = PISIOAERA op vSunpntit 
(cv) 
"(o i) to 0) sompa EE wraiong 
g Y 
dp xp (Aia fe - x9) [ft 
2X4 ma xg m = N SARITA ap vSuspnur 
teto) (rio) 
“0:75 (0*1 samya op orzode o y op woos 
u 
a-d 
VA DÉI 
¿ira Cn 4 Ma XISJOABUPA Ap eSuepms 


EEES = x op ao 


ow) P 
dp » dir i xp) To 


Az d'al X SIOAPERA Op pg 
aqua ti=6'7= dx] = dr yop eiiis 
D 
ap xp GG ff st 
wydany- H sapara op sbutpnur 
. : 0700 
“2D Up songs op zade 0 iy op rauo 


B y 
dps aa ves ff vc 


¿idog vanjouy pujoniosr) Wos Omp) FES 


SC Sup 


` "Page suptuapiooo (o) 
piano dei aa seprusp 


"epp (9) 3 4p xp 
(a) 'xp 4p (0) open op wropio e senade wea 
-joAuo anb sepeioj sejdnp sera tem no vun ap 


Sa W3 gëff ep vory e osso1dxgr s6p-gp 'endaxop 


papa Lp Drëttel ia Ob 
FELIS] Teia pr 


*SROJI9ISO Sepuuopiooo (q) e Sept sepeu 
-3p1000 (v) vid ogxenbo g outro)sueT] :/ p-pr SIXI 


0=de-,d £p . 12950260 d te 
=ġusd Ip “j=20 
67.2 6t 923-24 gr 
“sags 


Om sp wa oopa nas wAsIoSop 9 Samgnaunjor 
Supetrapiooa wa ogõenha v RADIOS A seppe Aa 


waru 0 ——— c0 e 
Dim 9 
Sen Stoppugp , — ssigpnduvjoi 


Sepeuapio0D) — sepeopioo) ` pat? 


"AQUI e NAWO "LED SMS 


"ges Y ALYOT vred SEOJIAJSO seperuepsooo 
ez gea ep oxueo or cjuod op viU) 
y ¡ruojorodord ojustuejanp y oppi ouod wn 
W9 PPUPISUAP V o 'P OJEJ 1119) 02349]52 OPHOS DD SE 


“Z-OXIS OU ogSujo1 uro vozpi op ojuouroti o (5) 
reem ap open 0 (q) men v (ei 


DAL EDU sepeuapiooo op 
opw 1og round ojad a y = 44 x DIPUITO op 
20119]u1 ojod *, Agr = z opiojoquied opd op 
-MHP 9g apepisuap ap 009304101] opps wn PE 


KE 
-Tj91 ura vogu op Ojuauior O FEUDO vred vpezaqr 
vidis pesBojus ewn e5ojoquis;] d € f-oxj op vio 
Dip  peuororodoid aguotuesanp y (z A Sg wo 
opepisuap V *p = (99 d Soo sopd o 1 «2 + 
A Aoptproqtodi oad opmirop 9 op WN ce 


£sc dung sudo rdv» 


KH 


uma tj219ur op Ojtamotu O Jeroe eed epea en 


1183au; eun edojoquisa “q e (1 — '0 '0) ap erum 
«Sip ep opezpenb os jeuororodo:d ojuotutsioAu; 9 
(2 499 urs opepisuap y “6 =z owed opd 2, 
26 = z opiojoquied oped opejunap 9 opios un ze 


“pri Aa q A souejd sopo,x=z opumo 
op soonpid sojad opmaiep opijos op epipruoo 
O 2 atuinjoa O ayar 'sejdp sitadoju; opuezun() TE 


"ojus ojad ei eun Y ogõejat uro grat 
ap ojuotuour o ajor “sorjod sepeuopzooo oputzipin 
"d € sopnoxo sop ORUA op wpougisip v pruororod 
01d ojusute]ortp 9 qood win wo vory 10d vsseur 
ap opupisuap Y "q > Y 'Q 9 1 SONN ap Spam 
sojnono argo opido: vp viro v wap engt oun Qc 


"p ojuouidiuoo op ope] o opuajuo ror itm e 035 
GE 119 9122907 ap Quo O ato V "b ojuotupidiuos 


. 9p opu[ oe oudejos wo ejpugisip $ peuojozodoxd 


sjuotutjolp p voy Jod esse ap opoprsuop y 
Sud ap 9 q 'osojongiduoo won sope] op o 
maugo ojndugu] um op euros v wojeunug er) 67 


“Opa ff oy qe toute op vioupisip x qeuoro 
-30do1d ojovavjonp y (£ '3) uio way 10d essem 
ap apepisuap vo ‘X= do A = Kop soopyi8 sojod 
Upenuop opgidor vp Gu e mai eu gin gg 


"engt DOY ‘g v opod op erougisip v petoja 
sodod ouonrestanu 9 (g 54g uto vap 10d vsseur op. 
SpüpISuap V ^T =- DIOU OP JOAO 9 Y UDS 4.7 4 
Jose RE UI CURIA Le 


dien 
2591 vp Grape Y Y esojosadord ajomeiosp «c 
Hg ura voy aod essei spopepisuop iparra oc 


LS 
op eiougistp g pruojosodoxd aquatnjanp (Aa) wa 
var 10d essew op apepjsuap ig =x g= Cx s so 


"epeorpiur opupisuop v à sogSenba sep sooguid 
sojed epeywnjap opfer ep eunoy v ua onb wurug 
TP ESSUUI DP OUID O 9 ESSPUI E DYOY 397-97 "SOLO 


*sejunstp ses 
KH ss opepeson Gin perdojur ewn owon; p 
EA to Im assasdxg p= d ound oa zy + == 


opiojoqeied ojad epejrunap opidos v D vías az 
'Á “x ap PRENIQIE entpuoo ozung vum f elos pz 


0,0 


INI 


xpépzp ,z4,C8 X 
E Tp y 


anoo "tegen sepeuspioo» opuezittif) £z 


: ET KE 
xp dp A+ x lt d 
omae 'sasejod sepeusp1002 opuezinr) Zg 
KETTER 
ap sure so o pod oxo ojad Ypey pop Bän 
ep vox? oyar vjdap eau ewn op orou Jog Tz 


“Te A+ x opa O argos piso EZE VO 


eprojoquodiy op aped ep ajogaedas ep row v ayy 07 


"xp es EH o + AA mox 
auos op ojujadas wp aped ep voip 9 ayy er 


"puo ¿COJO og Y A AL 32 gr 


DEV 
UD CD) soria op opadugios o 9 y Az 47 


*Kx-ouejd ou y ogai vp valor o ogSenho vp oagyi 
Op OXIBQL ops op OUMJOA O MIY :g-£ T SHOST 


Mp puo y | 9r 


KEE d js 


^ epreynsod Tom v ou 
-je2 a oyovidoyur op uspro € DAAT :9T-GT “SOON 


14 Ap 
an, Tel Am 


A ES 
o 

ap 4p al = 
et: 

fp xp 4 J 1 


«peso! Team 
z wud ogdu ou] op ogidas v 20005 IpI- SHONA 


A7 dn rapgeuy vMJoutoog) WO OI GEF 


655 


tem BU 9 Vougo EU SDUEoTE Gët 
ep sejougnbosuoo tg) sopejmsot sojuenodur 
ENEE ee 
open O 9 ‘oxn O woo vjougdroApp e weu 
-opea onb ‘sayo; ap puasozos vjpupêaap 
Dp viaoa} O VüepiOQe SRN sop5os sy 


*opeuro wn ap ongep ojteA 
op og5ejnoxio vp apngudeu o ogõanp oto 
ste] pepaojoa oduteo tum ap SIeuoIoejol Sojoed 


-se SO 10A01950p oyuiod Teater O ‘omod 
um ap PSUeYuIzia eu'eperad no EPIAJOSGE 9 
Dote O QUIOD "Eet opepiuo pum qenb gexel 


op ¡VUOJODJOL OP 2 DI2UQE.041p p og5eyo1dioy 
mt eu sepusn ogs afojadas op a Sgoummo 
spegou; sy "jogadas gum op sgAtaie sas 
“a sopmy ‘grano op oxn] op exer — Oxni 
sp seuropgord e ureorde os o sejdnp sre1891 
-uy sep sapsueixo ogs ajoguadns ap oam 
sy ‘edog op odureo ap wn 119 SAO 98 ENS 
«sed vum opuenb ópeziquar oypeqes o epo 
en. Gomm spop eran up sopdezgpes 
-auo8 ogs onb 'spoujgmuno spuSojut sy 


*OSISAJUR O OpO] wa sayuosold 
*oonguSemono]a a jeuopowiavi sodio so 
wronput onbaod *sodupa498402 SIPHOISA sod 
"ute so ogs perpaoranid ejouguodin oc "25103 
JOJ9A UM RO SPEPIODÍSA 10194 UN SOUIOIDOSSE 
epuesqus ep epnopied pro É anbsod sop 
«ameno use = sose3 no sopmby “sopros ap 
v[os vuoj ap sodumo o opuprojoa ap sodiuvo 
uroAqpAuo sapSvorjde siediounid sy 510140124 
sodtano so oxourid souloepioqy "Stot 
seu sooSeoydde svymum urexuoous anb sop 
-vins21 opuojQo 'so]j99U02 SOAOU B SAIMN 
-ue spe sotroxeorjde “opmideo NSIN 


OYÍNCOYLNI 


IVIMOLZA OINMIOTYO ës 
NO: CH 


gr omydeg Si 


v apour rus y Jenoa odueo wn , 


| 
| 
| 
i 
H 
i 
i 
| 
i 
i 


out Kp -x€ =a 46 +g = n 30d vpirp 9 ano 
et o amd dr-ouvjd op ocSennogsung mun 99 zg 
pa E ap eSucpntu e opuvogde 


: 5d 
4p XP ceat o a f f 
sei Ê 


efa v apo ES 


Süd 
opono oe eytiopuodson02 an-ouepd op vamo e ($) 
qua+dg+ 
xv eos e ajuapuodsasioo an-ouejd op pano v (a) 
la “me 
qro M l0 
a-seamo se (q) mseama se (2) 3 


Lp») voupjouy (40020 o2 OMI SEE 


gemet 


A I CEpET mte DNE RCM TNNT atq 


Qux 
(fx) (GC 1) e GC) 981 canta 


Los e ooo q = (d 209 - 1 anb opuensom Or OO KT 
en om mos [al] oi ap opnozo oe aquel; ‘usse "ops Y E 
feuoBopo Jes aated (499p (o'gT van son) (€ "ig emd ogáisod 
sopa 0 PE + pe = a efos o (4 ‘a)y oppg ojuod win sowatoprsuos 
“a repojoa odtueo op [Riad ogòuosap eua e Soruxeloto eweg 


x 


H 
H 
T 


rotunda ` 
OJUQUIAOU U9 PPO Y SOPRIDOSSE sog SOBOJPNE OBS S910]24 SO (Cyn 


fa 0-9 ma G-H rau 
Weit kl 0-1) 
Dei G3 
ED D 
"leng e | SR 


“C'T EL) eu sopedogso ORISA saoyoa sp (9) 
sojuod sosiaAtp e sopejosse Lt 04 s910]9A SO pp OXIEQU eoq Y 


ovânios 
fr aC (E501 08 ¿Y poa oduwa O VADIOS9 Y Eat enia 
EE] + 
*eyurndos ojduroxo 
mmer (4 “) no (z “4 *x) soztdy sojuod vsud (4 sd e no + 
(2 ag € urpuodsonion anb s210]2A opueSoqso joias ou? |. ` N 
lun 19A912SOp SOUIEULRISOD “SOJU]L9S0 sopSung OBS N O JM Spuo p + "s tas 


RAD + (A py = (Oda 


. 10d Opep 9 sogsuounp Ls 
senp wa q pertozoa odiuzo tun omg ‘(pgg vins 194) VES 
ojunfuooqns um 9 ojuuopunnos 0050 x-ouvjd ow opidaxeumg |... . ` 
- < K 


apyodsasoo q orunuop 09s (787) ap jioadsa oseo owog 


"sogépeoso sopDung E 
E + o et Syr CC 
«opio *qq rio m (z Ca) os A ep ojunfoooqns um 


9 Oruptutopenuop ofno a gg op ojunfuooqris um 9 q onnüop ` 
ofno q ogoung vum o sapstiomp 592) ito petoga ode un | (1:81) osbnueg 


196 muoj oo ro Sr du 


` "ajudas ogôtugop eu 
optojpur ody op q og5ung sum OUIDO GEET 198 apod peri0)9A 
odimes um uissy 910394 odo tum ougop odi assap ogSenba ` 
vpoy opuawesordjooy “sasejraso sagung Ops q 3 N tw apuo 


rt van Cat indu 


x 
A 


Gem 


(Dr 
` z 


MN EE vp ania 
yE V 044 QC) a = Ea 

Jonasa sottopod d op z o 4 'x septuopiooo sep tuopuadop 
(2 ' a op soyiouoduoo so owog Let vini 104) (z 4 pr 
oquod op operoosse 102A 0 (z * "a 10d somajouapa zët opeuop 
-J000 vtuojstS um soumznpoxur jui0724 odurmo um opeq 


. *o[nmdeo asou sotazepmsa 
anb soojug so oss SOJIYUÓJIUISO SIULIOJDA SOMBY STU], "dui 
op sojuapiadapuy oys SolopoA so anb sowppupe ‘sagseysny 
SESSOU wg peppa s Ga ap.sopniso uro sumuot 
oys Cham ap sodiuvo so ër 3010A tin opsioosse piso ojuod 
vpro e onb uro [0110]9A oduieo tun 9 sudo] ap ode un 


ee M ` 209 trm OpEIDOSSE 
gasa og Bos up ouod opo;  onb ausw uro 19) 08/9210 Y POPA 
odureo op so1012A soonod sun souade wroqrxo wisse sopSexisng 
ont BUIN wo ojuawgaow Wa sepp SUjnopHed v soperoosse 
epeppofeA so1jsA aqixo z'gr ed y oa op no enay 
sp Genf o apepiojoa ap odtue» ton 1eupuuopop Var IPod 
"epepisopaa ap pdga ma 9 ody 23599 (een oduro wn op 
-SpIDO[9A 20394 tun apuodsenoo vpor vp ojuod epeo y ‘oxp um 
op owo uro open epoi ewn 20d oppugop [erojsa odurgo wn 
ENSA 781 endi v [0110394 oduueo UN pisto S910794 59589 
sopo} ap ogó9]o) e onio Tt ojuod owon y mei anb 10194 
ut ojuamigjexa operoosse yaso ogia! etum op y ojuod epro rag 


SIVIHOLSA SOdUINVO UL 


Sr dei Daa BONORO 1110) OMAPI QIS 


qe 93 ee ert G8) JA 


:xnfos e ono» 

opiuyop Toma odwes o 9 (z *£ x) f op ajuaipi48 o (1691) 
DMLOJUO) “OPUS "Staate Som ap ogdung vun 9 / og - 

“TORMAN op Jesioapuñ ogbeyAerg 

vp 10] ep mn vursour v was quiojnoz) op lo] e anb ajon Let) 

ORSU vp SONSAN SO os n 3 3 9 DJUESUDO pum 9 2 opuo 


vi, » (z Ca 


DICK wa 
vpezijeoo] squiomoo $ op jemuod v33vo vum sigos 2012X0 eja 


“onb (z '£ 2) q 25107 e ogma “ursB ho vu vpengis gen sqruopnos (5. ` 


ep jenquod veo eum os onb eue quioqpo;) sp far y Eau 
1103) EU 1191000 meque soszaAut sopespenb sodureo sy 


"orn soja tun 9 afff yg) = a a y omod 


op og5;sod 10124 O 9 3X "JeuojoejtA?i ous vim 9 2) apuo. 


T: e (z ‘d “da 
um 


9 (24 “x)yy tuo upezieoo] su essen op enoed 
LUN ojos &pozoxo 1510] e opjua ZAX opeuop1oo2 LMS run op. 
W330 eu epeziqe20] piso Ou see ap vimopred eum os “uojataN 
ap JUSTA pun GEI BP IR] V UI02 OpIOOE DC 'S08J9AU] SOP 
-e1penb srey10124 sodureo eunuiojop opepravi vp 15107 y 


*sos19At1 sopvapenb siepozoa soduizo, (97 uInHig 


0«2() 


ët jouonaomop) suo» 


"(m)ugr einst owoguoo ureBño ep 
Ap4Ud v as-urodrip SAJOJOASO ' «2 96 “>> ved sody so10)0A 
sun8je ens (Dyer einig y muronp (z * x) 10724 op 
ompouro ‘mogno ep os-opuejseze oAouros (z d at onrad o onb. 
vpipatit g ‘onb eppës Get (2 x) ouod oe Q op vioupisip ep 
opespenb ov yeuororodo1d ojrauresroAnt o (z €) ap ompomo 


yl E lul dhll z le Ké all 
A OB 
01105 osstp ugry weSuo e eed opr3 ip vise (z ‘A Sd "ga 
“a 3 9p oAnvdot aejeoso ojdnnur wn 9 (z € Oe ogiuo 'Q > 5 
9S 3 opuezipn odio ou s910]2A SO 1peH Gg sojduris sreur 9 ‘o 
Saa (T'ST) Wa oux 00 ogssoidxa eurn v 10493089 SOttfopoq 


(Qu EE CA 


MEA AS 010) 


ovámios 
(7:81) op (z 4“) q osoan opespenb odures o vADIOS9G 


g OTaltzxa 


as os39Anr opu pen odureo ur 9 


: ] 1 ]EHOY9A odur un 3 
- ep'ogoonp geen v wa) anb oppyün 10; 


o HYD za 10d 


OS 


"Spent SEI2UQIO SEL 211020 amb steriozan sodtuvo 
Sayueyodun sieur sop tum znpoyur oe5rugop viurxpxd y 


"Tt emBta ep epoJ ep oses ou GC "ejuoume (Lda op opnppur 

O “mano vp as-opuejseje saou os (4 ‘a)y quod o opuenb 'onb 

vop[dust ojsq OMIN op oe: oe pensit » (4 “a ap oppta o "ër 
llos xou = Wé aal 


onb ugquiej SOWAJON 


(van) ogbiugea 


Br Ws) wougsuy DOE uos OMAD COF 


"A X A nO "q 301 10d somosejonap 
anb ‘g op jpuojovior opum periojaa otmen osno Amen 


vxed 70100394 oduro tun e A ¿opriado o 110398 v souaardy. 


zo ép xp 
[pa = = 
agt ttg Jfa=JA 


“op aupa 
O znpoid Y .ujuoso ogõung vtun axqos vado A os “(Te 91) 104 


SUSHİ $91 uro A [PLOJOÁ pepotorogtp 10pesado y 


: AUCH) JA = (2 40) opep “(2 49) f see opd 

U UN sOtticiepnysa *e'e1 ogSog vu *eporued tug 'ojmideo 

PISAU JUBIpE simu SOAHEAJOSUDO SIBLOJOA sodio orqos sao 
MUIORUE seaou sotoirznpy *(1/2)4 = (z 4 4) souraiqo (ver) 
TUDOD op ogõensuowap vu f— = d opuozej osea IN (2 “4 
Dan (Dg onb ji d: ogóuny v otto ouryop es j ones. 
702 Woon odtueo wn ep [erouojod oubun] e Ce EN 


"L'8T vang ounojuoo “O ap myed v no y) eed Sopvjuono 
* 'sjod 'opuos *surojso susso e store Ogs (z A “3 so10]34 sO 


“1108130 V OUI 11100 SEJSJSO OBS [IAJ op sororpradus se “uissy ` 


SOL9]q0 “SOSISAUI SO 
opueto] o Opuzpenb or soiquiourso soque opuvAo]; 0> yopuo 


y= ze a ux) 
md 


Du ep saçõenho op soogpisi so ovs 
Da VIISIOA T, Op OLSEISHOLAp eu A 019A] Ope1penb jerojoA. 
A Op eu ogóung e ered posu op somryrodns sy 


ut A) = dbi =opuo 


AS ARJA = (z d a 


sojuIndas O soma "vjoxioo ` 


9 ogóisodas e onb void f ap soe sepgànop sep omoj O 


SYS muer OMNPI SI Za 


AAA ou uu 
GEM d (auf 
anb rang 'ojuoureAmoadso: “za É ‘x e ogórjos 
ura sojuauodtuoo sassap permed opSurdojut y *ojuaumAnoodsa: 
Ce d Ia (z Cf a A jf ogs ap op sojuouoduioo so a 
Yaejeasa opginn vurnSe vxed (z 4) fA = (2 *K*x)3 ogu oan 
-BALOSUOO 9 jj as (E'BT) ORT ejod “ajuejsuoo vun 9 2 opuo 


" wa kaf kA + 
22 


putt +1 Dd no i. (a 


“ ojduorg ` 
op ogónjos eu onios ‘ogus 'oszsAur opeipend EE os * 


OYÓVHASNON3a 


"sagóeoy¡de seu ajurodiu 9 ewoo outixoid y 


Aq wgyuoo onb (jrrouajodinha no) vonmgiost 
atojpuedas y ¡puso 9 f op ogõepea op SNE exe viso (2 A 
“x) uro (¡epouazod no) winqeroduro) v 9 (2 41) f opuo sapSeonde 
wg “q we qepouojod op ogSeneA op vuspu exe) v 9 fz ^4 
3g] onb sowenoid '9:97 03525 ey ‘oady oseo un eent ga 
vind y (Us dt NËT upjuoo anb iy Gud f jutousjod opSunf 
mmm ap 19034 ap ajogfiadas y JDULIOM P OAJDALDSHOO JUMOJDA 
odio um wo (z "E yg aóra opo ‘assy "(USOS 
= (2 A x) f'osbenbo vp ou o 9 y ajogradas y Te K dai 
Og uigiuoo onb op y am op orojadns y petuóu 9 (ez 4 93) y 
= (x 04) JA aape? 20]94 O OEJUO YA = à op ojumop ou 
visa (e 24 Ux) os tonb '(oc'9T) vtia100], op 'souoiquio] (e 4 
^x) ojuod ou fepuajod o y (2 4 *3) fo g vred jviouojod ogSung 
vpetueqo 9 (esr) uro f ogoung v ogjuo *oAngaxasuo0 9 Y ag 


x oq 


"Jeroodso ourou vun waqasa: 
sozepeoso sogóury op sojuoipeig ops onb genau sodwes so 


(rg) ewoo: 


(arem s 


(eres 


EAR 


Srel 


`. op oAijuAosuoo awpa odora uh (eau oe5jugeg 


ser rama 
x 


A 


St do  voujpouy VMIDINOZD uoa Ojuojpo pos 


Kä? 


op opepyuendb woren mp p< [a Arp] os > ue oñod uin ajsixa p" 
anb sowezip fojop opus onb op ouod o esed opuinjj esseur 68r og 
ap'apeppuenb aorevs py 0 — lag ap] o omod um 9 y Ae essem ` * 

ap oxnp O 2:q05 UO sou g Atp ogo ‘sp8 no òpmyg wn op 
opnproojoA op odio o 2 9$ 'anbsoumsaA ggr ORDIS EN C 


DEE ei = 


` xi 
(2,0 T "TES E + (240) t "EA 


«ven oro ea 

oyámios 

"4p At yz Cr Me Qo) ro ECOS 
Y OTAN 
"la np) no? Ta - A] i 


10d ejonop as “y moped ouod wn wo ET 
nota. A op mp O (24 SM + A) puopuny soea O 1ouap 
ved 4 + A OJOQUuIS o sowosesn 'ojdtioxo owxoid ou owo? EJ, - 


E de LN 
Qut Mm * Unc T 
ea eeu [n2 taa 


. angas QUO) * 9 A 9p Jejroso 
ompozd.o eg 2224d anb op opout Jod eppqo 298 pod ejnmzos 
v onbiod viougSisArp € vwd q. A aogus O SOUSA 


p USDA 
Y "ogar eunSp tuo stewed, Sepp ap süphiop Aa A 


pm as d + Rz CX) HIR GC a los (281) ogôunea 


-anfas e 01109 8 ¡epozoa odtue» um op med e 49j5252 op 
emm Jogo pre A JopriSdo o Fän Gem os-opoq 


rodeo op sreuorosjoJ sopupatadold 19491089 
emd opesn 10s apod o (g'97 Ed 194) og5v101 ap op O 91908 
PISO qp 101 opua *, opnequtotuopos,, no *opueior piso sp5 no 
epiny o onb tuo (z ‘£ x) y ouod win souueieprsuoo Gë "ojuotü 


495 PHOMA paro $1 “dv 


-1A0U op sreuojoejos sopadse 01q0S sapSeuriogur pp sow ¿Y 303 
Oggi ZÁX-PUIaSIS TOR uro UNUA ENS sp3 no opp um op 
spepioopoa op duo 09 4 os*onb Spa Cëtogiog eN 


AS + Lt a MT — une) = 


(20) (e + dem) pri 

ze aw xp" 
T T v 

A f ! 


sowa (9:91) open 


P. 

| oy5nos 
` : "dx opor Sz fc dad) yn ee (Aos 
E 
o, (58D) 
OBSC op COU vponrgour "mere end ppp am 
ee DAMSOÄSYP uin DO Serbien sanSung op 
ayuy 21/9912] ? 2 juzozed OgSARop ap sofoqtuijs op eyw epuntios 
v eat op gisodwoo 9 egas esporgid e spod *opreuguzorop 

tun ojuoureudoid y ogu (9'gT) uro vitonp  ogsso1dxo y 


01102 4101 ered ORON 


ARIP um op PIUJO] tu 9S-19401089 opod jj 101 3p Opsso1dyo 
V (e e opepoosse (z € gp x A no (2 A Ng or 10304 O 
3ejouop vred A x A NO g 101 ojoquus o VE) SOLOS 


. DEER 
RE 


[xo ai = AN mS 
[pi IEÉIL E E a = 
(2 a) E 2) axa 


` od opepa FOIS 
O 'ogidor porte wo spod sepranop wo) d 9 NN 


opuo yz € SO qr He C3 iG £90 = (Ca ebs | (map) oe5ruueg 


i 
i 
H 
H 
| 
i 
i 
- "lu o P. . (9:81) ajueupunozop 
` apagas v Quioo ‘ueu 


DI di Gomm Dain D e OPIPI 99€ 


— gees Dedos 


¿enspuos pennaa o25un] BIN op. 
o2119u1098 optoriiusits o p peng (eer) ordiugaa 
vp v vogue eme op (Oz A4 07) mo apop 
-puguos op og35ou v eungap (1:91) 10d zpep2 AaS 9E 
Lopun op emeng , 
opeogiudis O mat om asap q — 2 ogsiutiop 
vun a 'cr) ogbnugaq ep g edojpue earem op 


(rc e et) 
v= (zt) un 


vugop (r'gT) 10d epep 9 os SE 
p=0+q +v ed zo. (qe =D] pe 
A ce 
deen s09Seode tua oyrepradur poded weyu 
Ken BEEM 


ado Sp oyunda e een ogdung e anb 
d ¿q otajaiaxg op oben e WO) tpg-ge 'axoxor 


oA At EAS A = GIA QU 
I, = Un ato, 


anb aaosd 'sepundos sjermed 
sepranop ap Seprjop sazeqrosa sagung ops Zalos 


SCH Bi ze 
EL A REL 
"A 

10d epep Y op ouvjsvjdo7 pour 1ejeoso. ` 
ogbung eun znpord ‘(z ‘A tx) J oxqos wadò ¿A oS 


01109 A + A = ¿A Ié puodo ode ae TE 


(sz o1poxoxg o asn ¿09I82315) "q = 4101 anb 
BA e y 1100 SOJUBÍSUGO OBS y 2 2 optro Dill 
= (z A gos al] Sto qe + BOR s a unos TE 


Qzt10 0€ 

aw 204 = (4 102, ipu) me 
0- a Di ap ge 

9 /perdyor 1 


a “opeppuspy 
Y sebttan cajitegsitoo 10394 UM 9 € 2 senumuoo sep 
“unos siefoacd sepgApop 109) 40/95 IPELE SIONA 


BCE DC EG KE 
ax UAA ANAA sz 
D-A*i A7 (0*3: AN 
DXAHIXALDHDXA EL 
KEE Ko “SIM 


KER E 1onb 9A01d senio stejosed SOpeApop 


waj 9 CAJUARSUOS 9 $ peLiojoa odwea wn og TZ 


KE 
-sodsas 0 2 Q ogs osaan; opespenb jer0j4 oduwa 
un op vroug8ioApp v a otmen O anb 94014 TZ 


o= (2x1) a1p (9) ez = (1 x 0) 103 (9) anb 
9A01d 'ojtrvjsuoo JOJDA vun 9 E Wa Dr 2398 Qc 


éis [Pis oa ` Zä Ai 
enb oaoid yz 4 f qs 498 61 

att + O - Fox e grupo GC gr 
März (ruos iC ye QC UE 
Matz Brief “da er 
a 84) fete ure GC) st 

"IL ADAX A DV SBT-ST DIONA 
a-ACUUSM yt 

(A) Bore = (190 ex 

Grdrpjus= (Ar 

Zoe fes (ADS 


*optorpuy jejouajod o grat onb 
Dären odureo mat uge 


y= (ama o qeda 
` xc EH 
er EICHER 


QU y A a 
bru=((da p Kc & pz e (da 
Kip- (Da c Mers (a 


“a oduseo ou s210194 sop ogsped o 1ensn]r vied 
$2103 DP AUIS OJotUDU LUN IIIJ, :0]-T" Am 


vei SOOT 


695 PHORA ga BI do) 


6 
8 
L 
wpada g 
s 
£ 
H 


siejozed sepeapap waj A COLS o qa A “pj sojuauoduioo sop3ung 
SE OS QJUOLIOS 2 95 ERUJLOD 9 jf Siren Saturno) so 19997242459 
sowəpog 'oyseuodinoo gpro someifom no sourouasogp ‘(z 
“4 ré 1er8ojur no 10jouoggtp eed ‘ojdtuaxa 104 “ST md) 
QU SIBLIOJOA SOJOJRA U102 SOT op OSLO OU SOUS OUIDO OK? 
“5 op sojuouoduos sop orot xod sejdignu speaojut o smod 
seprapop 'opepinunnos ‘sopu quigsp sotuapod ogia T 20 
iuo owo OJLOSOP 9 A Jenoa odiu3 tun es 'ojyuotujeur, 


EIA ETA 


ze xe 
EE ro EI =(9):4 
501012] so opuedradeay 


zę "a 4p 
ds" irren EE SN 


ze de x R 
UD AAN AMD ADA 


sowajgo (et) orua e opurogdy B 


"df INJ S yu af 


Opus zo É 
*x ap sagung ots qo ASA KEEN IN + Ux = EH 


oy5nmos 
ES mon Ais (1)-4 


. anb oxisom “waspo speed sepeapap 
se og "enojan op5ung vun y a meos opSuny vum f wefas 


S O1dNa3X3 


. mc So[opo1oxg SOp urvqsuoa 
sopuporidoxd semo “sepeanop eted ompold op vido v Gäng 


epsporidoid eum sotueproge *ojdtuaxo ouixoid ON 704 9 Ap- 


md seopqoépe sopeporidoid seuga Jadojageisa as-urepoq 


(opuejuautas gen 37 ma vinjerodui 9) y wa 
Opje40sqo opuos pisa teg KËNN ag KEN 


TE YISa 10182 O *9 osi) y Wwa 


Jojo ap ot eum py opus ‘g< "Lit A] os a Jojeo ap oxang o 


ejuasoadol jy os “CULTOS emsou eq ^y tio 200 won oSod yq ogu ' 


*stonjsso1dutoan; soppy wed omopupioa p onb o "Q= "fg ap] 
eg “y wa amog mn opua vu Oy wed onb op y op esse 


“010 J 3 N J TWO P000 OWSIMTO 9S 


BI du vonjsuy DHJDHAP O OPIBIpO 895 


“ungas e 01109 

SOjRJ Sojso SOMIBLUNSOS POURI op SUF PIPA GO op OUA 
-4iduroo op jerouoJorip e 9 Sp op mme e (9'€1) 10d 'onb 30N 

pae mä: 
p doy] + AQE = uo) RA mr 

o 30d Sjejouolaj1p se opumsqus a 

> ap oxSvzinotuvsed vp (ji = 4 (9)8 = x 0s-opuozey sepejnojeo 
Jos wropod sreoyu] se 'ossrp et “(orde tano vursour v ayope 


as anb opsop) y op osSezriourered rpo Ed SORISAU SO OBS 2 
waspa (eet) wa sayay so oujuo ‘q rua ENUNUOO 9. fog ^C 


(6'81) seosusuup 


A 
"iios v owo urejouop os a 'ojtamanoadsos (ox ` 


“gv op5epor tuo J op oBuo; 08 fap suot mo sju1gojup Se ogs 
sayo “0 «- [gl] opuenb urojsixo sugue steg ap sogni so os 


OTT oan 


lz 
LL 


ax 
Lg 
E 
7 
Es 


D 
e 


senp ue sesujalno Steen 


. uH sep 597 se ele sowar 
-opiSuoO “(OT'8T od 194) Pr 975] uro orotugu um os-opuoqg 
-0353 opngo Li 3g wo ojuod um Da dun efos “y upro ved 
Koetz mammen deg T-A = e Ee he Tay 

EE be mer 
vindi eu opensny auxoguoo Ag!” Yg soped u wa J map 
Y 0g du A4 soquod so ogma Y e sjuopuodsanoo 9 Wa 
ojuod o 9 DI Pa og (Ey 175] ojeaomuigns xow op Gen ` 
-pduoo O ‘efas no) ogôpivd vjsop ou e Meri] rod somsimponag 

qa >>> ` 


: 7" opueypooss *onenrgsed op [q "v] op 
o opueuopped somsoomo) "O op oBuop oe Jap somoronp 


spou son somegugo q > 1» D ( 2 4 (98 = x ogõez 


-uouesed moo 5 palas TAMO vum opuoyioo (7 ogidox eum ure 
vnupuoo Co xspappea senp op oBóuny eum f/'sotueuuodng 


+ "O[LAXSJUIQS EE uro aAens fos J onb sqm sopeiDas sojeatequians 


wo opetojpued jos apod [q ml os paons apretugopard 9 O 
VAIO 7 9p SOUTISO SOJOJEA sojad pramgop o?Sonpe9 2 op 
top5ujuozuo no teapisod ogSogp v (7)y  zuioo ody ouisaur op 
OpSung 2119019) BUIN SOUtEIOpISUOO soSedso ou seamo reg [q to] 
mä SEAL ajuoweaneyntus OBU 2 SENUYUOS wefos 119,3 nb py 


qsiso (Did =x 


ogõezypwmed 
vom ojupé os opas q enejd eano uum anb sourepiooot 


"sopsuotunp 591) no SENP uo seAqmo op oup oe SIDA 
-gHtA SESIOMP op en op suoujga.mo spaSopu ajugop ved. 


E 
«oBojgur ossooo1d xusn os-opoq 0 «—*ry opuenb Zeg QM. & 


vgematg op SUMOS op am O SOMRIDPISUO) 3 oi 
-BAJOJIQUS Epeo to Oppe Tar Ge um Ojo SOUGUER 
Pg 7 xy dry sopnigdtue op sopearajujgas uo [q "el oema 


o opmprarp somvSoroo ‘g opadeo ou ap (x) f "ome eira 
4 


ee 


Exp + LATA Op , 
: BE DG + E (Cae 
D 


"SV3NETABDO SIVHOSLLENI SSL 


2050 £D) LA amuimoide eed coro = yasr 
(fg es zs, (ru ue 9 ‘ergy ogbos vp 99-9 Sojojoraxg sop opSeunxoide 


A 3 i 
Vg Da yg Mo sy De ms X m De 0j € E op senos se (e '4*x) f $ vpusitrt :gg-£€ SIRA 


"p JoRiaIDA OND GE SI de) me DLDM) MOD ojo] OLE 


RS 


—— 
EE 1 EEG N = xp Ax H . 


i ^7 open 
soumyiopod x = 4 opuo ‘z ojdwoxg ou ‘ogòensny ep orn Y 


. Gan ap SONN] ouo q 2 2 opumuog opjua 2 xp (x) = dp 


*(3)8 = 4 opuezuf soopypupand sophonba su «jo soutapod 
'qsxsp (98 s ouf pu sopup swuno vid ‘anb ensom ot 


PORD [POSOD Léa 
q q d 


ear [ea m4 
=p (0) ds f PED f 


(691) eso], op (ni) 9 
se angos 01102 IECH Ogjtra SOMIPOZ 


95150 Del =x 


ogs 
2 9p Seorrgieied sagãenbo su ogu *q 5x5 v onb yer (3)8 = d 
og3enbo eum op oogpii o 9 2 ‘z ojduex;g ou owo “ag 


de= [at jose porem pen T 
2 ze 


sl. d _ o u 2 
aile J^? BE Jove [ 
sotuas (rr) o (1(6'81) vmaroag, o opueoydy 
p= Ap "pep = 


"OBS sepouarayip SY 


3 e ` ogs 2 op seornptuered. 
segdenba sy (y 2) e ( O) ep ¿X= Lap cogis o9 ZTS ems v. + 
f ' oyámios 
Xo) v (poop 
¿£= A jogged ep oped v 9 2) as dp wf EE fx i Spore 


ZONE 


rer van 


ELS. WHOA oa? 8I da 


£ il € t 
La drgesijedgpiso jus j= 
Tou n 


o - o > 
Jp 3 2809 + ) QUOS] QUOS 7 509 f- sp dr Í 
tn 


sowojgo "legt vura102], O op. 
-avoydy vogdez8o7u op ogSoutp vo y ap ogejuapio v vorpur ejes 
v opio *TT'gT ning eu DA 95 ounoguoo më vu 01192 9p 
opgpun omaso op *ajuespeab onounid ou'oghode 9 ) vaio V 


oy5mos.. 


qusisQ Yus=d 9800=X 
Dp. 
op5ezyourered e aape 2 as sp ¿AX fomno 


LO 


"9o temp sooSung sep Stoot sep emos v 9 
sop3ung senp op etos ep purdejur e ‘pedau ep jeurs op wSuepnut 
vanor ogõeBmuy op opjaxp ep OgsraAu E 'ojduxoxe 304 "G 
ojaideo ou seprutgap gier exud suptiqo se sedojgue sapep 
-ondoid 'svoujprmo stexBojui ved *1029[2q9159 95-tuopoq 


"sivnptAjpur stamo sep odio] 08 seotirAmo 
Sit ojur SEP PIOS E OUIO DS-AULJIP ) PP oSuor or f opvougiamo 
quiSoju v ossa ojsoN mute tz tt =9ex4 15 op jeroru ouod 
0 9!) op peunusa] ouod o opuo “9 er o do sontns seamo op 
om OJOLOQU UM 9p ogun v OIDO os-1essosdxo ussod anb aaens 
ojuowyejosed gamo vum 2 sotueyuodas “emnoyied tug "sepeo 
dm speur svA1no v OpIptrojse 195 apod apaooxd anb y 


951 4 - 


ro A TO 


GET 
ëm emm ag | 


Gë + opriagiga q ogigar eum uio y 


'qsiso Qy=á 98 cod pop Eje] 


1081 tanta 


(681) seauppuno seba 
maed ojnojgo ep eua; 


er dep Vora DIMDII0D 11109 Opa CLS 


3 xp T = Áp oe ale p F X 5 g WO2 'g ~ N7 = È serena 
9 5 op ogõenba y 2 ap eme o esop SUSE nda v (0) x 


d ] ergy eanta 
PR M 4 5097 |p = 
OLROpOtOP E 
2 op oto] oe esurpraumo Er Pp topea O “ojo mapuenbastioo jp ? ves f dir 
m . 


=! » Ir . La 
»9 Tila DIES (om Jose f "T E 


toyuenod *o 4p = dp ‘0 = xp soma) 7) 91908 


= 0 E . | 
[ ] à DEEN (y uos 03) T = sp (69) Í = 4 
D . z d V 
- 9- |zíi- (army fo pup. 
no é di J Pe ui J ` gowes op 
yssen e pt 91 104 "ojeisuoo eum 9 y puo KD 
vpop o (4 x)q tio reor esseurap epepisuop e 'osayodi| 0d 


“ogua 
9 qp e xp Qs dp soma 15 agoe 2. ap ofuo op vpungos v 
9! op nSuo] oe oueud v *seoujpiaino spordoju senp ap guos 
e Ottioo as-esso1dxo apod 7) op ouo] ov cowpjamo pagau Y 


xs;50 us od 95000-X 


DES DP 
ess | yet pax io o E seauguremd sagõenbasy JCT gt Dk 
. ` | ` D ot ap opor um ap Jopadns aprou g 1809 epIoujos eunte 

psistip=4 Ger 33 


op eus v anb e sepeuapaooo op emase wm soumeznponiy 


ogs seama sessop suoppumged soodenba se "gr ` 


g oyámios 
emp am “o à 19 soned senp ura 2 Opupiapans (e) MN 


amer op essetu e oou 'sepep 


OyOm mama sejad 1991 ep UDIP ens e jeuor1odo1d quewnanp 
V os 
£ 9 q ouod tm wo wou vsStur ap opepistop v 9S "D or 
FEIST dEr £p-xE-x i 9p Ojnoapormes tun ap Puno gu opeSIo4 9 opeS[op oue ui 
ogs 2 op seed sagóenbo se (9) ; e OQ ldiiaxa 
(cp) 2 (17) op ent op ojusudios 09 O ta) . j e 
d (sm ; |osp (638 f =u, (0181) awen um ap esser 
(EH) op o (T pe (1 2) op ga ap soprouidos tuo ajsisuoo 2 (8) l B n . 
' ` EE pret omg $ :oqumáas o opuajqo ‘semos seysap eir] O SOLANO) 
it H "ut UIJOD BILA IUEI op wi YUO esse vp ogxeuuxo1de eum 9 
| v ONS i : 
t m H E 
A 2 x + H ze Pa “me q = my € 
m GEAN HPN f ——— M i 
^ QOO EUI0S V59 JEJADIQR os-eürmisop 2 wg (p DEG p ] suos y Aq 3! game 
2192 IEA s-Pümjs07) 7) Wu AL H e 5 eS de eun 3 eg Da Du 
nb 0 ` eum opened ep Iny vsseurep or EK Cama 
snb q opmpuop tun uio senumoo ous Ar o A Som SE apto D + op (Lg 10d epep e (0) ojuod ou omg opapeprim 
es ea? "mec 1 i 10d vsséiu) gaug resp op epspisudp E os 9 OT ST mur 
Side J ap (CH J (5%) + i eu 2) BANS ejad opujuasoldo! 9 aue O 98 JARA apepisuap 


+ H ep amer op OpeSjop oy um owog BAJO ? ipopiSuoD Wo 
OpÍEUIQUIOS ep rog wa 290910de turüzmiS02 SEIN : 


«tano spegou; su *oujpeqex ursAppAuo onb sogõeonde wa 


> 
aysisuvo (42) f J eono poju; ep vosy og5eorde run 


GIE quuepmaojnopp) Si di H 


81 di  uowipuy DIDIMO) WOD OOO KE 


AE 


10d epep 9 208 zp (x 4 Áp 2X + xp zÁ "Tee? 


SOTAJIXA - 


"si0Appiea senp op osea ou onb gatos 
BUS vp z o 4 'x os-optingnsqns epe]nopea 138 apod gauzaina 
Ia viso oppo *oyuoureotourered epep 9 3 eS “O optiaquoo 
OpiSo: mun epoy uto senuguos ogs qa N ‘W Sagdung se opuo 


zp (ZAHA + Ap (z'43) Nvap lO Y 


vied soweparqe 
anb ‘sewos op GI tuo JoDalede tieumisoo svaujprAimo sg 


suo! *sogsuáitp senp uso owoo qu] 1792 — 72 = % y opuo 
(Cn a Fd (di BO = zp (zt 0M ?f 
` P stat ‘z v ogdujos wa tours padaju; eum 
wa tugquivy sioApHvA son op ogbung ewa *dp (2 4 ^x) f ?[ 
a xp (z ta) fr spoujrano speigai; Sep Wat 
"eie op ot 


vssew e 9 esou esop JOJRA O Ogyua “(z ‘A *x) wo Avon esset 
op optpisuop v  (z ‘A a) 05 9) op gan v wa awer wn 9S 


event. 


Ze 


a GU . 
~ sy . 


p Ana + Aal OA Qv ROKOJ H 


¡nto e os-opuezagn eprjnopea 108 apod (Ta eis 


445 puomaopop) DI du 


$ 0 tal ` 
Isy la da SJ < Téi = sp (z 4 %f ^f. 


vioge sowa, (LIST 
tania 304) ojuawmvagaadsos Ca a *'rr) o (Cz Ax) somero] 
‘Orgy vng ouuojuo “9 wa "Qj a y ap sepvuopioos se 
ooo ("a 9n) a (4 dai 2000] op mein! uro 'oseo DSIN 'SIDADLIRA 
senp op ogóuny vum op OSEO ou onb POULIN VUSAL CP SISAPLILA 
Sa opf og5ung eum op seat j Ammo Siet se os-urougop OUS 


qsisvigyszustC0392x 


oybvzim 
-pumed e ura ságsuatup Son Wo 3 SALAS vano eun ag 


"eum op opopuod. 
-apiy ogssoidio v somvzin eau Ste) veg ‘g o y sojuod 
stop eun onb vano 42nD]pnb op ouo] av Joea ousa o wp anb 
seougpAmo spou souomepms gr odas ex "(s "ie 7) 
9p SOSISA]P SOYUJLUEO soy DP iuo] or vou qerlagu e med 
Sojua12jtp SOJO[EA sgy SOWIIANGO 'ojitaposazd ojdiaxa ON 


` L > 
ap (ar ap Dal. T- att ap de f 
D 


Vie H 
DE "p 5 15 Z wo» “epoqpied à E usd (q EH q=á 
op5enbo Y sezinn uio oysisuoo og5tjoset op opolgu omo 


"86 9 aoea 0 anb emeng as-9pog, 
H 
pz-ma-onsmesc-s0-2m f 
i Ys 
v jon; 9 vourp1mo em 
z azp (z —19) = Ap "p £ = xp souiqo Esis1 üp-ge- 
T-ç=* seopyguwered sogdunha se woa osr SIN 


tr et emp] 194) ejoggred emm op awed 9 EK oos Oo (o) 


Aamir. ai fe 
D 


H 2 B 
(da xp tex fure 
t D 


9181 CBHI 
(teto ! 
am 4 
t 
2 D 
Lea 1 
e 


EI do vopjppuy ppugswcap) mos OH QLS 


"ngos t OUIOO OS-JUNSO! apod 124 ap sotutqeoe anb y 


spyp-XpifMpeppex? 


: . sowang o *y, 10d (S) E ' 

o jp 10d (24%) jg sowamyouap “ogdejou v Jeopuduns erg ` 

"D ap oso] ov y ap Lous ajuouodio9 op *s v 0g3oj24 uia 

"pougpano poa Boj Y juni p O ap OSHO) 0D PAON ƏS (DAI 

ap opSuogdb op ood o opuvnb opuzpos 0000 o ISS Y 
S 


nc 
PL f- a 


:onBos o0u00 ([1'81) PULOJ e 1049125001 £108 
sotopoq *osniqo 9 os oAgvaar o “opnfe 9 HL (ZLA 
anua opnSuy o əs oAmsod 9 ojuouoduro 3459 mb ou 


> Gates > pu "NEG "Con (SL (a 


9 (1c 81 einig 304) O uio q op [epuoZue auauoduos O 


9 O wo 9 e (Mp openen 
ejuoSuv] Joja O "CT OrÃoS omuojuon 'omjuo ‘9 med oam 
ap ojuoudwos onawged o s oS 2 ute (z *(*x) O ouod op 
oes1sod 10194 0 9 Du ogma () q^ zo Hi: £ (3 = x opuo 


yz + + pre (9) 


Opuozeg Teen TUTO] tuo vsso1d 
-xa qe128 ua 9 (180) Samy e “ogdeotide op suy ved 


1 M" DLE 
ij ap (EC) dp C») exp GC). f 
d a oe Ball 
; tay =A 


(rgi) ogótuyea 


TCgpenuur 
x 
D A 
"e S 
a 


D 44) a (Cen 


DA 


(trgi) oupeqea ap oeSiutieg 


er puepaopmopo 91 da 


. Er 
Gänn op q xod opezguox 44 04¡equ17 o 10355 E 0180) 99-99 


Iry AG Cz dd at Zeg fe Cp e 
Gay + fia eo, Gs 2 Y 


alt op onoj ox (z "OR a 
10d opezgror "ty oypqen o "(9g'yT) 104 "(gg vindi 


294) 9 zy + 14 +1 xy 10124 os apuodsanco ("Luz ogma ` 


Wels A Mg Tp T Tg teg ig HY gr 
op Gun os aaow as ogSeoyde op oyuod nas opuenb {z Sx) y 


-ajuozsuoo 510]. vjod opezpeas “MV outen opad opem 


-proide 108 apod !* 5 e Yy ap (zx) ip 10d opezipeas ogieqen 
o “9307 y epeo vavd !* 5r op ourxord gisa tz optio “euonbad 
9 Ho emm v a5 Jorer einer 194) Oe 4 x) sepeuspiooo 
wa y opto dän: Ty 0 Ce sojuod 10d 5 soweptaipqngs 


"1 9p 59211905912 5910j2A sojed 
epuap og5o1tp eu oss9201d as ojusunaonr o onb soweyuodng 


qs)s9 ()ysz (Ug lex 


ogõezpjoweed e 
119] nb 7) aens gamo vum ap oto] o? oam as (z Cx) pop 
ogõesyde op ojuod o opuenh opgzgeos oqreqea o eed osSrugop 
mun sonmuepnudog 'senümuoo sooSung OBS q 9 A ‘W epuo 


MEC qe GIVE) NTC) AR IC) p 


elos (z “4 'x) omod o 21905 enye anb 
25103 e anib sowenyuodas Chant ap sodurm DAJOALIO seauiamo 
Spaut sep stor Soe sojuviodiir sro sep ewr} 


lalo Samora T 


AP JE e ZP "Ip zs dp "p = xp souszey ozo 'rsounmysqrg 


"Ster Em eu epensng piso (e512401 votqgo vun) p eAmo V. 


ovômios 
75150 igez yal ex 


CA 


07:81 ema 


y 


EM 
rt org 
Wi 
H PA 
~ D 
“y (EOS » 
N, 7 
EN d 
€ Wé M ese 
e 
Qr aar 
zÝ 
8181 Landia 


zY 


SAISON SEPA EU 


fée ix a opuo 


KEE 10d opezijea oyjegen o "urssy *vjnopid ep 
OJUQLIJAOU O vp1e321 jj o *osnjgo o1duros 9 g o[niug Q ajssopns 
oa uro (0 0) v (6 'c) op as-aaow e[nojired v (q) ma 


i 2 
apa f= PDN p Ep f=4 


922p o3uo] 

op DAO as (A Og op ogstonde op ojuod o opuenh opezior 

ogpeqen o *oAvas ett “epu *euejd eama eum 9 2 98 
KCN YES) ES EE 


ema EU ossazdxo Jos apod se510J op 
oduseo um fsoosuoup senp e sumo opnise o Opu Busay 


"oAnisod *srod o y 10d opez 
"Hee: oijequa O *ejnoried vp oam) O CHE) jp sse ta 
opns o1duros q (oyuaurAQt op ot5o1rp zu) oquiureo og ajuafue 
maa um a (A) anuo g op?ug O 'ogãonp essou wene 
Vogt s210]2A SO a “o3sopiou og5oitp wa as-oAour ejnoped y 
(6 fe) e (0 '0) op x = 4 ouurmo op oguoj or A ehn op oduizo: : 
Op SpARIe ojuowpaou tuo Ejnogued eum sourourdeus (e) ur 1. 
od u9xg op (q) e (2) sagênjas seu 6—9 6 anuo jenis op edo pp 
oe 3 ogovjoxdioyut ajuinãos Y 10p sourpogq 


Te bal 
ep o sjpugisip ep sopeprun sep opuadop A sp apepfun y 


L|! jap? EEGEN 
Ok (EN a Ia 


44 yp sou onb o "(ei tuo oder Ba] op Son SO zapiaAut 


d + 2, 
Sopduris simü q "mama ap. y H HIE ECK ET ET 
Lid Yeay ogdezagomesed v wzy sowenapog (q) 


sowa + op svorggurered sopSenbo sep z o d y opurmnsqng 


“Bugs A 


quU CR)? 
opua ‘soyaw tuo s o seuteiSopmb wo 9 Hall “ojditoxa sad ap 


L > ` i 
TEE y fama Ia d 


? sowa (2181) opge v opueoydy 
E 0 o 
65 BRE Parto f= 
£ d Di D 


Og f yos tt dB o, 


E “ma 


Ap x+ xp a -apa Yo A 


sowyqo E sis g= AY = x 0giezujoumad y vo (e) 
aog BE: d 2 


TI St 
08598 epz ordimaxa o ou COD BL C515 1022 Qe 4 Yan 
ogs 9 op Seorriguiejed sogóenba sy “ge y op ojueuiSos o 9 us 


(62 
(o *Q) ouo (4) op ojippur op o ogãanp op zôuepmu v ojo 
fce16--(G'i "Tes Ga Ter (Da 


“ojdwaxa 104 "2 ep ouo] x 
` op opuenge soordy e510j so10jo4 sunS[p oqixo "761 umni v 
. "I'ST 08598 ep 7 ojditaxg ou opepniso 107 vf y [ut10]2A odwe O 


..oyónmos 


KKK 
(001) y op -oxra op oBuo] og saow as ogSuo1de op ojuod o 


opuenb g 10d opezi[to oujegen o yor *ojmsuoo eum 9 y opto 


crer eumëg 


TP 


; ovômios 
Lo rs) (a) (orto (9 


m 5t. 9p D ap ouo or q xod opezyear oyjeqgea 
ov '(4 Ki wa em onb eó107 eum q fr C (C). 
os (6 c) (0 “0) anuo ,x« 4 vjoqgred ep ond t 2 vlog 


10d Opep 9 4 OsI0Auy SESIOS op ode) wn 98 


-2 0 idWaxa 


*OY[2QUA op ap - 3 sojuoun]a ap seios ap ALU o ejuosordos 
qeX8oyur op ¡pus Q *) v UIU 1p 10394 Op OSHO] o? DAOU Y ap 
ogóeo:¡de op omod o opuenb opezyeas oujeqen o woo (21:81) 


LO idiiaxa og5puoq vu Ap - 8 3exeouo sotuepod 'oyraumAHImjuf 


185 prora epa or du St d vapjauy oujoutosp MOI opojpo + 08€ 


aX E amo Ee Mg os 


WER 
Ty Zënn ut Z 
mos D 
. oputz 
un dp xA ut 3 ap orduwyxolde emm euuoiqo 
COE (L'T) opp ag Cop oonpiS 09) 98 VE 
E. 4% > VEER 
EX 
Zeg (Ian) uos Z 
9t 


opuezi pn xp (4x) uas Pfounxoide 
(1D e (o 0) sp pe = Cop ooo 0 9 2 98 TE 
` {zop 
MOX UI9QuIEJ 19A) 2 0 Op ogDe[a1 tro HO 
ap ojuauon o oup 'gz ojjoroxg op sumere o eed OE 


KT 
sor ORSU gro gou) op SOJUALUOU SO PEAD 
'gagsuaunp san wo vasna euin Jod oprjuasosdor 
9 pAgpra opnpisuop op oprSpop omi um 98 6 


Ke 
op omui? op 7 o "f ops ap Solano so ou V. BL 


ig ojduoxg op 
curae o ved ^j o7] aw “aqumueanoadsas Ea x 
sto soe orejas ior o" perorguy op sojuamouiso 
eugop “fx-ouzjd ou y vm vurm Jod opejuasondo! 
2 Pappa opepisuap ap OpoB[op eure um ag Lg 


"(gz OJOJOSOXL 19A) ag 
op essem op ONUD O O ESSE e apy aig 929 0 
HQ = Z UIS p= 47509 V = X SO op GO 
19 opeAImo 9 opfer apepisuap ap swere tuf) BT 


(EZ OlajoJoxg 19A) ESSE op 03192 9 S01 
Su op sao5iutjap se sagsuattilp 5931 BEPUSISE ST 


*wssmu IP 01102 O 9 SEU E ouo d 
-oxto op ejoupisip eas y peuoro1odosd eenig 

9 H 3) omod au opepisuap v (o Do (0 2) 
au pm stop ep oped Y wos pt 
exo] ens anb opor ap opraapovo ouejd wm tua ` 
opgtits giso apoSqop ature UN “Ez e 


^g ojduroxg OU atuem op vesuur ap. [od 
o apy sur op vsseur e q ra opto "i Rr E 
A dA = x 10d oppnjop 9 owew op (É uy 
wssetu op ontioo O "pra^ gr op ET sooSruggop se 
ogs sejso anb rensors exed setos op SAR ozynn. 


p 2 Ai ` 3, ` 
pa Jal 


ei ooo manapas (o X 
Soxjo SOD 0959]24 uio SOJUNUON SO ORS (A des 
réi wo mouy geseu op opepisuop e 959 eus 
vama gum ap BUZO] Y Wa) opefjop ower wn oS EL 


"09 ojolqo o 
10$ 3 10d opgzyeas Oe O onb oxsou “ogro 


` Ap win zoa pum o110972d ojo apuenb ojuouiaout - 


wo Coen sagos emu 2 apuesto E tn SS ZE 


i "02 ebe 21008 200 opvzipeax fb o anb 


ang (z "dl uoopo efos opipto0]oA 10124. 
nos (z 4 9) ouod epeo we anb opon op Y 510] 
op odweo wn op sjAene aam as Grip wn oS TZ 


qe + fe t pa = (2 CER v5vd OZ 


KKK DKG OË Ek 
vetaue pair ep dër ov (z ‘A "09 10d opuziuos- 
oupequn o oyo per fe Ms E “a Jodepep 
9 sopstotutp san tuo {z 20 ojuod wn tuo IO Y GT 


(gde Do xz (p 
coner op oSuoy oe H “aj 10d opezyear otjjequan 
oam Fc IC e x) = C 94 30d vpep 9 opa 
apen ouejd uin op (4 a) ojuod wm wa 5103 Y gr 


"(p o)e (p'2-) sp tr C domos op zopodus 
apeu ep 0840] ce jj 20d opezyes1 GOEN o ooy 
dC eo a unos 'a( doles) = € 14 9 opeuapioon 
ouejd wn op (£x) ouod tum wo eme anb seg Y LT 


*g aroporexg op IL) seamo 
sep oSuo or q Jod oprzieor oyjpeqen o oyor 
Riga) (oe xz) e (C2) 9 (C9) mo eSrop eos 5T 

“L oppg op (p) 
-(g) seama sep dënn 02 quod oppe) onpqun 
o oye pex + ics (0 o (C8) ma edo] e sS ST 
ETH ET EE 
4 soa t = em v 9 2 as sp (Z + (x)? f amoto PT 


c't) «(000 
op contas oyuawas 0 9 J 25 Sp z&s Tasten £t 


Esc Io ena? Si du 


—— A SEE EE 


KA 
wo oyiosop odu op (zc -Jele T- oprano 


El 
920 zp x+ Ap (24) vap(£-2) Samora ac 


oer ojuouidios um 9 2 (2) 


mm oe ojojered 0129191 0 9 Y 
-0X19 Op ojpjtied opunfas o *z-oxjo OR ojopered 
oxowmud o feras op opungos $91) Wa ajsrsuoo 7 (y 


. emm gp o[ojered 0319929) 0 9 op 
ve otemt opunios O 'x-oxro ov ojapeaed o1 


- od o*ejo1 ap sosa UIZas 594) aper) (e) 


KKK 
v (o0 EEN 


dp(er-x)yexpt at apopo TT 
RTE EK 
op opp o9 2 os zp x (pz ap C [amor or 


siso HEEN 


rapoog 
2, 
Jawo 6 


PB OPD OS zp Vt Áp (Z+ A) + Xp zx 


x 
ee 


ppp ta 


i te) 


(sce (T f) op prum 
epeo ap o3uop ae 4p xz + ap (+ 3) 3 amo g 


GU a 
e U Dë 
"Tee (0 0) apo mano 


upea op ouo op 4p(4+ x) + ap ef Gel 
ak 
pue p ep y 
(peleo) op x= op pd og 
idp xa p {£= at D 
KO DN ET 
HEET ep D 
KKK KA 
Mp xp uf € 


2 
op OBUO] ev vaurjamo poor E MARY :9-g SIXA 


15:50 ist ajax sem (AS q 
quisQue Cope rte s Hait H 
“epep ogSezujatnsvd e uro» 


E 
2 éd pjs p (mf E was T 
seoujjano simBojty se ojnojto Lt Aert 


est sOlojouaxa 


St de DOMIONY DINDICODE) W03 OMPI TES 


(Pe p f 


dp (ea p (C9 f e apa f 


ogwa “(co gt enfia 
104) g è ysopeppuanxa 0102 asens ajuotueloled erp nÍque BAINO 


vum 9 2 98 9 q opidor ep sojuod ops (^4 “ago (^2) vos 
quU sus C) RE) gei 
RC) 4 9 To EC) Let 


opus (6*2) A « (62) 
mb f opBunj ewn ojs]xo as “quatuzoordpoy 


a) doe RE A (S) Em (C) f A onb ead ors] 


FC a E 


sowojgo «e ogdejo uio OpuBIDtos 
-opgp 2 PE8T eri up oqupuvo o opuayjoosa *oyuaweojeuy 


Lë ang = a) E 


` soutajqo '(ce'c) 
opuvoydy "x TOALLA eum op oëium eum 09 opunisojut 
o 01222 sowapod *ero1ed orótldualaj1p visou oxi 9 4 owog 


sp ap NE) 
Sp (& sa) om DO ma 
sie dn. STEHT 
soutoJqo der gt enit 19^) tow g= dp 
anb opusjou o Ap (4º) pap (402) IS ap 8 epueAerasq. 
(69. xp xe 
ap. Z +p (I 
pa a TITE 
*x op apuadop ogu jrifsjuy Eau e owog 


etm (09 


f- 


ap *ap.d 
` ol [2 


à ?[e a fnm 


ogia (Ex) v (4 ix) op JeJuozpoy ojuouides o 
972 o (Kx) e (9 93) op oxguiqie oyupureo um 9 19 95 'EZ'BT 


x 


STEI santa 


M ——ÓÓÀ 


[us 


(ey 


a 


PUBI ong 


(art) 


DA 


estendia 


Cer jnopaopojp) $T de 


gangy e woo opioov oq *X e !x anb EI GRO ov 100M] ojuod 
un (4 "s elos a ('x) anuas woa q oop tun soumujoosd 
(3) e (4 Za ap y Oquiureo op ogu o d 9 x ap tem 
apuadap f 'ouupugo op sjuopuedopur 9 qej8ojur v owog 


Aas 
(Cda onb souiexsojq ' Wa (4“) ood opo; emd 
es 
wa fM 
` [2 


oro f someutgap “q wa oxy omod wn 3 (94 "e 
sg “q wo ojofen op ajsopuodepur Tromm v sowequodas 


OvôvELSNONaA 


{er's eure1091, 


"Onuguteo op sougpuadapur v asqos jujtoutep 
mm opensa tun 1jpisuoo eiuasoa) oumpxo1d O "ogia! vu vpn 
a auouseztajuy aens (oyuswpejosed) GA vem 30d soptatt 
sos wropod ogor vp sonbstenh sojuod stop '9 om “sexauoo 
tuefos sagião: se anb sowayppupe otdos vso vpo) WE 


. "BSSgSUuoUnp sga) wa SESUILAIMO spe? 


ou o Ap (AS ? H "xp (C2)/ gd ved vSojpue ogejou oe 
mn 72 vamo ep go y sooo sop seuade apuadap pesou 


vp sojea o spod “sp (4) f. “faod vI-mouap sowapod 'ouumuro 
D 


op eyrspuodoput 9 sp LC "01 ^f vouiamo quio e o8 


- "SEpHIUIO ‘tusse “opuas “segoqpue ops sopdey ` 
-SUQUIA Se *sopsuautip 8911 ap oseo O VIUq 'SapSuounp senp wa ` , 
sessao serou ezed sOptsinso! so sourazo2ajoQpistd ORBo 
, wonbeu ge y op ouoputo sonbjenh gred sopes owsow o sotuo]qo 
opua sonia sojuod ogs g 9 y as tonb op oppuas ou ‘ogad 
van wa om op onapusdopu elos vouj[rmo qergayur vtun. 
anb erd sogóipuoo 1o2ojoquiss 11088 SOLA “q O y op HAVNS 
fuert vamo etun go yop OtfttHipo euren OR IO) 


OHNIIVO OG VIONSONSIdSGNI E SL 


SI dej: Som VHIMUOP 103 Opa.) FYE 


opman 
KE EN 
-oj e et eed aros pejotrajod ogSung sonbpenb owog (a) 
(458) q (Cx) JA = onb qe f oróung etun 9 

24 fp e Gt xm (O) 
‘ssy "op5eiSojut op MULISTOJ BUIN y 2 opuo 

24 LIOEI 
Sotioiqo * v ogSupox ure opuesBojuy 
p=(08 


‘opua 'e 


p+ UE (0) 34 d $n (£3) 


f 


'anssy (u) ua y + ¿Axe «t AJ 
ogssoudxo v 110) opeynsa: o someleduos o ( & ogSujos 
w (4) 3 + Artix e (4 x) f epinios mo SOMIBIOUAAJI 


Coletes (Ex) Janb yu (£0) f vwd joo sqm 
orssoldxo v 10190 op DU t Emtee eun op jen] 
vro (4) 8 19010; soroasg) 'ejuotuos 4 op oeduny vum q 8 opuo 


(924 ce um (69) 
Y somago 
*x e oger uro ¿A+ az e (dix) 7j (oxuamperored) opueisojug 
pego (E) Po Meire (ET (o) 
“ouauajuopesmh “no 
(o ein so e RC Ta teg? 
*9 ois (£x) go (Cx) fa anb ja £a xp 


7*f yaappouorogtp ogSuny eum ojstxo 98 SJUSLIOS 9 95 Otuturo op. 
- ejuspuodopuro veuran Tromm e (ET SO euno, opd (e) 


ovômios 


to 
up. 8 ` forro (o) 
Kaz 


*OQUIEIEO op ajuapuedapuy 9 ap - FEE ensow (e) 


L95 Do oa) Gr dei 


KE EA 

LOTA 

+9 sejduas opoyool vano opor DA De 3p - af anb sowa 
(C3) (417) moo (pr'g1) vwawa, opd “ogmo "ounen 


op opapuedera 9 ap. af souspamo pidajur eun ag 


‘opopo op feruourepung polos) or 08 
-ojgue y anb ‘opensa? ojo anos Gu Wunu sotapog om 
«jugo op wapuadap ogu onb Stam Stam 1e]nopeo ved 
opojgur um enouo (ET grou), op ogõesuowop v 


*SOABRS SOIE Op MIUI 

OSOLUQU um Wa 7) aS-OpUIpIATPQRS soAnns ajuonfejored seam y 
> 

*pipuojsozosapodeacidy KEN E f 


*9 0151 * 2 OYUNU op OBU 9 'g o y op sepeuapiovo sep ajuatos 
spusdap voujpamo jesfojuy e “IUISSY “JOAPLITA VUN op osea 
op vSojpue viroueur ap opesn 9 Sojatjajoo ap Jed own|n o apuo 


[n E 
cas] 
CATS- (4 03)» 


CAC C99) S= 
PO ODA zJ waf 


sou 
*ojrioyo op peyuotuppunj uo109; 0 9 etopto vp E opueotid y 


Gau ewoo t 


elo eom «0 am gail feat 


deer wu9302], opd togquo D s ) S Y 
Qo) gps € 0) 8 x oaens otSeziounuied e eyupe 9 IS 


Dr do wvonyjouy DUON) 1403 oO) GSS 


V TTE once 


os reqnonied tug] (4 "0 jp op qr ongtaop or speuojorpe sagôisas 
soweyuoduy onb souou ? "espe 9 opeijnsas ojsap vaoidjoor Y 


xp _ dp 
Né We 
9.0351 AE) opëptomarann 


^ Op UIopJo g Suisse *o SEET sepunas Steed sepeagap uj 
f crua 'senuguoo Sezpotupid siejoled sepgAnop vigi N 9 H 9S 


d 
TW = 3 SR Le oanotopbesun 


4p xe 
Kolb par 


E EE 
ng vtuti ojsixo "(cr'81) vwatoay, ajad ‘ogma ‘oyupueo op 


puodopur.9 PED x e 3p (C) W NT vos 


(2. J ums = 


teea 
FENCE Y 
pa é dE f-4 
(ou) 2 Do" 


*sapsuoup 
son e (era e (Grau seunioa], sop opsuajxa epad let 
cal td i] ' 


ge 
“uo ud 


apuo Te C2) fA = (2 £2) a Gg) 
pang), OP og5rujsuouiop vu OOD JUL, xz + [A+ yx = à apuo 


a di s = (2 "d 00 
uut 


9 (z “4 “x) xr uro epemys ur vsseur op 
med eun od epro1oxo v5103 e *T'gT 08398 Lu OJSIA 103 010) 


ovômios 


V es ap ejnopad eun opuenb y Jod opezieat oyequas 
oy zÁx opeuspiooo tiuajsis tun op urgBHO eu vpenys 


Du esseur op ejnopaed ewn op peuopeyaeg oduro o y efes 


g OidW2X3 


(001) gebei yop ono 


696 IBROIA Oppo 21 des 


"Sopunso1 sajsa 
esa ojduroxo ouuxoid y 'SaQSUDUNP sam ure jejsojoa ou) 
un e sopipuojsa 12s wopod (51:97) 2 Det 91) sewa SO 


Tere 


"Og5os vjsop JELY OU Saujejop SEWU WOI SOANLAJOSUOD 7177 


sodio so sotuorpioqy “O 7 opezieor oupegea o opio OAN 
-&A10sU00 Gen un LS FDGS BAJO vum uio zjajditoo woa 
eun pp eguin vjnonied vum os ‘soory sousa) wa ((p'8T) 
Saa t, 194) SOAHEAIOSUOO wisse 'o sosar soprspenh 
soduio ogs vzamjel eu 1911020 anb SEO sodumo sojntu 
siod 'sopbeordv we epugpoduy wg soy SIZE "oangArosuoo 
9 odua o 'tussu ‘o oyupueo op ajuapuadapur 9 saupama 
¡280301 e ogjua 13 sojdiuis epegoag varna po] med y Ap - i ?[ 
as '10qus E “ENDPUPIDA 9 uigqure] oprynsar ajsap vooidioas etf) 
*Q 9 2 10110210d ox opraiear oyjegey o “use *o q 9 jerouojod 
ap v5uaiagip E opua — = y 95 9 015] — EpRySS] LAMO BUIN 9 J 
og'g e yap opiyoose ogunuza o vfos anb enbjenb 'oupequi op 
spupnuvab eutsotu v os-ezqe2g “y 2*2 to sonus apo epoled 
segasno vwd oju9p3231d vu9302] O EIS! 9787 endi v 


"g a y anua smrouojod sop e3uoiógtp e 9 anb 


(es 
AID AD e ap a = 
(ES P - (IH) 9 peg "P A 


(cuy 


(eg 


907) gra pap - 


otium ronbjenb ap ofuo] 08 opezyjea: 44 oujequi o '(yT'81) 
wwa, opd o Gran) odmpog veg Y pepusjod og5unj 
viunSje wed (4*3) f A = (Kx) y opua *oAnsamosuon 9 A 9S 


- oy5vaisNoWaa 


Ug? vam stejpitasod 
op v5uolgpp e Tena 9 Ge" Ki g D que ux) yp. id 
:0nbjenb ap oduop op g 10d opezgtor Oupbqui o opus 
fsagsuaunp REN OATBAIOSUOD: seio ap oduwa LAER ESI 


*SOABAJISUDO SIEROJOA SOUMI SOR 10A 
op soweqeor onb op ogdeoryde eum 9 ojuinos opensa! Q 


EA 
M si &p+ dra 


tem) 
"D na 
Cfi 
vc, 94] 3.4 N 


(S181) euenget. 


Bre) voujeuy emontaDs mos ONIY 


$85 


n? + Ce dig = (2*4) 48 + x uon dg te da Y 
soruojgo (1) uro (z (tx) $f ap opssardita e 1100 opsinsar o 


opuereduoo a £& ogier uo (q) vao (z 4 *x) Joppa 


(xs05 4 
= (z'&*x)^f anb q (z*'2)/ quad spur Ogsseiixo v 10390 
wmd (z*4) 3 iuo, sowaaad) 2 2 d op 4 eum mund ed 
(24) 8 xus de (240) to 
anb sono “x 2 ogSejaz ma (2/4 "TT (oyuompejored) oputaSopug 
play 
ruas dg e (24094 (9 
xso0 Aa 


agyam 


240 Ja onb qup z a d'x ep J yeagpuarpip ojbung 
PUN ansixo as OYUJIMEO op ajuapuadapu! vãos paw y (e) 


ovômios 


(ze e)? & ey 'Q) op 2 ramo 1onbjenb op oguo ov a 
10d oprziues oujequa o aque Sedo] op edumo wn 9 3 98 (q) 


“a vwd f perouojod ogSuny vum. 

2 
eue o “oYuJtaeo op ojuopuodopur 9 ap - A f onb sem (8) 
PATA Pha uas Kg) & xc goo Coe (2 3) q olo 
Det 
"seos 
Amt $91 ap ost» o ved vate voruog) vum EIST odurexo 


oul O "SOQSUAIP SENP op DAJIBAJOSUOO JPHOJOA oben um 
avd fquiouajod ogóuny vun soutemuLra op Y ojduaxa ON 


tyy gy emors], o 109 opi05e ap ‘oyu 
Amen op oyoopusdeput 9 ogu pués e 'xe/Ne e p, je ou 


» e 
= e a X= Jie 


oan "¿AXE = NS Y e Jy Opuozed 


ovômios 


Ter puomaopop2 SIWI 


KE 


E Dr 
op euopuodoput 9 Ap ¿Axe + 3p Ax f qeiSogut e os aupa 


t OTAN 


` coupe op 
ayuopuedopar exuppAmo e1300! v (gg T) maat, vjed odor 


qp fes? E 
snb Spa 
Tam dz + ¿ONG E NO NUAS À 2 AI 
opuszeg 
. - OYÍNIOS 
"exouoo ojtouisojduts opto: etum wo GM op ejroptiadopur 9 
dp (X S09 fg  u2xg) + P(X uos ¿A — o) Mi 


vouytA mo (erann v anb anso 


£ OI 


. 0x , Toupiámo qeidoni 
a ogrdox ewin ws Senugudo 


senompad gepe sepeauop tg) (3) pro (42) IW 98 


“qnas v oro opyiumso: Jos apod 134 
ap sourequoe anb O (opudurar opopo ap SoJAT tua 35-E7]u02 
-uo opbensuowop v) om op ajuopuadapur 9 4p. (CN 


2 
SCHANEN H vougramo estou Y anb vorüdur xe/Ne 
= dr hië Ovótpuoo e ogiua (ogiõoz zu soDe1mq yy opu E] 


isi) q op sorod ajuomos ror q 10 p sodas epeyoag ema 
por anb op opyuos ou "vxauoo ajuauisajduss omar eum 3 G 


(9181) eueicot - 


er d Dam Dam HDI OPARI 065 


Eeer EES EE 


mt. a J=» (2.a) Jara J-a . 


92 
ap oSuoj oe (z rel y 10d opezieor oupeqen O Jl = a = (0) a 
2 eImopued ep (ompgul) opeproojos y cajuamizagoadsas (3) e 
9 (/)A op 1:8nj uro e o 4 UAUTPEJANGY SOOAOI0$9 puo 


dy. P. 
Ap 3p 


"m O95 7 9JUEJSU OU op3g10]29€ E 9 op. 
pa e ogma (Lz gy van] 19A) vjoojed ep ogóisod 10194 
oir Memesa og 951509420424 Q)ex 
todiepep vfos oedisod ens Y ejueysuy ou ‘anb (e) asens ojuonr 

d y gano eum op 0310] or g 932 V 9p vaot OS ejnonsed 
táiti.orib soweijuodns o “OANTAJaSUOD jurojoA oduro um y ef 


oyóvuisNoNMad 


. d "bara ORU EJO} proua 
“9 ost “ajuuisuoo oooupuuod prouad svongu seriaus, 
“Sep vulos e opjua OANSAISUOO SEÍIOS op JEL dur 
um wo onno vied ouod um op o 200 gnoje 


“sonjpasasuos 
Sopeutero ogs spego soduro soj199 anb 10d ogzes v miisuoo 
anb *jejuoutepun eats 19] Sjuigos Y 1999992759 SOMIBA, 


emm ENS 9 opnpr2oJo4 ENS op apapa wo wa odio uim onb 
viS1ono v 9 VINJU vidrouo E *urssy tam f topgup gë 
ENS opio “A opupIoO[oA 9 1u essew way vjnopired eum og 


-ogátsod Ens op oprasa tuo tuo odzoo um onb ging 
ep ody o ouroo pejouajod wfdrouo ep rose 291533 GÉIE 
z me opiost op yiso ob o (y) d « 41 oguo ‘g 9 jejpuajod 


a sep CSO € 9 Ay Otequ o us y “ajuomesposdsa 
dio 9 y it Tra ejfrouo e waouap (g) d e (y)d apuo 


B Y 
A LES Te ag, a fem 
* D 
9 ga ysopepiuoxo 


103 9 oavns BAINO DEN op ouo] oe ¿y 10d opgzi[es oun 
o (crt) musioa, ou ot02 ‘ogo ‘sojuod stop OES g 2 y og 


Let eanBia 


| (8161) epieue 


ep ogdpasosuoa ep [91 


o onb uro ojuod tun y g os “ejnojsed wg “y e y 19 stetonajod ` 


Eos Juno oa 81 d 


© (Ay da-= (z4) aA 
as 


qeouojod op oAntSou o 9 Jeionajod erBiaua e owog 


. E ` g(z 4*5) ojuod ou ejhogued pum. 
ap (24 “x) d jeymogod vitra y Y peposajod ogbin uoo" 
dkgearasuoo Seil dp Toon odus tàn (z *£*x) p elos". 


"vais eu 
epez 9 opDrerop eustxoid y 'oyupueo op tjougpuodopug ep 
sooSvorde sewn opusproqr ogos visa sowapmjouog 


Dip Éis (a+ 0) (c+ 6)= 
Gong - ug, ail 
» awe Et x uos A ] Da f 


(Eze d “5 0) op 2 esmo aonbjenb ap ouo] or q 10d op 
-xzivo1 OYIEQUA) O anb souuiouo2 'sopstiatutp sg] tuo SIPHOJOA 
sodumo sor (ST'ST) sueroa] op ogsusjxo v opuvandy (a) 
* op pruaod ogSung euim 9 

2 4 DE mm Cm (C2) f 


. “ujssy 
“a ajuejsuos eunfjz vied 2 = (2) y no po (2) ay onb as-andas 


lg) q E 


sowa; (1) wo (2 4 ‘xY f op vpnunj v woo Opt)jnsos o Opurz 
-vduop o z e op5pjor tuo ajuapoaaid ogsso1dxo v opuviouoIgtq 


(utut x uos Cs (240) f 


. souingo (x) 
pmuu e opueordy "baten voru ep ogun eum y y opuo 


(ur ad = 03 
yp dr og5vjor wa (Z “0% ap prowd order Baja v 
PICS “8 


ogia o 


(arei) ogómugon 


Sr do (opge njatoot) 1102 IPO 


tzaa vun alen HEEN 2 u12110273d ^) seamo sep sagãeiaurmied 
se uoo opnqo (/)g ouod o q e v op epea 7 opuenb ‘onb ste) "9 
Sasens seAIo op EI otrun aun q anons opiawgopand sojduine 
ppvijya[ mato ttf) SACU sepetoa) s2Aens SVAMI ap sunmoa 
so¡duzoxa ogs sosdio se o so]tor]o so sajdium vamo vtun go y 
oto PAIA os ORU N og DR GALAS PAMO BUIN y O ORNIS 
*g = (au (DD = ((0) (28) = y as 'onb apoy deis Oy 
=4()3 = x ogSezujemeed woo sans vuvjd pasmo vun 2 elos 


^" gopueHeA ps9 zonguro vrrouo v exe) anb y 
*opunilos zod soptpiun yap exe g esoraop perna 
ot BIBIDA ENS “OARVAJOSUDO (03709A Odium tan . 
ua saom os tjnojued mun opuenb mb eyuodng gg 


DI 
opujun savns sqpatujejored vago etum op oSto or 
¿30d opvzgeo oqieqen o "p a lp op some we 
“ossordx "ayuotueAnoodeo: Ëp a lp ogs uolo ep 
sepugastp sufo sojuod 7 o 1g ebe oymisuoo 
vum a 2 opuo e + Hi je a ed aC Ilo) = 
fg onb p osoan operpenb odureo tun pelos 67 


"odmag ap open 
“Que oparai IDA oyutimp.ena f, ep peuoroegrAed 
ode pt oprzijeo1otgpeqen oao 'soraiopnb 
00€'9 op 9 Unay, vp or o og "sonum y epeo 
e ogônjoaas vtm amb anb o sonawgpib y op 
AJUBISUOO DPAJAJE gum v 1219] Pp DIO] 19 OPULE 
-nono efojso m esseus ap ontoyes um anb equodas gZ 


"ot at etagat, 

o zipeuoo opu oyey aso anb 104 (0*1) 9 (01 

sopepiuanxa Mio) SapualojÍp so[no3poinios Stop 

DJAPISUOD :opmsoSng) (p wa opo op ojuop 
E 

-uedopit p opi ap df fb sewr (Lt ap q ojyuuop 

op LH *x) opo ewed xe/Ne = dele anb onsoyq 


Zä. Atx 
E ey o ETE e (ey 


apun Ca + ug (Cada vos 27 
“DAjRATaSUOO 9 q onb ensour senunuoo sapbung 
ogsy aq E opua sy + KOY 1003 = (21403 58 97 


gut Dad sopepimtonso 
109 PRAGUE RAIO vum ap Buor oe GEES 
oyjequa o onb savid “auejsuos 25207 vun 2 q 9S ST 


vun opurQoe eapeaiosuoa 9 jp anb saog wiën ` 
"ep gouen v peuororodoid suowejanp omppu | 


^ HAJUAJOSUO) 9 i anb DAOIJ “uia Bud vp vrotgystp o 


- gegen 

- NABHO 20 VINSHOSL O 1'8L 
] ^q pd Tree opbung 

uno wisSpro ep opueusma 2510] eum (24) els pz 
va ied f jeroueyod eu atun opueyoe 


qeuopaodozd ayrotresioAn opponi woo wo3po Y 
med aaen pn edog eum (2) bag cc 


zp z uos PX + (p z soo ox ap z soo o?f TL 

zpk + Aple +g) tp agn 

zp ¿6 dp xc xp c7] oz 

"oqunumo op ojsoptodopi 9 opt reuland e 


i 

ie 

anb rensow vmd 67 GEN O aen ZOZ SHONA i 
i 


fem LR use, fe 
dê Ne de We Ne We 


onb saoud 'senugjuos sexotunid sjejozud sepea 
Hop 1191 d a A 'J 2 ogunueo op ojmopuodopuy 9 


2 
zp (E Ad t Ap (ZAAN + p (2AN Jas er 


fx uos Kg pe s00 pl = (C “da gE 
fí£uss o uo s (E) LE 

Ks ac) (oz - 29) (A 9T 
Lë tp (ODA ST 


2 
ben op ojuopuadopis 9 opt 3p - qd I 
senso ved (o1 81) BOZO], O ISN) tST-6T FA 


' [127] 
apt, JU 
. Ne 
J Nu 
p + mix Adem + APLAZA i69) J Di 
Kur? 


Cut prorsomapo ot dei 


i 
i 
j 
i 
i 
i 


en At 


wo 
TELE fa 
i [7201 

. iu 
4p (ec sp tu Jl nu 

ii 

NIE ajuapuadopur 
9 Pour plaja, v onb IMSO PTT mert 


az uas 


d sos EJ + (k uos Ág - uos az = (AMI. 


y3- fes 1 pax 8 d) = (E DES 
errar 9 


in 67 0) + Kao - T) pag = Car 

Wc fepe zer) + oc ção up + ufo) = GE) 
Kc 4 x02 49) + pr uos ¿Az o m COE 

RETI + a) Mo uomo) m (Ca 

ff soo + Gap + Gus xg) = (Car 

Bez + 9) + Ce ro) = QC. 

Ky dee or os (0a 

d red qeouajod egen euin Opuvurmrojop "omis 


op ojuopuedopt 9 Ap - at nb 915014 t-s 


- en mm ow 3 o9 E 


EL SOS 


*ojueistioo Sepp Eat Greg O ¡ejouazod ejd1oua 


ty- (Mys d- (d 


` ep EMOS ? “DAITAJISULOO JEJIOIOA OdÍuIEO um wo ono E omod 
“tun ep paou as vjnopréd vum as onb euinge epntitios rwy Y 


torta de (NA vd 


no 


op a (g) d- (y) d 4 (LIST) crua 
v epinas uso sowa onb opd "ejuaumeAmnoodso: *g wo 9 y 
tuo vjnopued ep vonguro eliana E mp (g) xo (V) Y opu 


WEIER 


viroso 198 apod apepjenft erp E tram Epa opepioniaa 
2 wb Cem op gie mun op y po eräm E owog 


Aou E. aja z = 
d E ] ut =p (,4) 5j" = 


pos 2Efuen(a.B) ue 


ip fr 
al, Bolt 


p 
ue UI GHI ze 
ap d 


ogus a 


«ETST) noman ap ojuaugaotu op [o] epundos ejod, 


ANNAN SANDRA 


gr de) opge VDDD o2 OPALI FÖS 


EST EE 


` Y 
NS png m e (8-30) Jf 


, ant, Lë. 21 
PA CAP $c» lg sell 
: . oa "Cat vnda eu opeusapr 
ouucjuoo 4,5 A *5 9 "ar op vitio v a, LO 0 lg op 
woog v as o ^ N Ty = 9108 'o|duroxo 107 'sogrSor gn ap vg 
ogrun cura 9 27 anb wa oseo O wed siem vpure o5-1puojso ogjua 
apod muo209) Q "SI2119A no Shitiozpot soaujyaJ sojuaudas 
wa vjstsueo wawo vp oned onb joi y opto etum e as-1opirojsa 
^ opd a vütoodi o ‘inbe souansuowop O opt vioqurg 


i "Og gp NBI E opueiop 
-1802 Y nu OBo¡pue opo op o5-o03]9qe1sHi 


(y) sou x 
xp w$ ad eppqo e moo ogssordxo vtupjp e opuemdwog + 


- 1081 vang 


: Org od 


pS o - (Q2 fe 
q 
(El 


do 03,0 de A 
d'al Srs 


q 


lo] T = 


y 
oprasgo “yp (40/10) H gan 
1390 v (gL) swaan, O epinfos mo souondy 


o (eps [- » (8) 0v f- 
q 


dae 


(Qux 


ap (93 zéng f xp (2 ag f- 
IN A, 4 


EM E 
dp (er fep (C [7 nb 
: E ; : 98-19401983 
apad ap deent qeidoyu y aueureagoadsos (2) 3844 


a (3) 18 = 4 sog5enba op 5 o 19 seno senp wa ajsisuoo y anb 
sowon 9 67:87 US g sou-ou10jo1 *(T) waid eeg 


E D 
e 
681 vanSia 
q 
gb 
OKT? 
153) ad 


466 Duett Gun ai dai 


. D 
GE e 
Ág H 
w g roo Pm m 


:epefesop opene E Pp 
stop euros v sod “estopepsoa 9 sopepjeni soundos sep gum .. 
epes onb Jenson gier 'soaens sogdung ops ty a'i 78 18 opuo 


Oys xs (Gyps ds Fe “dy 
(Es és ee 'gsxsv(C)»)) =y 


` “sody sojuinfas sop fy ogai vun a - 
Geo vum 9 ay anb wa osto O iud vuto109] O SOWALYSUOWAE 


“viogasa OSVO NN VUVA ovôvuisNonad 


(ergh uaap op euroJ09 L 


«(4 2) a sogdug 
sessop sa1opvA so 1jouop eed Ág/pye 9 xe/Ne ‘N ‘W sojoqujs 
so opusidoju ou sowest “opelaunta O Jeoyrjdwys eeg “Y 91008 
ejdap peany eum 9 2 op oduo] ov gongjramo qerdojur e oque 
og5ejor vun aungap "(tpg1-£6LT) uaap 981009 sgjdur oongu 
-aew ov tuo Seusuoy we opeudisop *pua109] mond O 


SC vanilla 


»eaisod ogõanp EL zoa vun 2 so[diuis 
epeioaz varo eun op ouo] oe voujjmo pesfojuy vun vjouop 


Ap EDN + p (EANG 


ogSeou v "ge gr nfs eu sejas sepod openisn]r 
eunoguoo “y aaozosep (3) opuenb »psonhso y oxduss efojso y 
onbe 9 2 op ouo] ov *vAgisod opSa3rp no 'ogiejuação v topó 
map 10d 'o red op y ogrdos ewn ap Gan t (Oe 
odn ajsop ramo eur (Da = DEM anb op5ooxo volun Y 1100 


ar dr Gamer DHINDI 1009 OPY) 96$ 


Sonn 4 xe (4 2) NS diz = (£X) jg 02 mn ep euraoa 
o opua "2 10d vpenumop us ogar e ensnp ce'gr emin y 


ovônios 
9€ = ¿46 + Xp osde e 9 o opuo 


dp( ¿AP e$ 


E Pegrvindtr TEBI EL 
"E 
xp 0 o ffe y 
opens o Qe N9 Ae Menuen os operonu 
y 
p= wf v 


somaigo det zt wo X= N 2 0 H optozeg 3 


aam Tram v ejnojeo “Usar ap vuio109] OP OMANE WOY- 


À zotawaxa 
2Aens ojuomjezored sopduis beet vamo eun Jod epeyutop ` ; 
M Omer rum op y tor e degoe ewd eng vum 1009] ` ` 
-2J59 Oe sousapod uoait) op eute100 op orrxne uro?) *sjuoujonp epmpopeo os opod ugquiejvouypuno fam ` 7 4 
E soi 
BER i A Ep (GE- mt ott J = 
S1Sop EoUIfANO Team v oyuouutjanp jejnopeo OPUBLO) 119910) d : ok - Dr 
ap viuazos, op epungold sieur opSejoside tum soniais;ão H ke a! 6 - x ] J 
BE: . a ` sepu 
Le gas ouso ax- CH Pot Ek 
À Eo 
& D oa Cos de CAP) he Deg 
OP 0 s02 Te-ao | ot loo S9= ` . . mL z apar te of 
Sot [23 ; bc . t 
pr 0 A soa re (4 *) yo Avg = {A x) jg utoo uoan op ein 
- o 
OP 4p 4(g soo 49) J zh Motu f E : o opueondy "2 10d epejnurpop y 021303 e ogixa ZE'8T emet Y 
FER e eni 9 voujjrAmo eBayu; e “sosejod sepruspiooo med | ss ovôrmios 
E : vidnp yerSojur e opuvuiojsteJ) 9 1217) 9p vuto109] 0 opuordy . (y T) 2 (0 0) somod so anta sz = 4 
pd : A ovánios ` | a Xd sp sooj sou ojssuoo anb epeyoay sao e 9 O 
9 : ACEL emt oudojuoo *4 a x-soxyo sop sopiouidos 1 apuo 4p x + xp (xs KE 10910 Op eWo103} 0p orar sod 
po E T Pot i 
3 A a Stad ad 30 Suen Kee op oen sopd e P551 à LOT 
É Ox; e s Ap (xg A uas) + ap (a? + ano 
& ER mp v3 2 06 dp (rE s) + xp (9 + E)" g aono É "ozay asop ONQUE O essedenn perag ein oseo 
nc E gol O ebd usa op po op OLdEIJSUOUIAp Y "euur ENPE 
KEE EH é EES emt owun eum e sessed "Oman ogônpui Jod ‘iole sotmopog 
o i 
: (stet eu2001, 0 T AT w$ =p p E 9 aj li 
í M sode og5eA105q0 194) 2 sa durs Fe eA mo npo eyed q "misse WP 
E “opuos 'ouunües op ojtapiadopuy 9 esusgtamo ës e onb : ; kent a 
3e5SQui as-opog *ojnojga ou 2) emo e souiezi tun opu onb ojo H unssy “y ap 2 enou ea ond “O (y O ap osuo or SSUHIAIIO 
quiqureum e znpor SECH stesfagu senp sep euros e oo 
y i "esodo e 9 op5axrp Y sex vuisat v 9 EA v sod Es ap o3uo] 
o= ypo JF kz i 1 o» am ep Ap v 9 168 T ent eu epeotpur oghonp eu 9 
H e u ap ouo oe vapana (Ron e onb epm3as ura sowaaasqo “Y 
vp Uc - x2) H [f = (p (LC X) xp ez $ a i osqosejdap ¡2289701 etum v pent o sejdnp sie rBojur senp sep putos y 


doc quaes opp? ST de 


SI dr voyjouy DAME mos Oppo Sor 


i 
Í 
! 
H 
ES 


————— M C en rm 


GE 


UE cons 


*ojduioxe outxoxd op ogônjosa eu epezrrrn pros 
OBSRA19SGO EISH *,¿OOBINQ,, LUN op SIE 39jti00 GEI v ap oseo SESI tan 
ou ajea oBo¡pue ojuotunBry *o1az 9 sejsodo sapSorrp uia o PALMO 
vursoui ep Gët or sto senp ap ews onbopuejou ‘enmig 
PU Ope3JSn] OULIQJUO) y 361100 Wa AJSISUOO LAOI Y "septorput 
sopor seu "a o! ap ouo] 08 seeujgramo sre1dajut sep vuros Y 
qun y 1908 vjdnp IS e tpe tope 0359 Een CC gt eod 


“30/2301 NAS WI wyo e uus) anb əavns 


i 
2 
oJususperoled sojduns epetoo 2) CAIO epo) ered arg = 3p + eS 


anb eaoci1d (Tx + C) d, (<a 10d epnugop 9 q 28 


9 014N3X3 vp ozido1 v 72) op epronbso y y oa v ardwas opuojugui “ez - 
-Jo1u01j Y epo; aagos DOG anb opsop *,sooe1nq,, equoyuoo 
7 snb y ogidoreun v opipuajsa Jos pod uoaa op euro103] O 
“1eaoad sowmeponb ouoo 


TESTEN 


z dei 
qmi = Ce top Join 
sonuojqo 'eyreponexd Enn eu vpeorpur y usodo 9 77) ap soma j 
- ou oyiSo4 p:opôvjos ma 77) ap oSu0[ oc varisod opdasip e owog 


D po 
ip (8 008 + 7 500) qo MI is 
x 


e 
TER S "zé BECHET ag qp (G uas 2 —)( uas q) ip Dem qY( so» v) JU 


q z ' ` ` d 
E *ojtouroquonbosto;) "0122 9 y o1905 ejdnp eran e xp dpa KU y , 
y 

fe d tu. A o) e souoyqo (07:81) . 

DI E vd ME- GE 2 Ne 1102109], Op Y]NUIO] t319212] € opueopdy "uz s 15 Q 1) uas d d i. 


5s000-: ogs J əsdyə vp seopypuried segdenbo sy 
owog ye ogdejos tuo DO op - 


* ofuo] oe vanisod ogõanp v sowgoipu “O ojoqui!s o woa *apuo ` ' oyámios ; 
. d 
de xe A ` TET Ñ 
(g-a) o neem $e onem g | UR d 
` Y asdija ep vog v utor wed (9787) tuaroa, 0 asn 
EP SOL usap 9p Fan a eU . 
o “opdwaxo ojsa urepadasd onb sog5uAIOSQO SE 1109 Op1008 B . e LAEE RE] 1 
En y Do" a '" . i 
. aq 72 v Jopan O uro» se gr uni vu epenso y edo ¡gue . . "TT $- "TTE epes 
` ogSenys eum sou Ëg o 1j anuo opt v y 308 opugjoueqt a ` 
: ; og5os visop (OZ Olopuoxg OU VHP E IVY 10)U9] JIOA WMA 
ovômios oe op AED eweg 'sojduns sew oyó 870 eum e zapuoo 
. . , j E ] VINHOS Go v SEAINO sejoo ted “igoide ep teg get . 
Ni Ap NW Si mdpNOOPHM 26 . vupSored (07:81) Wa sejmuugg sesawpd senp se ezoquig . 
` anb saod 
: Sr. Em . 
D he . ABAS ajuótyerorod eau Gre) ] 
98 onnu oquod mn - mz Sé 95 | meeiomoat 
- owog wor v opua) eum epea “urjdosiagur os ogu anb sos "£100302j OtuIxoid op ejnui9I 139219} Y vp 


-ens Quauiperosed sajdiuys sepegoo sesmo senp t3 9 7 wefos sou 035] 3 10d opensa: o Opuipiarp o sapSenbo sep sorquiaui so 


e o jenzxa Soqiue OPuttos y op Sejnuugy senp sesa reutquioo sowapod 


109 Stone gi wen . SI dei Sonn sjgauo22) 1002 ONAPI (pg 


netz 2 (LT) sopa op ojidugia 09 2 


. (per )saomg 
op opespenb or jopojxo 9 (7 = *2 s) Samu 
ap operpenb op 1oprojur opioa vp eoo ? 9 2 


ip Kuss xp (xp Ej vt 


paa als ' 
28 + gx SODIO so anua ogtõas ep estojo € 2 2 


<p £uas ap L 


0x0 0973 = pA = Zomm 
TEE) 


and"? 
bi E 09) 
ple rap KÉ 
(Z'O a (1'E) KEE 


Mp (x+0 DEEN e 

BC uos = 4 9p 'quezpenh osaniad au 'o5w o 3 2 
SE qp REI p xp + xp Sé D 

«DADO DO Ds spupmbogo 


Mp Qu) exp ex af 


KEE! 
sp bp ai GU 


sais d e £0p 
5001378 sojod eprajungap om Ra ep exu 29) 


e 


` et SNA 
o'g=toçr=4 10d oppen vpeiçoas vamo Y 9 2 
“ap az ap hr Y 2j or (e Dp ra) be 

NET E) o qs8xs0 
KE dr É 10d epuap epeyoay ramo e 9 O 


PRADA 1 


"eauprasmo pesoj ep 
omogo or usasp op nttis102] o anbujdy spT- el 


tip x Bom xp Loro E 6 
COEN ED (o 1) sono op oTo 


Mpxg e seen If g 


vet SOIDIOUSX3 


«epeyuodo y o seorsr] seur se sogdvade Sep esed peuouiep 
-ung — sbxojdtuo SPAPIVA SDP 01402) OUIOD vproatquoa CHEN 
ep vag eu epupuodum apuefd wa USD ep euros O 


A 301 op Sears sapSeyordaoyuy VOTE He sour 
-onas ycr "L gY 02508 eu opepniso ptos anb “saxos ap saat 
0 9 openso: ajsop pesolsusunpia ofojpue Q "à 104 2p putot 
amuoduos op y 24q05 ojdnp (e Sam p ponta vagisodopdanp 
DU zaa vum O) ap ouo] ov opoto y op jopnaBuo opuauodiioo 
op vougpaaio A y ondas ouroo (Tz gT) mm somopod 
3 20 op Qr) JORON ajyuauodiuoo Stomp "Op o2 
ejopesed og5anp eu A 101 ep djuauodinos 09% > (x A) ou 


(est) uoan 


. H ` RN i . 
yp 1 WEN I -Spi x ep eurs109) Op JeH019A BUOJ 


F0p Whoa opopo Speo 


| 


H 
H 
i 
H 


. mundos e 
QUIOD 19210) 9p VUIOJOS] O 19491052 sourapod “ogôejou era 1110) 
sp sp sP 

ipt f rigt 

. ongun 
ejuoSug) Jopa O SOtUBJopjsuOD 9 “O emd ow op opownd 
mm omemped o s bag Jet 91 09910 9p vma ou ejánp 


qero ep opueida ut op euros etusoti v W09 Op. apapa O, 


= oğ 


` pgpop uoo: O (4*2) N = N 9 (£5) NM 9puo 
SOSA FEAR (C) A 
35A01289 somapod oguia *sogsuouirp senp uuo Jero oe? 


um 9 ¿as onb sourjou 'ospounad Jet St west ep Pare 
op OPsnuoo e [e109A IO QoS 3essoidxo sowapod 


? D 
wpeg fotos tie) fe 
x LA 


D S H 
E Y be = 
ip ( s») y tps ) prt J 


Ku. att 
(p ELLE. spin KEEN 


Soa 


ugs;S Q HUSY $us =d 43090 =X 


ops 13 op sroppwwied sagenba se owog 


- ap- a fe a7 


` *gojduraxg oped 


“ogma (oggy einig 194) D ure opimo ajuste ray e meSpo zu 


oxueo a v ot) ap 173 omon tun opuoijoDsa togo € ojduaxg 
ou anb seusoui se ops A a py ge DN + EAE (4 tx} A opuozeg 


oy5n10s 


An 


«t 


auch 


2 


ar li sopjpuy DIAIRUDIO 100) OIDO TOI 


—— 


X oshal BR DEC 
try (2 9€ 338€ "its gp (24 b If: 


*( esed mapua; sogbiiied 
Sep SEUNOS se opuenb SELUOS SIP) op oyunp O 9 $ o1os 3 op 


' ECKE “ff orsaadns ap jeadojuy e “ojunfas ogSrutrop e 


RU . 

aunozuo) "ry Cz "93 3 « UOS E SOOT 9 epeo pd 
Io wo 8 sowemojeo ^y op 10129301 og5paed eum op ^r ong 
~a 0 o1qos utejofoxd as anb *euroumnoodsas dis 7,059 wo 
ojuoBue) ouzid op ə € aroyaedns vp sagõãod ap seam opImouap 
TI o YY BEST vinfig eu openshiy ouuojuoo “ujssy "eur 
ogag vp op5ejou e souoezi[n(] € Opuajuoo OR 301 ean epo; 
"uro enuguoo 9 3 ogSunj e os ‘g ojriadns v oJqos {z ‘d x) 5 op 
Teo vun quygop ved vpesn sos apod eBo]gue voruog 'S op 
Prag souryop (91771) teg Cer eng 122) (4*2) Jo z 
P 8 Gouf op oseo o ojpuid soteloprsuon 


DEA) zAnsodso1uns uro senumuoo IO Seosed sepragop 


"pua y no 8 Y og5un v onb 'ossip ope sotunupy ‘LEBT 4 


vit ouuoguos *ojytoueAnoodsor (2 4) y =x no (2%) 4 4 
(411)f=z viurog vp opdenbo viun op oopgs o vfos y 
anb sotwnuape sogãofozd art weg "ejuoueAnoodsor ao y 
*& 208 081301 e myouap souretuimisoo (Gm ou no zx-ouvjd 
ou '(x-ouejd ou aenãos ogäofoad em wa g ag “OPeuaploos 
ouejd ou 1emBos oudofoad vum mai 9 onb soroz¡p ‘sejdnp 
Si ann esed sopezopisuoo sody sop wa ap ogrdo: sun 9 open 
-op1000 ousjd tun 2190s ç ojoyiadas vun op ogõofosd v o 


tm 


(ez'81) ojojuedns ep font 


p 


C= 


BERI më 


- 509 ¡UMOJOS OIDI gr de 


"oso1081 oyuaweyen tun 
yexucoma os-opod opzSugAe Ojnojpo op sopra) Wg "GATfaqur poATU. 
um uro ogey sagõensuowap sessou o ‘sojduns zesse sagõenho 
ep sojopzodas e opns ossou songen 'opeprorduns ap 
ovisonb vum 104 “eroguodas eum oxqos ogxung eum ap ju1dojur 
gwn Je3opISuoa maque souopog 'ojuoureAnoedsor 'sopsuotttp 
5931 2 Senp op s2032: uro seprutzop ogs serdi e sejdnp stemt 
SY SA op oto OL sepemojeo ogs spountamo smigojur sy 


*oxatugip un e ogdejoz wa 
* omi op oougSonotg Jujoqo ODS[P WA op Hopu 
ap ojiotiour o amor wed oz oun O esp gc 


"B Oma ap 1ojna119rtttos oprdot 
TUN op GO o EYL e1od cz orojorexg o OSN) LE 


dp pj 295 up ER DE 


+ Ops ÁS xsoxio so? ogiva wa 
110394] op SOJUALIOLI SO onb E 
-jejosed sojdus epeijooy vano viun 10d epejpuap 
Kx-ouejd op ouo: viun op Du e equa y op 
EELER 


y ORE e erh os 


$C *x) aproguso o anb 
¿eáozd tud u237) 9p 119109] 0 280 *y 9 y op emp 
v og "-oumid ou z sacas ajuampptosed sopduns 
vpeto3g vamo mun sod pre opio e y elos ec 
. “ya 
D Saens ojuowyejosed sojdmis epeigoay palma epo ` 
emdg=ap.a a$ anb saoid ^r 189 p= 930198 
*y Exato ojuamsojduns opido eum wo senuguos 


„seod sporosed sepeapapop epejop (4) 4 elos pt 


"Wougisu) esot 
opipa 9 ogu 12215 ap vuto1023 o anb 10d onbe 


E] xp Y 
v(&-)feo no nib 


BIoNHadNS 3d SIVEOSLENI 98L 


anb ansouw “mafia vp. 

onua ap 2) opgyun oaao ojad vpejruntop ogrBor 
cones C aiv S No ÇA + it ieefos ec 

Ke agns ojuotperosed sojdiuys vpoupoy ramo 

rm end g= 4p (03 xp QJ 26 anb 2AoXd "an 
-PLCA PR op sroAvpouologip sogõuny ogs 8 o fas cz 

*g 169 ous ojtotupepored. 

sadis vprioog vamo epo end q = ap: A % anb 

tuaa ap vtu2109] op ojo xad “eaozd ty opIdal 

vuin uto oqunuro op ojuopuadapu! 2 Ap - A Y 


9 puozsusunprq qen0j9A oduwa um p (MM) 9S 17 


0 oe (E *Bopmaiopouauzas op a 


Itd g tp 
15150 UC d E 


Sousa) ap tunoj 
ou ajsisuoo anb oAvns oJuaWpejozed BAJO e 9 2 07 


51599 ¿Los EE 


*9 vamo vpad vpemmmep Op823 ep vaip e 
segor eed (9281) eunio9, 0 onbridy 2072-61 "5232X9] 


Est sex D 
xe sin mit sin o 


-sagãenho sep soogpif sojad epeyumep ogido: ep vai 
v emp ered (pz'gr) marca o enbrdy :8]-$7 Sa 


£x — Q5 gT 


gr du) DON DIAIBIUOAD 11502 OJROJPO V09 


GEIER 
^ H 
Ta * E = dp Lt app Já = 


D 
EI [£| ves Jar mz f- . 
EE y no. 


D 
4 PESE e 
GEI S Ses all 
(5 +0) (o "p "0) (O T '0) ssotga op Ee 


amos gap Hat opSofo1d y g otoraodns v eng op gr Pinda V ` 


oyámios 
"p= ko] 24 'g = z N = z souejd so anus GEI owd 


SA = (24) y too DE gt euros ood aussy (g'g gz > 


ou epus, C x opuno op eyed eo gos sp (4/2x) : H D mme) ` 


Oper ani 


a 
(vo (510) 
D 


Sonn 
i Ü 606 Lg Sa 
o FEAT 
Ek 
Dë H 
m [ocuss£+o | ME u- 
o z T Ojer 
EK 
P» t o $ 
T ——À AC 
m Wasser J deni 
LA , P 
H 
ep E] eso fzp= 
+ D [74 


D 


Y 
Pp Sar 


` “nos Y ouIco 
1% vidnp qer3oquí e Jepnoyeo wed sawjod sepeuspioos souzihf 


` "y s 
VP Ghent tht Dt = Sp n uN 


uae y o E ut oga 


SOWNO "ZA Y ZAPAS PEIO anb open a Ger gh opuondy, ` 


400 parojos opojpo QII 


neben m 


zess EE nz 
met vu g op ogõenba v opuonorosg tetto vu somuso 
Ko y 9 [ sojer op sojnosjo sojad vpegrunap Jemur Opdeiv9 
Groe o o1q0$ gap ^ ogboford e ‘ggg em v 20000 
oyámios 
“pe za y = z souejd so amo vprpuasid 


. "m 
-W09 det 72 210) Op op510d e 9 $ as Sp Set Í If amoo 


win 


il 
b. 
1 


(19 » (4g er umniy eu opensnit 

odp op soprpodns esed sepezirm oes (19 9 (1) sejuups sy 

"manst ouod op (1) ei vp oro 10d epejnoquo tos apod 

(281) apypedns op Trap Y “aogiadas eum ap taig v eed 
(remm e sowasspoguysa onb vouen vuisatu ed 


(IZ oroporoxg 19A) LT ojngdeo ou sopios ved sopezrtin 
Soposgt sopad sopnqo DES viorgtt ap sojuotgoti SO 9 epepaus 
ep onu O PURUE] EP essew é q (zuen omuo (242) 8 
9 (24 *x) tão voy Jod esseur op epepisusp e og 'S 9p SU 
e equo; anb [sejour op epeZjop engt euim optreJoprsuoo eig 
-1odns op sreiSoyur sep eoisty og3ejo1dzoju] euin o5-u9iqQ 


*g ororradns ep omg e pp sou ojoyadns 
ap Ieren e "rep “a (LT'LT) € zapar as (Cat ouo ed a 
opo) wed q =(2'£'x)2 ag "sienptarpur atogguodns ap sig 
1 -oyup sep euros Ou as-augop erorpadns op joSon v opua 
“sopenbape sody ep saoypedns susioajp op Ogun ? 9 598 


GERT vista 
x 


leggy emiedns op sebep 


gaed ojnojgo op euros t 


St dei num DIDNODE 1000 one 909 


ege GEET EE ee 


m ER 


RD IAE DNC DADA. 


anb je; jenoga odures wn 
A ths “otoguadas op sridoju] sep sojuejrodiy sjeu sooSeoijde 
se ag enb sjeprogaa sodwes wos sowepy opuenb zo o 


181 vadia 


Te 
lot = ul DER noe É + ac) ul = 


» [ett] u = 
[£e joo [e] 
va (qto)! f [* 


0 o, 
Sy USC Op = op dp ASh = 9) J [73 
x 


sazejod sepeuapsooo eied opuesseg 


Wi 


vw Se- o) ff =a 


y i 
EIJA “Z = oC ¿Xp e (4*2) furo (ce: 8) opusojdy gd ou ` La 
+¿X Ojnomo ojad eprarujep 2 auo» o qos “ wi Opdor y Mi I «s ZC H ) ji E se (+2 Ii ` . 


` ngase ottroo *endpadum Wat etn oyua jezgn o Y > x S D 
1102 (Dgz'g1) emeng o oyde soutopod eapo “y e pop uio E 
Cou 9 ogu “unsse *o 7 = x uio eprugop 9 ogu (4 *x) "f onb ojo i 


s 
spe-9ffea 


9 91109 Op S tan alojadas e o1qos endy ejod 
Spora [010] 83103 e onb soraa “seios ap otemt wn opueioy, 


34 SP (2-9) 


apa Upz- 9 op opupipungoid ER 

g ogsa v o 2-9 9 Omspüdop i ente wp eben Lt 4o | + =T+) la ol, se SÉ d + . i 
epepipungord-y -Ae-ousjd op z eroupisip g (ejueuepeunxoixiv) . 
Viso onbottoo op ajoxuadas up rag op ojuotuopo tun gp elos ` 

opua "A Des (Ax) f woo (ter BT) waoga, O ezp i 
sounaspb 95 (0 E 0) o (o “e 1) (0 *0 T) (0 *0 *0) saompa op 
ten Gëtt v 9 dr Ou o o1qos Sep*y ogdaloxd y Ty "8T 
inii vu opedogso yj5o o o E d CDe op Ta EL 
Gap op ‘augo oui ou red e 9 s opgiodns y 


NEE EE 
0307 C3 ROL + ¿QA Y = 9 'ouoo ou paso (9 E '0) ojuod 
O omg) "ajuejSUOD X zÁ + ¿AA Y = Z DUUSOJ v uo POD Op 
ogdenha v '(sorjouroap wa GES Sepepyun se opuo) zp'gr vinta 
aunou 24x OPPUIPIOOO BUIASIS uim Y ojsodop o opupiojoyr 


ovómos ` oper varia oyómos 


KT 
Ouvjd O o zy-ougjd o anuo ojuejoo ownd ou BEA 


` “onspdap op vuxojur olognodnss. - 
91905 engg vjad epzozaxo jejo] 85103 e otpoe DIEN 7 esed onb: 
Gr op OIYO vise ojspdap o os "9520 ap oper op WIP c o time 
9 9p aja: Jejnoujo auo tun ap unos v wa) onsgdap wn 


D 
ap oongi8 op ojied » 9 $ os sp(442) If amoo 


p Odax 


"ojdtuoxo orpxgad ou opeysnp our 
ioo 'sexunue-ogu sojogiodns ved soBo¡pue semotqoid o4. 
"qosor red apoyadas apso sez soutopoq (1279) 124) 
Opin wa tua ssourqus piso efe opuenb pujulg] eum op 90% vun 
AIGOS vpro10xo 310g v reto? our00 SOUJA g'9 OgDoS EN 


€ OIGA 

“ojdtuaxa opíinos ou ooo *end 

-psd ¡2182741 tun os-opuezymn ‘sepraowat Jos trapod soo5 

11591 Svs? ‘sosea 505122 wg "ejuaumAnaodsor “y o y y 

Wa senupuoa sesjawupid srepoaed sepeATop WRqua] y o y Y so05 
-uny se onb urogdnssaid (ez gt) euro102], ou Sejnangg sy 


609 Tue oop) gr de) 


81 dai ropjjpouy vujatuoar nos ONPI 809 


sode “epysed op ojuod op opueijos preqeoe soquid O «pudo 
véi vp ope um seuode seurd assentos *ojrpiedns ep Jonbjenb 
ojuod um op opunsed ‘onb 1oyurd um souroujdeur] "9p gt emndig 
vu epexsnyy ojoyuedos e gp onb O 'sorouetr sopepiutonxo seo 
os-oputqoo o jodeg oe eoa jor os-opusp ed ap zejnuejo 
wxpe Suo eum op sed v snqoj 9p eo mm TIRNSHOD 
as-apog (B9ST-D6LT) SNOW "E "V DE oonpursjeut DE. 
wroSeuowror] uro epeutlisop UNISSe SGO op exreg e outoo ‘SD4 
opt sopoyjuodís se vaongoxo $ a1qos sooSpisot SESSON. . 
*(cy'gt vingt 108) 290 
a0mt EEIEQIUT. JRULION Y NO -10139]X2 ULIPIUN Ieren Y OtilOO 
dp OENIS so mat ^g op 40274] D 3 OMAKO O TeJapistioo 


Spr emir 


ESA - Vo KA 
€ / 
D D 


sotopau separam SIBtION (1) Sonnen sengpun stung (I) 
sowapod *u1ojsa En owo € penoa oporyredns erum weg 

“pre ed vp (dx) E op oop? op opd ap opo] o 9 

DUO ap OPD] o — sopej SIOP euo] Sarb upquie SOUEEN 

*g oropxedns e exqos ajouunugnoo viuva u onb some 

z 9 'xop senupuoo sagõuny oys Y op sojuauodiuoo SE emb 

a (2 ‘A 'X) vxrouosy-oeu Ojuod epes 119 E [eno Ojrpjnun 10]2A. 

um ojsixo onb ap opiuos ou (pagjuano no) epejuatro 9 $ op 

-yyiodns epo) onb sowroinpupe *opde» asop aues ON 


“u= 98-OpuEUIO) 0112] jewon eum as-u3)qO 
*oarnisod o xr oyrounduroo o stod ‘g sp 1orradns rurou vum 9 
noten 10724 0 (€ tx) f = z osea o exed ‘onb jon (2 y ex 
10d no (2%) y = d 1od epep 9 S 28 mapa seBojpue semuga 


AAA det, e q 
a, Hot ut (ema 


II9 tan apoyo Sr da 


Y 


O SIRER DEE ESET OO 


su Eu orgium 10]9 tun Jis v OOO 


10190 sowapod ‘(z ‘£ tx) oquod ou qe (2 **x) 8 op oongi op 
puou soya tun 9 (z *(*2) 8 A oiuaipexd o owog g= (z^) 8 
ogóenbo ep 0913918 O ao 9 E on (oz 


(24 'x)2 sowəzey 95 3 (4) f=z og5vnba eum op: 


oogpi o 9 g eiogradns s og "u DEIPIPUN 1042A OP sapepandosd 


. se om sostootd gie Jos soutasap ‘(yZ BT) tjnopuo vaed. 


“gomos i op oxng 


` op quxSajug epzureuo 9 *oySos wsop pemg ot souomyuosoide onb 


beso 
$ 91q05 4 9p oxnj op (e1633u1 


sagzerzod eub “galgos oropsadns ap 12230311 opa Dëse men | 


et "tojsse ‘sowopod o vnuguoo Doze) opd eum 9 u - A 
ogma 'z o Á 'x ap senupuoo soo3ung OBS Yt op Sojusuodurop $0 98 
"py 81 vana omozuos "(z *K*x) ojuod ou g e punou OUER 


--30]4 iuto € ojojjzadas vum epindos wa SOnDIopISUOS) 


yy'ar vandur 


(QI) 


“o ap osuo] 
op A 10d Opezieas otjpeqei o 9 vouyramo qexioyut Lsap IOLA 
o '(cr'gt) ouuoguoo ‘ogue “e5103 ap oduro tuna gog (r3) 
ep ogbisod soaa O 9 z+ f£ 1x 1 puo (zt Cx) ouod 
ou 7) e ajueduey ongun JOIA um 9-5p/1p. JL “crer emat 
sunójuas “y ved ome op ojusuiiduios enourgied o 9 s apuo 


sia 


1D 9Aens ajustupejored 
pamo ewn esed wounramo qeiSojul mundos E soumQapisuoo 
TBI 08528 EN 'senúnuoo (solejeosa) sogóun ogs q'o A D opuo 


epg uin 


te 


RI do) ropusuy DMIJ MOD OMP) 019 


"gin eBayu utum op ojaus 10d vpeuosg oroprados eum op 
Sau OD O SOLAR NO JLo premigissod onb 'pjugB42A]p Dp Datos 
702] opvurem ‘opensa mn souaiepniso ogõos vurxoid ex 


"Sos/;jw 9068 aptaurepetmxoide 9 gp'gr. 
emg eu g apos vp sgaeye sp3 ap oxny o *odo os, ur 
9 oxng ap opeprun e ogjuo “Bosjw wa oprpou 9 Dall o ogsuedxa 
uto sp3 um op opepisojea ep oduxeo o 9 ¿1 'ojduroxo 10d “eg 


DH 
9068 = E 7 gP 4p (6 + cic) J J- spu- aff 


SOLO] “Sasejod sepmuopiooo ted opuesseg "6 = FERT 
098 ojad peu Ax-ourjd op zejnoso ogiõos e 9 “y puo 


4 
“y 


yp (6 + 245 + ag ff- 


Ei 
P ERTE: H s 
eitran ig oral oea 


8012100 "e 911 viuazoa y, o oputody 


LA A A A Ê 
P TR a9 Jf - sou. alf 
9.5 DP spava A op OXM o ergo 104 


LA ov Me 4 cal 
"IT CKA "H, 


Saaz O 
BT ECKE 
. Soup , 
Tee u eed vjntu39j eui seyor wed (pz'gT) sode soja anb . ` Systems 


O 1309 opioo? oq '(z *Á x) g 10394 0 2 u eordy 10119dns eppen 4 x 
Ion eum woo maen 20618 O puren gp'gr uniig y "en 


oyômios E 
Sp SPALNE à op oxng o ouo gz+fdgrinç= (24) y 
203 ¿AX z op 093933 op aed eg efg 


S OldWaXa Gira 
n "tug1qninbo as soSod u 
So sajuoj. se “elos no aert ogs puo onb om o a tes anb 
oxnp o ‘g 9 periojurv og g op onuop o$od wn omua opuoAmq (za ` 
“yes anb ont o opsoxo Eug onb oxupy o "eAnezou 9 eran 1 

. ` T 


bebo bebe 


z 


£I9 fOIOJDA OZ" gr dv) 


E» m 


eag pap omuap ¿y ap oj10j vum py onb- sowozip ig Wo viuo 
anb oxnjj O opooxo y op tes anb ou o opta *eAnisod y oxnp 
opjeifa e og oda ap opepiun 10d vuoj vaod ormb oxny o 
apaim oxnjg O ORUA (omg vHyjpun JUNION e QUioa U sonia] 
-0959 "E1782 vum omoa epetoaj apyprodns vum tied ‘g 


"ejouvajoodso: (e ap SA oonguseur no 0911919 OXN 
op no 9 op SA Syd op OXNJJ op “S vsseAese anb 1ojvo op 
opepyuenb ep eprpour eum q oXag 0 'soseo sossoN 'apeprotjajo 
vp eu eu sopeguosus sodwgo no 'ojusurounogrum opurdxo ` 
as anb sy um no *onguopovjsa 3oje op oxnij o Jujtasodos 
aqu) apod (cz'gr) opgi vp q RROA one O 


«g 2ssoapAgp anb dp! op. 


. H D ` B 
BSSDU DP pu. ag [f oxi op puau; vp sojea o ogjuo ‘(z ‘A 
“Do = q apopisuap wa) ogad opisa ossou op opinjf o 2$ 


podus 
xag o || (eru os*runeg 


zojuinõos o sowa) oyjuo “sejsodiu sooSrpuoo se 
vaste go q ap S (24905 no) ap spanajo g op oxnyf epeweyo 
9 opeppuenb eet ode ap apupyun vim uta g pesou amb 


. s 
opinjfopjnioroumjoA0 Sp  - à i [^ *jep *o auta[o4 op Souad 
ep seuxos op ejr tàn 9 om op pe13ajo; e “odio; op opuptun 
1od gp essoacige anb opina op epepyuenb v vjuosoidar Ap 
0110) "SP u. q= Apo eng vu vuspidopaumjoA o Ap 1od 
oputjouaq £p 8T easi eu opensnp ou0juo*u . quie 9 Sp 
esuq op voxy op vtustid un op ornjoa ojad vpeuimoxde os epod 
odtua op apepjum 20d gp sssoAene onb opmp op opepnuenb 
v 9 'gp wo ajuejsuoo osenb y opua tenuro 9 Y eS "S ep BE 
"ep ojrouo]» ouanbad um ojuoso1dor Sp anb soweyuodng ` 
D 


` “(ejno3jouz no) 

oping op enopsed ewn op apeproopoa E y odio Op 103A EEN ^ 

"odgo op soordy so10794 SunS[? aqua "Ly gy Eid vp 10119907 ` 

aal y (24%) a SPepioojoaa sp odia wos opp wn wa s 

esiowy g soweguodas 'opra wn 1essed essod jenb vp soauge 


vpeSpop euerquiour vun ouo y arojredas v souraxeoua "Deet 
oxn op rat ep ga ogeorjrudits v yujordiojut eJeq 


` qoAgiuono g ogu [eroygjrun ojorrodns je 'sepioq 
sens op emma Opuznso 39) tuos tor e epo} wud 


1481 vang 


BI deo Sommet PHIANO WOI ojrojpo 


e 


“OU gasp 10d essen! op opepisuap Y 9 OIOTUNLO) 09 


rgy nanda 


Ze 


: Hnos Y 01/09 operounuo Jos apod ejougá 
-1041p ep euame O 'e e o DS senay SS 


"Gy ST eint eu soordy S910104 mër 10d opezsngr ounoguos Y E 
*g e LOMAIN vpgjnin mun BUN GIOLOp E togas YIS2N 

+g 21qos sepepnojeo Jas wessod eiogredns op simiSojur se onb 
wonn sotuappupy “LE omde ou sopioajageiso sopoigu z 
sojad fsepejnojea Jos wapod sodu smiSoju se jenb e asqos T 
opiSor eum obs D onb sowamnupe “opdas 1150 vpo] to “UNS Y 

>opeduear opopo Op SOuNHOp Or "Act sou oySensuou 
"Ap 10 "Aen isepsojdtuoo zesse sagrõo1 ed vrougdioAtp 

vp pa O JEMSUOLIOP os-epod bone) wm no oqno um ` 

*optosdiyo um 'e1ojsa eum 295 apod ç 'ojdtuoxo Jog 'sapsuotunp 7 

sen um ¿ oga vium op wauo 9 anb y epenosj ops 

-adns em DIOS [elojas üdumeo tun op OXN O 999998753 GIEL 

-09) att 'Soduro SO sopor op ooppuajeur JoTena O untdapisuoo 

sognu anb (cc91-/ 11) ssnep uonpong peo e moBpnonoy mo 

E EE Dp DUBALI 

o 9 popa o[no]po op semara) soprepiodug spur sop Wn 


— 


——Pál 


VIONSOHSAIG VO VWIHOAL O SEL 


een op ouso Mas ay t (om SY DA eT ` 
opggsmioy op zung v uay y ajubjsuo2 epupisuap 


s 
DA a 
op pam op epuap ug vu "TZ Opel 3e CC sp tz A de y WW 


EX EN 
op ovbejo1 wo puny op vogur ep ojuauxous o (q) Sp (z dei D => W 
mm op vsseut ap Ostos 0 9 esset e (s) so & 
sp (24 e [f Em 


om wouygap os sopeuopio00 souejd 
sou Gär) WS J op SORIATIORE SO OPUS DO 
pat 10d essew op apepisuap 9 $ orypredns mun 
ap pue e way g peatu ap epep udemo eurn ag JT 


agoe puou 29 (7:45) oquod 


oOyusunidtuoo ap opeptun e ag JeC St 230814194) 
1 opduroxg op g arojedas vp muog e eua pejati 
ap puny om onb equodas * y op Esse g 9 i apuo 
“y = mz P zou yr = WU ‘boxy 9 $ ap save d op ONMY O onb 
onsotu wapo RU oQuoo WoD 119350 EUA 9 E ap 

Quo» opntiop. t 
9 z '£ '2) sso op 04022 O "siranqen sep3utgop 


uw ye + [Or ne au woa aC Jefe») = (2 
DES sessa anb ASOU "seruos op SIEH Opuezan 


“4 tx) 20d epop 9 (2 “4 ^) wo cugat gasea vun 


£10 puoraopmop) 81 WI 


. *iqos vpjosoxo de E oua më BU Epengs 


visa Jenjuod vg emn os "quiojor) op Taj Bida 07 
"x t 


EPI 
"ap fp Mz foa ergo a = 


seua] 


anb oxisott 


"hd IN = o GIO = x 10d epep 9 sos 61 


KEE 
sootjeis sojad opmitmrep opigs op ojogrodnsv 9 $ 


Sp BE (e A ÀA BT 
(ppp s) soomaga ap óque op stade e 35 
ses fee) =( (DA D 


Ter optare pensou v er € epeuosg 
:epopodns Y 23005 ¿Y op oxnj O MY :81-L] "SARA 


“p = zouejd oped eprsdonsauy A + ox 
= z oprojoquied op ojrejoo onomyd ou qued e 9 9 


EA AAA ead «a at 


FPE 
+66 + xz oued op aiueo oxatupad ou oped e 9 g 


faz Or xs QC) gt 
“GDP sgala gp op oxnpg O eux :9p-ST SMARA 


AER =x'9=4'p=xsouejd sojad 
epuidonia gi =z + Ág + xc owd op amiras 


aye pra vt 


Ya fra opimo 
op oam 4 + 2) = z 2009 op sped vos 


typ fe s sd Er 


"äs 
T 
++ A 239750 vp yue ownd ou ond e 2 S 


Hp 
RE TEEN 


*pefCemoa v 


*g op sonadas eupm 


s 
Y mon eum 9 tL o8 PA D [f euo PIT SON 


"oyjpodns ap Sau ewn ap peroodsa geen 
Y 
un yp (id i f xjdnp eSa ewn onb oso 0T 


rage ou sejndos ogSoford iün opuss 
ça p<? uwo o s (z 4 8 aquejsuos ogSung v 


. s 
93 os ajuaweomjamos3 sp (2*4 x)? H [f aoda; 6 
2 KEE 
ojad o sopenapsooo soueçd sojad epeuinjop y = A 
Yap coyelÉ ap ommo onawd ou EECH 
H 
igp (EA Ad ff 8 
"ps z oUujd ofod o sopsiropiopo souvjd 
sojad vpegumop g «4 xp ap OO op aud v 3 S 
$ 
sp (rmm mu ff t 
gezoz=zig=á 
(Qs A sovejd so og ics Cop oogpi opened i9 g 
s 
tsp (dz + zx) S 9 
“=p 
+ fe + xq oue¡d op ojtueyoo Gd ou opd ras 
s 
igp gsr i 5 
tbe o (q) o 24-ouejd o egos $ 
ap og5afoad vum opueziprin epexop ejdnp pastori eum. 
owosapypadns sp Ian e assosdxg :g-g "EIX 
LP TE 
opp os JORON À + x = 27 opijoquud 
op ord 2 9 S A e ARA y 


9=2 ep +37 ouejd op 
aquo onawd op oped a 9 g Aerel AE € 


"y ¿A+ X OPU ov 200830] y 4 


. Kazoudopeued eg Siza lte E 


sét 
Bäi rap Ouere opgjsinou 09 ptr EXE j 


s 
*Sp (24:08 ff emojo Hey 591093. 


S'8t SOIDIOUSXSI 


ai dai DOUD OLAI W0 OMPI FID 


"SupiSursor "tegt Reg s: anb 


apsap Arte OBS gpu. fN fi f ECHTEN ji [f ezed sejnunoy 
Sep seAO1d sy 'opurepisuos od) op sagiSar op DOE ogan eum v 
95-19pia]59 opod og5exsuourop esso “acid somejonb owo 


w 2f- v | o eri- 


] Y D 
melt "oe 1*2) a (O ie 6) ql ff» sou qa ff 


sowáigo “ga Lë 1905 Gap op streng se opueuro. 
Ge 3 Op Sy ü S 


: y ig 
Za d 3g ff- - sow. xa ff 


3 Se onge 
Grup op Team e somogo (D(cz'g1) opneande sjuamivaoN 


LAME fal + CI "fal SB ESSE 8 


= R4 tata A WC a {z £ “FEA 


10d epep u sonafu; vrpiun ewou v sowezynn o 
(43) az» GO 


sotuoze Ze tug 


Y "e 
vr (4 a ff sp S 


EE 
Sigorpur so LC LÉI 3) 12^ « y uoo (Yee 81) tua 


i "mee? + sli Kc + dé laut = u. 30307 


I+ KG ss + CEU bi aa | 
Däin — (4 n= {z '4 NBA 


Soute[no[to o 
(C) az (a 1g 


souazu gr (roi 
-odns) erpyrun ¡201100 vum jae ved CET ogag vu oua el 
Upa CIA E 


LI9 popa ojusjp2 . gr de) 


yl Ej s 
sou. 1 ff * sp 0.1 ff = sasa ff 


"Qu. 'ogiuo ‘a Q 9 u ep x ojueuoduroo o fo agoe 


KEE 

seppyun sreunou SES oqixo vind7] y peoe arorjodns e*e 

10d 9 taggt ejoyyrodns e Te 10d “ojradas ajogradns e !g 10d 

d ` Souroxejouaq 'Av-ouejd op yr ojuarueAuoo Op eum ap euog 

- 9 (3) ne zo (Á x) à = zap sootgeri so anua () oga eun ap 

jojyuodns v 9 g anb uro 'oc'gT 210814 eu opemsny ee oo e111591 

peog vaod E 'osspp UIDY "112019] e seuode soutareropysuoo 
'sojietpouros OS sejnum9j S91} Se sepo ap seaoad se OWO) 


UTA 
TX PTT, 
"EE seu mf 


Joen sQutopod a tp 9 Ëg o1qos oxng op Jeou e ‘aussy 7 


05'81 tania 


(Cajas 


anb sensor vjseq 'opupjeni vjso jeAOId eeg ` 


B. s 
e, 40, xe ; 
AP d ZR mes vol 
omo? muara op aysnpuoo E 19403980 
sowapod ‘g op oysSrugop v o ajtosa omposd op sopepajdosd 
opueondy gd + A^ TW « g opusaaiosa opdejou e sontonbrt 
duas (T+ qa C9) Ape r0) pe (z 4x) os 


OvóvuisNOWad 


ogus. 30 uo. sentgudo srvrared Sip p ob epejop: 
Jenoa, Su xumpgos te KE Jopoa ongun 
Ir Aan 9 8.201 sowajonap a ‘g tpeyos; oroypodns: 
vum aod mum di segsuaunp E ro ojos euin os 


(ses!) 


erougBioAmp ep ewwa 


Bi d Got DUJAMODD) WOI OMNIRA 97O 


H a 
sp waft "a al 


soua 'etougdieATp ep Gu D opueondy 


Ü . 
wa a fff to aal 


'aquomrajuopeanba no 


D 
A "la al= Aa, A fff 


ogjto “enuguoo JepoqoA OBÁun] eum 9 jr as *onbos-ongog sid . 
“sts13ouruzed orpgur 10]8A OP Gong) O ee) aen Y SOUL - 


oo de Ch) fs PI 15) J] o. O op oranto^ o9 4 apno 


Do 
A Ne Ap E s SIT 


anb pes D op open ou ('z "Ciao y oquod um asio 


opua 7 vorrgjsa opar etum epo] tro UH 9 SEBAVBEA S94 Op y 
og5unyeun as miss y "sejdnasejdap gea aed soBoppue spe 
«nsor os-urenstrouaq [q 0] ap Qiuomiduroo o 9 2 — d = Sp 


JO) =p (94 T 


anb qa (q 9) uie 201 
-omypu um asiya ogyuo [q *v] opetjooy oeaan tun wo enupuoo 
9 joappea vum op f opbung ewn OS “end o opunãos 'seprugop 
seront wed oppur JOJPA OP elMSIOS) O OpUBpIOOS sous 
-a1107 enojan oduieo um ap vrougSioa Tp ep Gëëeardat vum. 
10390 souropod "rjougSieAIp TP VIUOJO9) OP GUTE MOD) 


EE E 
M 
P Lat nb — 88m J a 
E NA EAD ] J- 
perro S Speos "II 
ae E zg ger C 


v jen 9 pagony 2159 
anb emma (OZ'LI) optieorde o zc'gr End v sou-opupojoy 


elo popa opw er d 


` o 5 TS Bread 
Ap op [If = ap Ge + em ff i 

ed Vo ep mede 36]0A 0 Jojgo somiapod Emgang 
vp emanget O optreziprn ejepog 'ojogradas op Tram e am. 
ema Jejnogeo DD ojuotmentorção BUS *891012]X5 SORPI 
Sum Sa1012A SONDA 1100 ‘E Gett v ensnji CG'8T emba y 


oyámios 


s 

pua ff 

SRo Y rp? t f(zsoon + £x) + grues ço) = (24d 
og Dap ologiodns e y vlog "zx o dx sowed sopd o gez € 
ouejd opd x — y  z opua opd &peyangop 021801 e O vfog 


[Jure 


on - Lo Jos=opor "fes ord ie t] Ter 


Gp 4p (6 + zE) J Js = as) eit SUR 


95.0 n É 
N BP PIP AE + a) J d Je espa aff 


SOLO] ‘seoppuypa sepeuoprovo 30d on mom e opurjnopro 


d s 
lara eso aff 


deeg viougfizastp vp eluozos; ojad “sous 
1581 und 

(rt LAO ER ER ACA ERA 
oun Usp 
svojdn sopóisod sent o g 3poriodns v Gent (CSL PB Y 


ovâmos 


s 

» pud ff sinon» vend 
viougBroArp vp etuo109) O 380 Y ¿2 + fO Kx z(ztCxX) 108 
“E ap apjusdns e god soumjousq ‘E = 2207 z souejd sood, 
9 p= ef + x epo opa opd pen ogo v G elos 


Oda 


Si dei rouuouy nygomont) moa VAPI Sf 


“Soolo sodtueo sop opmso ou o»ugore ojdtue op sejongnbasioo 

Wa Sss) ap 19] Ou opioatproo "opejnser oe ‘S e topan 
Tenjuod eBreo Sum op gem ap oses or opejinsor ojso 1opuoiso 
NOMP oe "D op ejtromos apuadap a ap ru ep no oyuenie 
Op ojuopusdepur 9 oouno[o oxnpp o ‘assy “boy q maio 
* opuajuos vpeipos srogiedns zonbjend exqos 8 op ous 
oxnjf o anb as-ondog *euesuoo emm 9 3 o xz [e pra 
9puo “a (falho) = (24%) q 9 (z ma oun nico 
vum 210/05 epra1oxo 85103 V OBJUO "tuadr0 eu epengs Een squio 
-no9 b ap jenuod vivo eum os Kale 9p 19] id 'apepio 
-MaJo ep 21109) eu ojueyodwa ogõvoyde wa c ojduaxa O 


bay > qua E ES 2a 


PE j- Sp ba j- 
ol) El adf. 


E] (T = Y UNSSy 
ET e vwd mode Tou ep u oppyun o de wa odo 


“uaoquosy ens op aed oros "5 uro] onb D opio: ep iof v4od 
Vjuodev[o*7012)x2 rumou vung D Dan BLIBILED JULIOL oun) 


ua foso al 


“ojuejaod a (T*8] ogxos ep Tz OJOJ019%H 134) Q = jp A Gët 
'ostoAut optipenb ode uim 9 jy os ‘anb 161)sott os-opoq 


, an AË an af un aff 


men Ke tp v112109] O 1eo01¡de sotopod 
DO wa enuos 9 4 OOD EE sotana a ge oam 
NG Kai aod sowojouop o (erer end 2) $ uio vpyuoo 


Du O Gua a » ope ap viajso eun ! e vfag «unas e 
otda 1opaSo1d soirapod Etappen fojuomejonp oprondesosopod 
ORU viougSioATp vp eu0109) O () WO NUUO 9 OPU A ouo) 


oyômos ` 


$581 pang 


129 "poma opp) 81 da 


"D ap uno] ep ajuotrojuapuadapu bip 9 E age q op 
oxnpoonb oodd ll 40% z+ f 4 1x A amesu vun 9b 
apuo “a Licht) q sod Opep 9 osraur opeipenb odureo tun og 
“O ap 201197u ood wn efos y sain e onb o () opidos ruin op 
gaua e enypsuoo  epeyos] ajojgrodns eun onb sowequodag 


E OTdiiaxa 


"soping SOp sp SEBOJpuE SEONSLOJORILO senu tuejuoso1dp sassa 
siod *oonguStur no oorgjo 000 Op SIB] SODISIZ SOJINO 
e urgquie; os-1eorde opod (7:91) eisug8roArp ep oyum-eunog 
Y d 9p ouod open wa p = qp ap "usse ‘a "A oumjoa op 
mama op oiep eptad wau otjue? wau Lou opod ogu opua 
“odod unuoi no ojuoj sumiuau ot opu ə Téagssosduroou 
9 opm o og "ayrotuAnoodsor “9 > da ap) no o <“[a am) 
as q uio o5od wn no amog eum gy onb *c'gr ogãos ep qug. 
ou sopóratosgo sep “es-ondog "odium ep opuprun xod oumjoA 
op opeptun aod osso ap ordenara v 9 [go ap] opua (z "d ro 
wo opepisuap ? 9 (z 4 ip = q og 'odwa op epepriun 10d 
+ 10 SWINJOA ap apepjun ¿od OpINI op om no eprad op exe) 
v ot epejo1dioqug sos apod “Lg Arp] ogjto "opi tun op apep 
-190j0A t vjuoso1do1 y os “ejnotusd wg 0 sand apuro) n4fso vp 
01940 Opupnb ‘g 0431129 op v42fso vum 24908 o1m]oa op opoppm 
40d oxnyf op aiiti]-40]v4 O p q uio à ap vjouga4aa)p v ‘ssy 


(381) 


sp sou onb "(y am] = 
"a. A] e- Ma. A)? del ogu ‘Qey opuozeg 


"(ce'g enini 19A) Eat ep omnjoa og "A opto — 


anb 
mei lee sopa 4g ouod wn ojspo y epro eed *ejAg1d ogsstostp 
DA “q US onua VIO) Y oes ap v19jso vum op oroyaodas e !e 
fog topau nos Uto «7 OPUaJuOs OLI Ñ9) eun epo tuo vnuguoa 
à soweyuodas ə ougInqe ojuod vin q 'epinfas 119 elog 


"wiafsa. 
2 24g08 zenter ap opopjum tod q ap ony o owog tpeaesuo 
Jos apod ejaup g apeppuenb y 0 op ajoyuadns v 9 9 opuo 


Ei 


equi um ouo gougn 


CES vansia 


Br'du) Doug st4jotoar) noa OMNYI 079 


vanisod ogôonp g opuodsatoo anb ogSenp e otu05 ) ap ouo 
GuvAntsod pop Y SOWEWOJ € op soLadhs VPAM JUON 


vum 9 mu "emp EN US) ap eurora) OU opeepisuoo odn 
op y oejor oun Cup anb gamo eum 9 dr el o sigos O 
ap 12 ogõofosd v o senuyjuoo smod. stejoed sepeApop wa f 
(52) f z op 001738 o 9 g onb tuo osto O pen ERT em 
wv aroffrodns eum ap estojuosg v efas anb sopsuourp ser uro 
2) oxens ojueunejored sojduus Epeyopy vamo cwn e opypuoso 
306 pod opeynsor ae op ROJOS € 9 O) pued eAmo v opto 


D 
a ff » spa a7 


1U991£) 9p turolos; 


op jesojoa rue ojuinBos e sowepunuo (1730) WA 


uia a mr sr 


BEND 
S3X015 ad Viradóai O LBE 


Coppa ojuejsuoo 10324 


(3 0 f opumusod emma DEET 
-unj (7 ororojexg op pepHnop! E SE eptrsëne 


s ^5 
pe (af Ba Al ap Las 5, 9 fff es 
(scat) uo SA q efos zopiseSug) 


D D 
sp uw GA M ffo ap Ba - fA 83,50 fff 1x 


19401 
emm smod sepeapap WOD soit[e259 sopun) 
wefos 3 9 f anb o ejugdxsurp ep nino op [d 
-uoa.se uedeysyas D a g anb emp :8T- LI "DANNY 


"ge sopas u GEI pusou eum op. 
ogSonp vu / ap jeuorsontp epranap 9 2 f. “q spuo 


KEE ER EE 
DUG OE JOMOjUI ORIB vp ojojgadas & 9 $ 


Si Cero C) or 


eo p = zg + x sowed so a sopeuspooo 
souejd sojad vpequgop omo vp aptpisdns v 9 y 


més Ec ip gp 6 


"-28]--zs0mjdsoanmogo (4 rap 
¿A + ¿E SOU so ouo opio vp ojorgradns v 9 y 


MATA LA AS CA og 


oudo ak xp = z opor 
-oqued opd vpeiungop autos vp otoyaodas eo y 


AIR E L 
"$9 xr ouejd ojoda x + Apa x 


EN s D om opad epejiipop omios ep ops v o € 
tun y Dopuo tg x 2 v 1-8] 02595 vp oz OPNA ss "a Kf = AP LA Ji [ff af 

0 a tioun ep buzos; o onbidv :0y1so8ng) A A O 
Copinby op apepipunzosd opua ‘senupuos sepunf 


v 9z apuo zcc9 — = d omuo 'é-ouejd o mos apio 
-w03 ert ep stuer e ag -op)saSng) 'epepiia 
-emaj op Gët Jeznojeo ved (pz opjmaxg E 


` ð s 
Ap da fff = so ud ff 
mme osp € uro eng rejd eprorexo ogsadegd 
a onbuvy op g aroguedas g JoLajxa TARYN jeunod v 
s 
quepuo'spud SE 30d vpep p onbuvy ou opp 


emm op 0510) Y gops STO op 9 epepisuap vino 
op um tue oa) Es ouowydwos ep tup QT 
a onaugyp op tup g op ozea coupunto anbun wn L7 


ssp mg JẸ = ap a Dia 


ond ll = 2a (Ex) op og5rsod 30504 09495 97 


ü 
"07 AP A10 Dia 


"und (z x ouod vpra wa pe jeuodoyo 9 gag ST 


(Conesa ojtejsuo) J0)94 WIND apuo 
tafe mougõIsap tp euazoa o enbydy :09so3ng) 


AP JA D = sp uf Dr 


aaxafif-=suxafie 


KEE eSopoquiso 


*gpougfuoAlp ep ago op sop5rpuon $e unb 
po O o 5 onb opumpe o *ojst wog "otSung ep o} 
-uouoduroo pto op (sedy no) ojogprodns op teen 
Sep pos e OLIOD pepojoa Oghuny ewn op {edm no) 
arojaadas op esfojuy om o am 3p2-€7 SEH 


H . ` 
Qegu.u HE ou "OJUEISUOO 100A tu 9 V 9S. TZ 


s 
Qespu yi ff onb aan 
“senupuoo sepuntos srejoaed supeagop W A os TT 


s 
sua fina 


: sonboaoid ap aumoa DP A age + Dis pre tos Oz 


suas Zanaft . 


anb oaod y = q Atp o5 2 / terouatod 025 
mt too OANBASISUOD Jeyojos oduro um 9 A 95 6T 


"wougfioAjp ep tuaroa op sepipuoo 
se wonbuoA D e $ sub epupy :C-6I Sam 


Gë Bug Opp) grs 


i 
H 


-os siuosed Sepramop wo) f mjeoso ogduny vium 
KEES) 


g= ap ond 
auer ep CSO on operapisuioo odi 


5 
op pe ajojgiadas vpo sed g= sp u - a ffos et 
KEEN 
e + TO pes a end [ll] x pr 


{esxso 
KC 9) =D 02801 ep apoguados 19 s 


ema Ree e x) dE Er 
p<» 
wmon'p=2'p=4'p=rsouejd sopod a sopruapravo 
souejd soad opexuarep ogno op apode g 
Be hT 
PERA AA ASS 


> Sra Aa EL 


"egdi peroqur v o ojatredns ap peidar v opurepnopea ! 


vyougiaaAtp ep geg O anbiusA, PIJE SY 


Tg a go pountosg 
px Fore dz(m la VD e 


"op sparne 4] op oxng o auge edid (979) 
tiugBioApp vp vwala O anbidy :)[-s Sue 


pezoud ood ors zopit 
+oquied ojod vprnuttop or Baz ep ororasdas eg g 


Gruas xy É + ¿Aso za p 


KEELT EE 
Oxputga ojod epeiuitop og: vp apoyadas v ae 


Dez e A) eum =] E 


"pez x oued o a sopguopiooo 
soue¡d sojad epeyunsp oros ep sagguadas v 9 g 


Dat Bug vr Dër Lä c 


PRI RÁ RN 
souejd sojod epenwnop 021301 ep oroyuedas v p E 


Sg rx) Ed pes dx Y 


s 
"pud HE end 
(oc 'g1) erougdioup ep ewan O onbypdy ig Sam 


9'8LSOI9IOH3XS 


Dt dt voneuy Dame nos opa, 209. 


v Soptznpuoo sótuos 
'sejdnp spop ged ogu 1o[ea op Sage um 9 soxoig 
9p Stage O opugoridy "(oc'gy vinfi 124) Te ap "een 

* 1) 20d sotojonop 9 g uo onas a y Op op ett cosp 
in Je efos "openiore ojuod um 9d 98 iE 101 0p zorsig opdejord 
7Ioju] vum 191q0 sowapod gong op.euro109j OP oaut 10d 


9581 vana 


"atogadas op terdajur vp opea O anb ouisoui 9 onb 


^u gg = (g)p = ap. a ij 


susse o 2 20d vpeguutop (E oped op ojnogo 
un) omar p vay v 9 dpx a$ "met muo102) opa 


dp x afp = dp xp 2j- p. a af 


? ZAPA AS poupa pat oe 
O Wa (J = z ET EE opio 


2p Az + Ap xp + paco ap. a epa ag 


Coen 10$ 
apod (gz'sT) sajoig ap vtuoro; op voujmo perdoni y 


a90= Post « 0 soo se - o uos ge ]- 
l 6 
oP (81 +guspg+pso0 se) f= 
e 
f E s 
LA vC Housse gsoo p) LE 
Di 


0.0 
GP4P Ep + 19 uas 9 + o soa p)] = 
JI 


DE E 
OP App + Q U9549 + G soot] = Sp u. Lë 01 
ELE os) f. f= spu. ron ff 


Sott2)qo “sosejod sepeuopa0o0 eed opuesseg fa eu oam) 
8 £ oret op opono ojad eprjnmgop &a-ous]d op onto: v 2 y apro 


Y . s 
VP (y + 49 + xp) ff = zen, (1109) ff 
zl 'eprpadns ap jeifojuy eso mie Eed (D (cer) opuogdy 


EEN 


$29 ĮBHOJA oro gp den 


“auawajuanhasuo) 
4 xp zg Sg aná 
2p dp x t 
apr fe E $ T| ago 
3 fa 
"(ogr) xod 


laf UA o. 
EK 


SoumAnqo opuo ‘(gp gy eng 124) C 81 opos vp 
ç Ojdunxg ou spuropisuoo v onb pusou e 9 ojpgiodns y 


"IOJ£A QUISO O 
m (87:81) wuro1023, ou Steam Senp se onb 1ensour SOWAN ` 


ovômios. 


HÁZ + [xy +1 2g = g eloa odureo o red 
(87:81) s9x018 ap euraxoo] o enbrjuioA “O-ouejd ou gap o5en o 
O vloso yz uoo =x 6 = z opropoqemd op ousd v s fog 


+ OTdWaxa 


EE 
op ordensuotop E ALINODUO soutepod sopedusar SIEL SoJxor 
wg) onrotuaAuoo EH ewn ep 2 ep ouo oe vAnisod oganp 


` vun map 2 OPAM Ojo IAdAS VUN IPIOPISUOO sottoAop 


"CC gt enti. eu eprquxo e onb op sexos sieur sagens Jeproge 
weg o uro (z A) opuod op ogôisod 10794 0 9a 9puo 3p . Y Ki 
owo (er: ST) wo vougrAimo juSajy € 19401950 tugquiv] 
05-9POJ “$ 91G0S jJ 301 op oxny or Jun! 9 O op o3uo] oe A 
Jod opeziu21 oypuqua o onb euge vur9105j o *s2510j op odius 
Un 9 d 98 "S 2/q05 jp 104 op puton ojuomodiioo op ajogfuadas . 
ap Sonn y pon8; p vamisod op3oajp vu y ap ouo] ov zad 
vium DPDIIO] Y ap jprouaStun) apieuoduoo op u2ujjan2 jusBena 
y :enos Ou? Som op ENIO) O Atum OS-opod 


bei 81) S9N0]S ep guie091, 


ne 5199 saos 
y 98109p stëm 00154 e oopgurayeur ou waeuawoy wa opea 


-puouap ‘usse ‘899045 9p ETC O Sowa OBJUS TE oprajuos 
021301 gun tuo Sunuyuos seosed sepeanop wg sajsuodmos 
sofno Toon odiwes tun 2 g ag “eapisod ogãanp eu ejuode 


anb y e ajuafue) oritun 10J9A UM 9 y, 019A O “9 ep ofuo oe 


Spe) vopjeuy unjeugar 1402 ORAP) PT9 


*ongaog-nue opnuos ou wepen3 spd se *(x-outjd ov 
semospuadiod oxa nos woo “o op oque ou jeuoromor ep 10p- 
-pou um opujznponuy Jopiedas opejour vu (0 ap ouixoxd seui) 
oagedou o 19 op zopiajut oppen vu oAnisod oopuridg 1. 8 
jeouoSusy ojuauoduroo o 'uAmsod ogbonp vu opponod 9 15 
opuenb ‘siod 'Q < sp X, - A 1obsnaemeptus ogm o omogo 
o Oputzopisuoo "p € sejas sep eum op vumxoide as LC 

- omod.o anb epipota g mmm 9 0x1 op ouo] OR exp 9 
opintg Op apeptao[oA e aub ajoN "Jeue um ma 9102 onb opmy 
wmn op opeppojoa op odweo O owos g SOUIJapiSuUO) 


rouen os ojojered oued sanbyenb vio ajodar os 
ogsped ousetu y (anbgueA) '65'ST pt ep ogaped o úmuntos 
A ap salojon so Ax-OUV|d oe oybuoje USSON opuiSursog (e) 


oyámios 
iounxyu sojes nos euros - (g 101) epuo. (a) 


-fs-ounid op *9 somono sopiga op ouo 
ov ap ogóu (mojo t EMOSTp 9 8 ¡roja Odo O DAS te) 


s | men o + fo Dn Oe (a BE 
CO 


jeuoroejont 9 A e? 


2 q ? 
zo de xe 

9 "o TT AsA zs A Di 
y fo 


, & 
anb ojov me ogu spd se rojo odtuo ajsop Opgaiqie EL, 


A "soAnsod 
ogs 2 9 q 'p opuo *ec'gt anaga eu GEI atmoguos *ogoonp 
usam e o opnponr oa O ua $ odp? op 109A Opol 
oyômos 

"d oduweo op SEHR sapepondord 

se masip 'sojuejsuon ogs a'g oyo + (GI (C) t o8 


TOTANA 


Set wanya 
Mi 


4:9 MHo oap St du 


Lu g 301 rb vred odumo o jf pettoro 
-ejoa iaa oduma oto soumjop 'ogzer VASO 10d Eni 
opu opd se e Q 9 2 epeioaj eama epo op our or opSepnoxo 


eme A 103 ag oU oppos wa meng syd se ms dio) | 


ag (x opundes GE 2189 10) EE egos ed op 


emp oppuas) ongsou-pue ophuos uro wengsgdse Let ^ 


mt op JopIpoW Le enla 


vini ep peuoragjos ap JOPIpatu O opuajuos opüoreumepopum |— 


0 < 4 101 9g "d 9p 010) W9 "0704 NO seng op jeH019A odureo 
op erougpus; e apen spod A 101 10d ejonap os 9 ‘u op OHIO) wa 
ip op oxSeyor ap sozaa SE opeteo p it - (ip 103) serasa O 


-g 101 e ejojésud 19 9 opuenb ajuomepidas speut ` 


paea18 ojunfuoo O ‘oxa O opunfas opp opgan 10794 UM 9 


^W og go nas uro 9118 epore onb mo 39287 apod syd se mqos 


ame anb option ap odtueo wn "LS'BE dmg eu opiqixo 
ody op "EE ap 1oprpaia no ‘(enpuer no) eren 
Syd op epos ewn SOWOJIPISUOO SCD EISCHEN era 


. »oyuod mn e as-Jznpal e eptio 0091 
o opueab 'otupum JOJEA nas gum A 1017 appaypuadhad oosip 
wn op Com ep oBuo] ou opdegnonto Y yenb e vered og3osip e 
9 d uio jp 101 op ogbonp UM ojojued g u opuenb ouirpur 
JOGUA nos GO dp 4 10] omo) mod um € 95-1IZNpal 
e apto) oostp o opuenb “a Y 3ejnorpuodiod 9 sab aejnosto oostp 
tun op erougrojunon p ouo] oe opm op OJUOMIMADUL O 01008 
opSeurzogur yp sou [a - Gr 301) anb (67:81) 9p 95-24, "eno 
vp oSuop 08 PONO no “IAOU OS ap OPI OP vipgiu erougpuoy 
? opoji "2 ap ou103 uro ogxepnoap € 9 SP Ld af roumano 
änt e ‘oppg wn ap opeptoo[s4 ep odweo wn 9 4 9S 


a o 


euros o souojqo "tss o q «— “q mme ‘O «y opuazed 
` e H 
spa ET eM ion 


uissy "e op rageg nto Ag ap et owod um 9 t apto 


je 
«eno "o (3102) pn Gron SfE JA Wi 


ong 


(678) 
eum tun ouroo u - (4104) 


EE E 


2 
PLA J opuepnopeo (q) 
'soxolg ap Canet o opuezypn (b) 


Q 9p Got ov A ap GEI E apoy 


mm = Dall 9 A opioa op jejouafues opeproogo^ vp ojnpou ` 


9 "Pint eu opiqrxo ounojuoo 'oopopu op vsxaASuUeH Og509s 
VUN Dap OR op ONONO UM 2- 9S 'ojugisuoo 9 7p/op = € OjusA 
opejnduv opeproopoA v opuo «99791 emag eu PRISA] GI 
ep opt od109 wn 95503 95 04109 EIS opou10) urn op osjanu O 


v OTAN 


*ojno1jo urn 9 2 opuenb ogSeno1to v sottremnoea 
X9 oturxoid oN ‘opresio um op ostpue eu muepodw 
om ou p PAIO eum op o3uo[ ov opdejnano 
pma O, {omaa op jbiowoSwo: apupioojaa Y A ewo 
SUIBLUNISO)) Otem tun ap oopontt op Jon ou ojuo4 op 
A 9peptaoroA op oduro ov apadasd anb o agarde sowopod 


"ogbwo: op oxja o opunBas 9 A 101 op ozdanp v o *rjndur 
9p9pI30]2A V-SIZIA SENP 9 A 301 op ojnpour o anb eisom os} 


tog = xz A [oz A dog = 1303 
onb 10011494 os-opod *ojrejsuoo 10394 tun 9 (9 OU) 


im ¿e zo- auo dn- do 


2p ép xe 
ba Ki Ma = ¿10 
S e ge 
3 f i 
(981) 104 


alo £0) + (rio - ato) + 1450-270) =4x0= jt 


` eet ogSog vp p ojdwoxg ou oros ‘ogue ‘g 10d g ep (7), 4 
apepioojoa soja o opurjonoq Jl = qp/gp anb sous ‘09'8T 
TNR esou-optrogoy (ajunisuos) 3ejnre opeptaooA rgy o+ 
(6 =c0:0 q op ogóisod 10124 0 9 xz Dénge ()4 
us SI ef eu tpessn y edojpue opdenais eum soua 
Wat op sagõung ous z o 4 x os o (2 'x) q ojuod ou 
]nojjied Gagn eun ta SOU EUSO sou eg "opidi 
odios tun 98503 os DIUVA 2-OXJO OP owo we ojuatuonuiojrun 
opini oping um soumioprsuo2 “OJUOMADIE Op SIPUOJOTJOL 
Stader so 9 A 301 oyua op5táp enno avrsuoump eed 


0987 eant 
xa 


629 soja oho or du 


“EMITE = dam 
00200 gemat sep vin gp ojuod zonbjenb uro wro11020 u . (4301) 
op SOUIIXPIU SOJOJEA SO "IEN "SOUIXPHI SOA Y Uraznpuoo 
sozpLugu sosso anb SONDA 'erourud vpeapop ep 9/89 Opd 


"soon 
EMTF=Á OBS u. Lë 101) esed sosyo soroumu so. ‘opua “a 
LID pn. mmm 
E = Do pe (ota 
f sowa 'Á e OpdEjo! uro opueuarsgid 
«x-ox1o op sojuod esed Oo s-oxro op oxiequ soyod vwd on 
-ugou ‘oxa op vuar sojuod vod oAnisod 9 u . (y 901) onb jon 
+ 
EO ea ELCH 


ty 9 u punou ep ongun o owog 


all Zum 


souojgo (981) opveordv. (q) 

"wu 

ogu £p vied 10pjpous um 2 ‘oppioy opiiuos wa stung 7o wed 

puopeos op 1opipour wN 'Qe SP L 3 EL DECK a7 
anb SOWA *p.j[ 9p SHOPA OPUBISpISuD) IMSIVLAON 


eegt aman 
- m 
at at tt AA a HC n at 
—————— mo -—— RA 


2 


Q7 — traria 
- iE Re 
— — d — 
" Li vg a ri ër ré zë "éi € gë ër 
" tg dg A n rt À ai n 
We 
fr 
DI 


e mad 


Bew me ev 


"opeinsol ojunãas o Jooojaquiso | 


sowapod ‘ogåpysar eso 110) "exetiop ajuatusodiis 9 opu (1e sp 
Err ap EDU uro apopuodas cwn) 070] um op J09jut oppaat 
2 pf 'exouoo ojromsojduns » opadidopojezed tun op no exojso 
vun ap ouau og1801 e *ojdniaxo JO CT 9p 93193007] E 1eznio 
uos qr io ojuod wm e as-1znpo: SIE epeuuogop ojyusummamuoo 
Jos apod vpeyos] eAm23 sonbjenh ‘ody oysop soo ugg soe 
ap eloa) op sagdipuoo se anbgrsa anb q wa s atojuodns 


UN op gropo E 10 q Wo J sl epeuoogp BAINO epor . 


25 003 ajuoursapdüts pros SAQSUDUNP $91) tuo (7 GET rum 

*oAnvfqo ossou LIBA "sopeSuae STEW SOSINO WA 9JMOLUOS sepep 
-mso saragredns o samo op sopeponidosd eo (enen ogõmyop 
e “juan *sapsuonutp sou R optpuasso 19S apod ojeouoo MSA 
"vxouoo aquouisoqduns ogidorop og5ou e SOLIZAPONUE“OQUNULO 
-Op sajtropuadopur sesuy| Amo Stot op opniso OSOU um 


“B=AXATZASO 
somago (og) orómgeg v opueandy 

(fx + uy te aa N 
m) Bio 


BEE =A a AEO 9 A p Opp O oup 


(fx + d) LEA =a 


84 ap ogbonp 
vu n onppnun 103A tun 'oSo] 'ein2g eu oppent 2000 
«(4 “x) ojuod opor ws à e jeuosouo 9 [3 4 14» (£x) y onb 
SOMIBADId ‘gy 02509 ep T ojdwoxg on = [io 2 wa (€) d 
ojuod um op ovdisod 20094 O 9 [Ê+ pres y oam 
op esioasuen 005295 rum op EISTA e agixo 19'81 ema y (a) 

4 

Be 


Ip 4 
wg 
0 


H & 
Dear = tg 


> 2 
spat fatal 
98 < op ap 2 omogo 1onbjenb op ofuoj oe oder y (e) 


ovâmios 


1£9 puomi ona ST doo 


Ci ima a met ne E 


-sejogu op £10] Q = A 103 snb asoy (a) 


BR “Ue 
opoj eed eussu v 9 9 op. o3uoy oe ogdugnonto e onb INSON te) 
we = Nal 


(onramepeunxorde) 9) W2 A ONDA OP ¡epuadue] apepioojoa 
vp ojnpor o ogma 'og'gr vInfia eu operisng onmogãos DET 
oi op mano vsioasue) OBÍD9S vum Y 9 98 "p oyfuoxg ou 
Quioo *oajaptr op o:jU9p OJUIA Op (oprejsuoo) iejnSuv apeproopoa 
e m elas o ospnu op oper o D ebe opu od:09 um ossoj 
os pg ex opu opeitio] tun 'oajpti Oe saJo1ojXo soyuod vg 


SOSS 


QAI = (vagyo = 


sp "Ten = sp Hall KÉ sp r A ^f 
0307] ((GT'PT) emgesat 104) 
ajs ad d n 


“4 op Opep 
pusau e woo p E aere LEI 10194 UM 9 Y DO) (o) 


“JOLIE tugquim 2 ap OSUO] OR 294011 95 2p OUIA OP 
epugpuo t “euatuas 2 op v ot o oputinb onb EXSOL ojs] 


quel 


s 
sp fjoz = 


i 
ena. oz) ff =p a Di 


0307 


HOZ e 17 =A 101 


“ojdwoxo 
aen opoooid onb opd "| = 19) 40d Ou OoSIp 0 9 $'opuo 


J 2 
sp u (1 ff «s^ [f : 
9 open g anb sotuaA SING ap T109) O opuzoydy {e} 


ovámios 


ot de Sou baoa We OMPI DEV 


PELARE] % anb 12A01d eard (87:81) 
950 aumsuoo [2110124 OYÓuny eun 3 3 39380405 
ap parat Op SapSipuoo se uitogHoA D 9 $ 38 DT 


*SoXo1S op eura102) Op (q) SetottgBzaA1p vp pttoioa] 

op (e) ore 10d 9 gp u gio kt anb oaod ior 
-oju nos wa 9 ç wa epp sexaugid symosnd 
SUPeADAp tua jp 9g *S 119759 vim ap appiodns ep 
d ouod sun uo 1019]xo vprgun JENOU v uw efog et 


*euor2t1014 9 g onb ansotu 
"pAgiouamgp 9 / ag ubjuoso opdung eun 9 fa 
Hal] e gz + BA Dr A apao A A os sphuof 
Mna odio um 9 g quuojoa odio uf) pr 


` KEE) 
— mat «D * ox) += (LADOS ET 


St or5juyag vp ossoauy oprapenb oduro O cT 


(gt osas 
"op € ojduaxç o anflas anb ogssnosip Y 2 191 015 


-a5 tp Y ojdu/oxg 104) y0 + fer 14 (2 08 TY 
155 9 50 + fruos 410 2 (2:44 ot 
75450 mott- RADA 6 


¿otupepursojea nos odune u - (3 102) 
apug 8 103 9 [euoroe]o: op Jopipats um opwezyyn 
A 9p sieuoron]oi sapepapdord se nasip a (2401 
SPOJA Sdt suniye oooqspg "16 "SIIIN 


INIM 
menara ed saxojs ap tluosos; o asn «(c 9 O) 


a (0 c 0) CQ '0 “T) seorgA op ojnfuçuy ojad 
eprgumoportavo son az+fzl+Llt=gos 8 

E 

` En. gu f f 


iejropeo ed sayong ap vwasoa o asn rom 


opd óprjdaorqu A — EE 
op aped eo $9 3v Bpow ~ fa ANA 


“ap > 2d maen vwd sagoig op 
emasoa 095 (zT '0) s TD OD 
sasaa opopmpenbos goma [+ Die gos 9 


KE 
S0 zz)uo52 A'I S09 x Jod epep vAma v9 2 


puo ap + y Oé Jemojeo wed soyog ap viro109) 0 
asn lr ago A) fo eo) + (euas- zc) e Ros $ 


. paz oued 
ojd epedana C Ce uz oro opaedeys 
CE ? 


5e fo uud ov 
"uff o D) = 7 ONIS og 
Sr g- € 


== EC Ux opui on 
Joe d p s z ompjoquied op oped v 9 y 


"rb: M= Z 
"së As xomjdop opo onowudon ovd e9 
yor lar Y 


` "go ed 
(8781) sagos sp vuro1021 O DNDYLIA sp-T "SINE 


481 SOJOJOUAX3 


(ADÚTE ST) tuaroa ojad *oneA1o5t00 9 Y 


Qe — Az) + Ko- -+ Ko = o) = 


au éi ZE“ ez if tat 
ze dp xj 
—— E ga 
E É SI? 
bi f 1 
ouo) (242) 


: opoy d senunuoo se1roumid smro1ed sepeanop uro] g GEO y 


oyámios 


££9 jUwonmaopmjp) 8] de) 


KT 
9p omua*q zg - Pg +1 (eh + ure) = (e) as opkoum 


8 01432 


ee euro1001, 


emeng (OE BT) vuXo109], O WO0 SOLJ $959 Open 
“(oameazasuoo 9 ¿Y "o 0381) / Jejuoso ogxung pute ved fA = 8 
v ojuajeaInho q oyuueo op erougpuadoput e (ET'ST) euro, 
ou oto 'ogsip UI “OYUJLUEA op vrougpuedopty g ojttojuA 


-mbo p sojduns Gi vamo epo eed y = Ap . A Ki ordpuoo 

€ opua “OJUORIDAUOS ogar vum nuo BRUNO 2 jp 98 

Oo v epar uro q = A 01 *ojuonrojuonbostio;) "ogSiperguoo ewn 

Ze ` 
o< spu (130) ff -w.a zé 
' ogma “y 101 ? o[opered u uoo OC GT engg vu reen ' 

odp op 1vjnox oostp ton sourao9so 'ogrdar-qns 19501 'es ep LPO 

Vo Q se 4 302 anb je g opuso (7 op ogidorqns vun ojsixa ‘apep 

DREI 10d “ogjua “y = jr 301 ‘g ouod umije uto ‘ag ^7) sodus ep. 

DE vamo poz ured Q = ap. Pb soruequodas 'ausmesordoy - 


y 

o= pn. (rio) ff = an aj 

“g7'8T) sexois op vuUra109] ojad orua ‘H= q 101 9S. 
OVÓVHLSNON30 


Sojdus Ke we VAIO epo od o =p- I fa 95 ajua 
abs q uio g = 01 ogue ‘q eXouos ojuoursoydtu "onis. d 
run epo tua Senupuoo seent sepzAjtop wa € KEE? 


(og'g1) emegat 


Si di Zon DAME wo oa TES 


“rodo tosro 00D 
ssotaga ap ojnfugi) oped OUER OTROS 


term) eee) nd oc 
ef ao zonas o2 $ 
ts e Porta óc 


FIM 


grad SONOS op rage O anbHUSA 00-67 EA 


*x-rQpedqqersoud sopd opeusop on 
-uga opadjdopopeaed op spjpadns » 9 Ca D 
+ us A 98 Ets nai ep E9I00) O onbgHoA 8c 


"ge 2opopxo eppum ewou 


5, 
paus O ap onjidns s 9'$ apuo “sp u- A i 
yow gied wpougSioAip ep rum109).0 95n KÉ 

+ [A+ Ye EN =709p=zsowejd soplo y, 
ER apuro ojad vpestungop om dos e D elos LE 


LES, 
Pto 


jexog=ramo p= + fopupo 


op sonadns opvio e 9 935 SPZ X é f f apito IZ 


egent (000) ee 
«paga op £c oe op eme ousar ep eunor É 


s, 
+x z oued op oued e 9 sos Sp zéx ji eoo s 


"BA Jar Bä (BA) A onb aad 
SIGAPIBA say ap smejeosa sogSung ovs 3 2/08 pt 


KI 
2g up one E ade Mar (A SÓS EL 


Deo A+ AO 090 > 


(10) 9 (o D (o0) soomaa op Oneu 02 2 TZ 


DGI ze 
nto ted 10d epeupnmstep epeuoog eamo 90 07 


*epep samora 095 
Ap GC Op dx >$ . 


"eougpamo (Sau v 
Leite vred soar) op pa) 0 Sf) 77-07 "521931 


rg proa omp) ST "dv? 


NAAA A 


“a opd f jerotioqod ogóuny gun ae 2 
KEEN ¿Pano aod yiz 
ent eo t Pt uoc (Aos 6t 

` ee 
EL n) p recap (ne vol Di 
evol | 


Io, aen 
dp(Cr x) expttrz [a 
. . ta 


„Joea nas AOL o oyupeea op ajuapuadop 
-ug 9 vougrAmo Tom e anb 04034 8I-LT SHONA 


"yap saqueo 


^ am Saint sop OSAP eu zas euin D 91100100 


oybtorde op ojuod nos opuunb q 10d opezyeor 
orga; o oye ly T= ya (TT) 
Sg LET rt Olga op oprapenb 
09008 "ae + fe er (e 29) xod epep 2 
sagsitauwnp sgy tuo CC" ouod wn wa qero] V 9r 


ap- x? [opor tos 15 11— und 
soos x 10d pen 2 2 Ët 2) + (C 3) (00408 SE 


"dr zu 44 = x ordeno p wo p pr 
` "g 9 y op Ojttouios ou ojsIsuod ) EL 


«foxia ov ojorered 02520107 O 
9 3-0xja oe opojesed opungos o 'z-oxp Ot ojojered 
oxotund o fejet ep sontotidos say wo 15/8100 O TE 


"(s'p'O ge(o'0'0) yop epep 2 vamo E emd 
2 
zpiz4 Ge X) Ap ((42)42P 3 H 
ZAPI :pp-z p DIANA 


torto) 
9 (LT-Jop re £op oogpii 090 sp ame) TT 


giant » 
` 1 
W d 
o 6 
Zi 4 Ea 1 i 
b 
8 L 


emt eu vpraio (y Te (p "D sp vano 
5 
. &'9 apo Ap rt pf f Sme pL SME 
(4 das 
(2499, peporajod ogóuny e ett anb segsttomip 
sem ura OAPUAJOSIOD pepojaa od? wn apy 9 


EEPLIOOM 
quousjod ogbung v euo sub sagsuwatup 
senp W3 OAHUAIORHOD [BROJOA. oduvo mn apy S 

EE 
N-O E 

yaris og € 

+ pz (a od 


"A EROPA 
oduro op s001d)1 S0J0J9A SUNETE 900052 kt SNOSE 


R RRL LUR 
dê NË de WE Ne 
as ajuauos 2 os oqupueo op ejapusdoput 9 
apet PEKAN sp E Kat? % 


anb oAo1d *exouo) ojususajduas orto: 
ram wo senupuoo seau sipped sepvApop 


ap sepziop z a 4 “x op sapSunj ORS d 9 N "IV 9S OT 


OVSiAxH 30 SOIOIOUSGI 981 


"quos opio vun *sp faxu [Te p/26 Di 


."ayuejsuon SODA Y *Sp EL *H “BEE apa xn Ki 81 
someras 

seen So f'gpu- Baxs a 22419 Di 

"Som 


op pa Op SOQÓJpUOD se woieoppoA $ 9 D SP 
osea eu *opepnuopi e eSojoquisa :6T-£T SNH 


Sr dp wonpeuy vpgoutoor) 1109 OMHPI FED 


Le Ka 


ZER 


"srejouoloyip sogóenbo sep opnisa oe ojuour 
BOU sopejoAop 5021j20dsa SOJA 2 SOSINO 
TH 'eonpurojeur ep ower ojuepodiu; 9 OISPA, 


92159 ?.0g5nporjur euim owoo seuade oA135— 0 


«UNSSE O 94Q05 Op?j03] UM (ISO op ORSUA] 
«21d v 149) ogu ojngdeo ajsop jepan O 


: *sagânjos sep sagà 
-euuxorde 19130 esed soropejadurozadas os 
-Opuezippa *sepeorduroo ojuatmenioso ogs 
stejouasagip sagõenbo se ejos vasis Op Sot 
«UeIstp sojued e stejopdsa saagu op ogauyo no 
VIII ur soj]ojes op op5ea0]oo y uaajoaua 
anb seuropoui sopSeonde sen 'sarepnonaud. 
opnun ‘usse epure ‘ogs “stoagaedos sapdenbo 
se anb steil soeur wefas soodenbo are e10q 
-ug "ogiped sejnuuoy 9 Seoruo91 ap ou Jod 
eyuoumopetiojsts SOPIAJOS 1as urapod onb 
Sod SONNO sotuaropnso aqterpe SIEJN SAP 
«dos sogSenbo sie) ano Ata anb sotajazaxo 
a simuopIpe sojduoxa maan Cer tdos 
y 'eprigopur oam e opuvamde eStoATH 


, "RA opuesedos stejotozogp seodenbo ap sody 


50j392 50119410893 *0]X9] ajsap o5oto2 ON 


"SPARU 
«ZA Sopepyuzab ap OBÓRIILA op SEXE] VAJOAUS 
onb oor ouaumusg op odp opo) a Jzajo 


-nu Pë au 'eonupurpolpig 'eopugupotiay 


‘gopugujpozag ‘owsyouew o opepronojo 
“sogôvigia 'Oj2UN05912 'OjUOUIAOUI IGOS 
soxo¡dwoo seurajqo1d op ogånjoso eu ogõeo 
-jde ejdur wg srerouorayip sonSeubo sy * 


sivioNdusta SIQÍVNOA 


6! ojnydeo 


OVÍNCOYINI 


, 
i 
i 


ap gie sooSnjos sy 'sopüiugAv speur sosimo esed epuxjop 
9,9 sojuopuadapuy soxjourgaed op ojo»uoo O oAjoAuUS o3 
og5njos op estocid ogdugop y 79912 (sexyaurgaud. sepeureuo) 
sergnique sojumsuoo senp ur9yoo qe193 oySnjos e onb o 7 Wapio 
ap 9 jejouorostp ogõenbo e anb 412600 ‘0 = gg — E op pro 
og5njos e p q opluroxg ou, + «252 = 4 egônjos Y 


0 K SZ- KIP opônjos Ke 
= d anb as-ongos “x opo} ved oraz 9 opionbso o1quiau o owog 


O= Le Eeër 2c) Hostos) nO 
059.0 ale Le erte 


sou1qo p = dt — d ppumapp opdenho eu ,,£o , opumsqns ` 


OST + PDT uk 

os os. «É 
SOMA] “BIZIA SEnp Á opuepuonpá 
ovárrios 
> o!) sitos soJoutpu so sopo) zed 

ES 

ozSnjos v ui) 0 = (cz =, Á orouodsgtp ogSenho v onb ago 
$ O'tdWaxa 
'g'61-€61 sados seu ap 


os soun ert Spe? 'sog5viqpa SPP osrjptre eu wras1020 o]druoxo. 


ounxoid op auejsuoa odi op stetousiagtp sopóenba sy 


“g dodoma woo p'6T Ed ep mogued 2 9 cong Org e x 
= £9 amnonied og5njos e e '£ 2 2 noD £07 £9DO v: 
= (qui98 og5njos eu ogominsqns e y = xopuenb c = 435 (d) 


et emir eu sepensny seyogpaed op erum y E 


zupuoo sou onbo “o e soogrosdso se1ojeA opumqtue sononied 
sagônjos os-utjqO TEEN ogbenba ep prof ogônjos v a usa 


PESCE 
xp xe f= ap «f 
xp 


"epyupjopur ogSeiSorur 104 (e) 


ovónmos 


T'6p anita 


GEO gaer seid? of deo 


H 
i 


ig= xas g= £ DEED e zegspes wb momed opSnjos e ops (oi 
emeng vanen 312108 opSnjos eoyoe (e) 
"xp = d qeouoragrp ogSenho v epeq 


t Ota 


"infos e ojdluraxo ourojuoo *rejorjed ogónjos vum 
weuniaojop onb erem sopSipum os-wrsgdun 'sozoA S XG ~= 
at= Kiegnonred ogónjos e sour) 1972 EE 
-adso SAJOJLA 2 Y opumque renopaed ouónjos eum os-uro1qO. 
een ejsop 9 ogonjos epo; siod ‘g— 19 Sp [trad ogónos e 
2 Axs- g= (X) f soumupuonag S — 9 = SAD opepnuepr 
v 2npuoo (x) / 10d £ op ogsimnequs e siod "23 peaa opo] wed 


O38 ot DÉI . 
oyónjos Y uro) 
s-pg= 


"jpiouajogrp ogõenbo e 'ojdutaxo dog 
oam tunSe wo x opt eed opeppuop vum wo Geo (x) £ 
10d £ ap oe5jmnsqus e os jepuotapp ogSunbo eum op og5njos 
9 (a £ no) J ogëumg eun anb somapsoaoy "suotio1ogip S905 
-enba se ouomiejujons someproge pf 9/9 LC s9959 SUN. 


y PP 
, qot! Lo 
£ nox = dp + de Gu 

. PM el 
i dei (e$ 
1 Xp 


wacuo WioNauada Oydvnba 


KEE 
+ EPUAP ogSenbo vum EPELI 9 gt TEE IN RAJOA LO 
onb (opepruopr vum e znpot os ogu anb) opspjendi op ogôejos 
gun ouo 'oAmsod Om UM 9 1 a x sp ogXung eun 9 Aag 


oy5vulsmi 


SISAVUVdas SIVIONSUSHI SAQÔVNDE Dei 


ef di Gamm DIAJOMIO2L) Wo9 OIDO SES 


expe E (xg + Ax) + dz jeronoragrp ogdenho v vAjosoyt 


BO 


KEE 
Sowlojeorisap ogu soinjnj Sojduroxa wy '[eIou9:9]p ogdenho 
vp otônjos gum 9 Q = 4 ‘emepo ‘o & Á souraipe mbe ai 


2 (23t) v 
a E 


opuajgo “Á e ogdajos 
Da Sowonjosas ‘eyoydxo puro] eum somuasmb og 729 = 3 1109 


ogônjos ep 


Su vmo souojqo ‘g 20d soxquieur so soquie oprrondna ` 


os ka - pt 1 
(enogdun) orónjos v sota)90 OWI) epe» opreidoju] 
0= 4 d FP 


“zan8as 

auo * 10d oputprAIp stoappea se sesudos sotuapod Ge £ ag 
ECKE 

i yerouo12]rp ESCH qos ogdenho e sotusA91039 OJO 


ovômios 


KÉ $ + E: qerouo1ogip ogdenho v vajosoy 


Y OTdA3Xa 
KREE 


= Ap (ON NP (Om 


quiotosafip vno eu 


0 ag (ON TO. 


159 smpusifipssoionbg er doo 


ogdenba e 19491982 109 91518000 SIOAULIEA 
sep ogdejedos ap opojgur o JeiQuia] op 11993 putos eur) 


"optorput ourioyuoo sepesedos Jos uropod & o X S[oAgHA su 
syod pagandos 9 Q = ALON + (pr epuap ogóenba y [eto 
-uoxogrp ogdenho ep Tomat ogónpos nun q ogõenho eurn v 

7 4p (Qu sp Ope f no 
D eap to, Tt Du: x» Coi f 
v znpuoo vpugopuy ozbexsogur v “enugguoo 9 (2), 98 
= (04908 + (Om 
ogma “ogónjos 9 (3) f d og "senurjuoo sapSung ops N e jy opuo 


Qe iS QN + COM no 0 = AON + én 


9 jeiouoisgip ogõenba ap sajduys sius sody sop tan, 


quiouozopp ogdenba ep ogônjos eun 9 (3) f *unssy 
Qo Az t axe MA) no 
Q2, eg - d+ ta 


sotuago ajtonegoydam opuejo 
aan ops (x) / d 10d emojsijes 3 opdenho vrotunid g ag 


ovánios 
"Qu xg a une eo 


— 8) op EU ogômos vtun 9 2) = pl — Ax + oi anb apso 


€ ON? 

KH 

owiogto2 *sao5njos sie] EHS wed vyorduu ogSepouorsgip 
v ogjua sourzium Soano di es-tuessa1dxo sepotroropp 


sagãunha op sagônjos SY soso SONI WY X DP OWI WI juan . 
9 p Sagan E) 


comodo £ & messoidxa g 9 [ so[durexg sou sagôngos sy 


*DJXa) ASIU Sepepioqe 
tojon “ogias ogu saxegnilurs sagônjos seJ, *[e128 ogònjos 
vp somjnonied sosea ops ogu anb sogánjos wy sterouoramp 


"` sopSenbo setnB y *oxougiod “pro e oat d Jo[gA tun os-op 


-unque sejnonied og5ngos swn 25-1910 ^2 ** o 9 samop 
-uadaput sorjourpred n uguo v mop1o op Srepoua19jtp sogõenha 


GI dup IDU Y vijsuong) WOD OI Gë 


po 


a 


` eme vpeo op sorquista sunge 990958 o 
2 =á + À sosdyja op pijurey ep sieuodono seppfen se oov 
LO ida 


eum op eyuey ewn op sreuogono seuoisfen 
se Jenunojap ved CODE) eum eorptir ojdüroxo ouod o 


. -seopunojosy SEA UE SẸ feuodoyro 9 
eured aporiadns eum ep S9AVIE JO]ED 9p OX] O “Loppur powo 


ep opmsa ou eur ogSensn] Omog Juzauozodinho-opoproopa . 


seamo sep steunfono seorefer OBS voragutpoJdpr] ei o DOUT 
-purpose eu sepepniso oj01100 ap SEYUI SE 'ojuatavdo ey "soy 
-uopuodsan105 srepusiodimbe seama sep smuodoyo sepojafun 
ogs odweo Opep tun y sépvioosse vD10j ap sequ se owspouSeur 
9 opepionafo vp eoo] EN SEO See SeAmo op 


- seppuiey op sored oyuaurouonb1) Game sopheonde SEN 


(EST at 104) 
speuooyo ojuomeninta ogs 1028110 gu oyua 9p soomugauoo 
SONO so SOpO op ¿Y = À + cx VINOS E o 1uoB po god sujos 
se sepoj op xut = 4 PID e cojduaxo 0300 “sign Sopro aj rant 
mm OS-1192]p SUANO op SU) Foie seng "eipure) epeo ap 
svam senpa ensnj gy eanSig Terro pochen EH - 


Je¡nEáue maa 9p 2 + x= K gor epo ‘z sauojagooo 
op seal SE SEPO op G + NZ = fugas ed 'opsersng om) 
*Operapa00) GEN urn uro SEA E Opnjso OSSOU soutoxSupsoy. 
KT vp CAIO npeo ojuougeuogop0 dato onb vamo 
vum gseamoop vrpusg eum op penoBojao e oro fea] vur} 


mit. 4 
X-3 


"1081088 
soutapod “x = (x Bj018)3) anb opueepisuop 9 O 83 = y opuozeg 


(mayo BAT £ 
tarja Soa Co 


:ajuafue) e med opSengis ep 


` emm e as-opuvzitin ob5npos visop GO e4eogipottas-apod 


how- p) Bs 4 
E om - p= 439 


:ondas 01109 
£ e orejas uro sorunajosar "egogdxo oe5njos tun 10492 Ua, 
ii 


Eet eg 


fame 


TOMA 


y 
4 


sexto qee nd 


Er sippnasafip sopdonbg oi «o 


i 


9543 038 +23 018 


(exondus) ozónjos e somatgo iaa epeo opuraSoju 
DEET E 


E A 


OpU3]Q0 ‘SAYICA se sowezedos “epinfos 
mo *o ]epouorajrp eunoy qos ogdenho v somessoldxo ood 


ovônios 
DEEG 


qoiouo19Jp opSenbo e rajosoy 


9O7diNAXI 


"jeotozoytp ogdenda ep enoda ogongos pun 9 
EE PAS no "nr Ax 
anb 'ogberotorgip 1od enson as-opod "2 = y opuo 
epo ado sa = dA 
gowa 'fejauauodxa euuoj v esed opuesseg 
£- dbi m 
£- o= jdm + dg ul 
2 [aer A AZ 
sajuara mbo 
sogSenbo saumas sg sopeAo| SONOS “oo; vpeo opussfoju] 


€ 
o- eiii) ai no 


:0ptioqqo ^ 10d ogSenbo euin ep som 
«trou: so soque OPUIPIAIp SISAPpEA Se abitdas DEJO sowopog 


0osdp(cs Qc p fc 
De dp (xn) pz 
zonas 0110) ppuaapp Puno] tu» ophenba e SOUI9A01053 DATS 


ovánios 


GT dai vano DONS WOI ONAYI TED 


—————— M P E 


TXUEEURRASYCNE 


um topo t 


(161) opôjugog 


'SOOISH souawguag 9p opniso ou oxreqe 
Ojuosop perouo1ojip opõenha ap ody op wotgnooo e oyonbos q 


ar a rr er ar mar mer rasta 
NACHO VEISNIA sia SIHVINH SIVIONSIHzHIG SAQÍVNOZ el 


Tp ooxy op (v) aed pp 


Ty ofojoxaxg op (Y) aed gp 


SCH aso Opuezina sojundos sopjo1oxo so veg 


RCC fi e C9 248 Q9 
D + Mo iod epimusqns 9 c oiyiso op 
vjnugg e pmb ou (apo4otont tamg 2p apoia ono) 
UNO op oho DY TH-T p SOR sou opriaxduia. 
O onb op ospoid sput open wp) spp-gp Saus 


dii= zp &sdq 

"pe x ta f£ op OJUXO JOJEA O amor a juiotasazp ond 
-enba e vAjaso (Q) f = x uro Caeurixosde wud g = ur 
1003 40JHg op OPOJ o ASV 'Q e tuo J =A urat 
Opbipuoo v 110) epep popouorjtp ogóenbo v weg (2) 
qurus'"CeKonmn(Qgeges p 

QOIS) A ten "vos g 

yz ep q 


Y 
Aa ge sa eed EA ya 
Gë rn g jr op tq s "x » les trapos y 


. ap 
(ag SOpemego “sojduiso sojuinos sopod vp 
Od q = atuo ogôngos ens GA ‘D <q 
= 1108: y ett ogóipuroo wa (Em fa A 


gan Tetoriorogtp oySenbo etm og 73» Tp 23091 


Hi LOA 6E 
si ge DÁ Le 
DRÁX 9g IRÁN SE 


"emp so VADIOSI "Seana op pm 

7tj p sieuo Boo seHgrofen st oyo y top-sg SIX 
9=xopuemb gs € O bp paphos pg 
0 =Xopurab p s 0 =p (£+ D) (pxioo gg 
1=xopuenb $e d Wan ZE 
O=xopuebji=d ipa Ap UR pptap (+ 4x) Te 
phtzxopsnboniz4 Da di Y ¿509 3p fg 228 0g 
pexopuebg-4 rap Pl HAZ) - 4px oz 
Lëtz: AA d De 
LAA AME LT 


G= Yopusnb y = 4 
£zxopuenb qz 
' “epup ogSrpuoo v aegses anb jooueopip 
ogóenbo vp Jenajuod og5njos t otov TEL SMX 
0=4pfruos+ 1) + apxsoo £uss ot 

O= 4px AIS a gc 

0=4u qu + dx pt 

Daros, (ABr gr 

de qx dx = 


o=(i+ Dat AED TE 


0=3p4-Spysoo og 
E P 6E 

Oz xp (ex) Ap (a+) gr 
ket p— xn X 

9 4p (Ce A3) rap (xp - di) 91 


Sto muar sagóonbz er de 


D= Ap (xs +40) e ap KE sí 
i EE ITT 
g=xpá-4pxgT 
H 0 3p fzoso=4p x qt 
1 053p fg- áp xos qr 
«jetouasagip openba Y vAjosoy pram KT H 


2= BEES 


De br EE Cents Un) 6 


gOzK pap Arg Att 8 


b. 
PESE £ VE E + L 
2954 waits 9 
TEE Qs Ae eg 


“Proa ip 
ozenbo ep op5njos eun 9 £ anb oAO1q 207-5 Soex 


£z,K p vd E 
Läd € ¿ek 1 
KE 


opuenb z = d ogárpuo e zegsyes anb sujmopstd og5 


-njos e apy (q) opene eons o jerouoopip 


. opsenbo vp ei opônjos e ayoy (v) peg ear 


1461 Solojodaxa 
eren seporofen sajuopuodsanos se a sosdga op ey 
-BJ UP SOIQUIATS SOPA soumboqso et Ed EN “sinuoBono 
1 seiojafen ap ennueg ep ogdenbo vum 9 (x) = 4 onb os-ontiog 
| leal e Bb bore Kr 
sonago 
1 Nu ooo og5v38oj01 op sjuejsuoo Y Opusaciosa a opttidojut 
I . D 4 
4 :50112] ‘soapta Se opuesedos 
j d rei manda 
` x 9 


- : sieuoBoyo sejigiafes 
: op vium e eet qopouoiogrp ogSenbo ojurnBos v yp sou 015] 
£ op oAfieau osat OU Jen Jos 2A9p agua *oyuopuodsarioo 
jruofojso exojofes eum wa oquafue; vp Jejnfue guayo 
0 9 xpjáp os (ME) — = 4 9 sosdijo sep oun epea op LC 
oraque ojuod van uro aueue; vp ejns guarayo o "ert 


Es mo (Kx 


sowajqo ‘epep ogdenho e ojuouejrog dui opuerouatayq 


ovônios 


GI do) wopjpuy Sale 102 OMPI PRO 


x 
ago (mou 
e e 


souayqo “¿Y od soxquiotur so soqure opurprAmp. *unssy 'T ajuajogaoo 
^ oum Apu teen vpeziuoipud vu eu eioueJojtp ogóenbo 
e sessordxo 10d sowedouoo 'opumidojup 2019 Um JEYDE PIE 


ovámios 
*quruos')= ¿Ye + dr + Jar ppup orSenbs e eaposoy 


2 Old axa 


£ 
Lët Et 
ejondxo ogónjos e yp sou Eq 10d ogdeondiyntu e "agent 
` " 
2 + di ufu 6? 
sowojgo “ogenha eunyp ep So1quiotu SO SOQUI opuriouy 


"XLI 2) “q 'aquamojuajuando no 
D D 


somo 
$ s? ojueidojur 1003 ojod epep pprouarojip og5enba vp som 
ust so soque opuzoea]njN 7.2 MULES 40703 WN 30d Lef 
op orojm amb * a nas E siod opfonnt ap AJUBISUOD 
gan xrznpoxul op opepisseoot py OEN “syuezBqqut 1032] wm 9 


Wi : dp? 


- (gren emos opa pe (DD o ug 7 7 DM 
woo '(r'G1) euros op mu € um perouazonp ogxenbo y 


ovômios 


rate NE 5 Ia ovdenho e tajosoy 


vd i OTdiNEXI 


` e f ament 30107 ojod 
E solquisu so soqtue os-opueogdrinur sroagiudos SISAHEA 
` ap Terouo1ojtp opSenba ewn wa rpriuzogsvey 10S apod (JO 
= Add GE decur jerosazagtp osdenho y 


(2:61) euajoa] ` 


openen ojurmBos o sea old 
ap somegray epuorogip ogóenba ep 230129307 20307 um 
9 pts f? ogssadxs v "eyojdxo ogônjos euim e sopeAa] SOLOS 
4 v og5tqo1 mo openba vsa opusAjosan] 2 ajutrjsuDo ewn ved 


xp soy ADO f- aeu [24 


(y1) orrugag gp wopo enourmd ap jesouazogip ogSenbo ep ep 
-jdum orôngos ajunãos e SCH *so1quioni so sogure opte BUY 


pouf? (90 = (op poa 
U ` omo" 


i -4099198 apod amejgnsos opSenbo v" s, ta, pod (20 e dDM ZS 4 
op soiquour so sogum opusojdninur “quaumnondasuo) 


supe + A: 
» oy DM Ta pw p a 


Le ou f? "OM + ou f GK Cp (y p “a 


*oynpord op vider ejod ‘onb epas ma SOLItaAJosqO 


27 vouj? 4 


2 
peu fo go 


x» (Ma f- = 2] 9t 


ap (oa f- = bju- dm 


:ogSenbo vum ep emo] v amos v OLIDO JESPIPOw ap 
un v lu euo) e qos og5eidajut ap DJUMSUOS E sowessoldxg 


pius x» (da f- dm 


| 


€ 
ap (ddr = ez 


ar PÉ 
Gd-* i 


NEC » 
07 (d+ 


x(Q ve 4onb opsop) angos ouo opus Ent s[oATHUA SE 1e3edos 
soutapod “x opor sed q = (90 (ret) oruyeg su “es 


£9 smpuosajip sogôonbg oi D el 


ei dei VAPUN Dei 140) GO DID 


MI rca unen PT ENT EE CP RN PP SPSS EES 


TEE 


[4 
18 = aum ap i 
sowojqo 'ogdenha ep 
So1quiót so soque ,2 30d opueordnng oa 10787 Wn 9 


122 po f? 


(261) 204 'ojuopuadapul joAgreA. 
omoa; woo wapo Eau op [orouaxayrp ozáenba zum 9 anb 


Bea E 
ap 


as-JoAatosa opod ogdenbo v “mf oqrejsuoa e 2 20d opejouagy 


aat, Pu 
8 ^3 ta 


3 'ayuoiuajuovAmbo no 


ay — Bu e z qu 


Jeronaisgrp ogSvabo yungas y soweBayo (apap) = vut = y 
pnb tuno BOJAAN 9p OJUSUIJAQU OP roi epungos v QUO) Ay — 
But ojofqo o oxqos enye anb yy oxteq vwd pb v anb os-ondas 
"ojuaurAotu or vjsodo ojuatuvanp 9 v510j Cen a ^y ojtejsuoo 
eum eed “ay 3 3v op vrougismsox op gä v “osojodiy 104 "Sut 
opnituSeu ap eS103 mun woo ruat exed oprese 9 ojalgo oonu 
“jenorouaviS ayuvjsuoo ? 9 8 oS (7), 5 = 1p/ap = 2 9 ogere 
gp ompow o 9 DL = 4 9 ojalqo op spepisojoa V Y ajuejsur 
ou ojalgo op uogjo ep (Die viougisip v 3eurturojop soumionp) 
"gr Gë e surojuoo “ordessqu op ojüod ou uginn v a 
Oxjequied vanisod opSoxip e LLO) peoa OXJO tun soweznponuy 


oyómos 


"ojofqo op apeppoopaa v euoroxodord ojyuoumorp p 1e 
Op Piongistsox ap 65103 v os 'sopunios 7 tuo aoad ojofqo o onb 
"iottgispp e ouv "t esser ap ojofqo tun ogjeq tun ap J162 e 


LAECH ELE] 


>odi0) op apupisojoA g jeuororodoxd auanwjonp 
p viougisiso! v op asojodiy vt “eponh wa odioo tun med 
Anurap to] e sauta1902]oquiso *ojdtuioxa oy 'eponib ws ojafgo 


asc (9 4,2) rx uas s € 


exogdxo ogônjos e somajgo “x $02 =x 935/7 10d oz) 
-enba eurn ep SOIQUISLI so soquie opueornnut 'ojuotpeut;t 


Dg By need 
(enonduaz) ogônjos e sowaqo 'so1quian: so soque opte1Boju] 
xq 4 x ooo (ros Oq no 
xo d soa X] + x pos=a Bixo d+ xass, Á 


sowaqo ‘omjosqe 
JOJEA op peurs o opuezordsap 2 ke oos] 10d pujouazanp ogõenba 
vp sorqguow so soque opuvogdyny "ejasoju om) wm 9 


EE 


“x 8) = (0)q woo (z'61) tu2102, 0194 
KEEN ogõenbo vum 9 ogóemba y 


. oyômios 
xsooagrass=xmd rd - 
jerouazapip og5enbo v BAjosoy 


e ONDA 


£ 4 E. =4 no 
2 dg 


ore ap geo fu da 


ogónjós v sowo) ogóenbo Gun ep so1quiout so soque opurmidaju] 


se= a “ajuomranajeninho “no 


gg e AE ds 


Pp epeziuoped vuoz vp soiquion so 


Droen E 110) tgtrottne 18138 tuo oy op 1510] giel "ejos (Ré ue sogur ap Jl xod ogeoydrimur e ep sonbjenb wg a ch 
PAS] 195 oA9p 1t Op vJOUgISISor E ‘soseo sont wa otmen ` s iQ» x 05 as di onus ‘o < x og sien 0j um 9 
at ojuouurAous wə sojafgo souanbad eed epyga 9 ogsisodns SE ` ` 
TIA (T's 0159 ep g Ojdiuax 104) vpezeidsop sas assapnd w Op — . j m EP di = Ms? 7n? 7 wf? m 
sjotgisiSo1 e anb opemrupe tora uponb wa sodio) ered otmen omang d Ke ` 
DEE TEEN ` ap amog Wë ` rette ab Mie (Da uos (r'GT) to epep erros eoyonb 


ep swpusiofipssghonbg ei do 


D'EU E 


. *eyuosa1d 
epuponpur py ogu opuenb wyo sp tor ejod eysiacid ajuanioo Y 
9 onb 914 ered apua;  'oyun was YU Lane? opuenb ‘anb eje 


Y 
Lenn? T "x 21 


sour 
-9IQ0 vu -? 108 soIquioti SO soque oppen 'oyuottr]eut. 


Y Y 
4 UC jl 


Y soto *2 ep IOLA 9159 
opuimnsqng V/A — = 2 onb as-anfos 'Q =7 opuenb 9 = Tom) 


7 
2 * ua? z =P Pi T- gt 


somaIgo ' e opp wa opugidioyup 


7 . 
to ban 'a no 
1.. 41,97 

map" TP * p auf, 


ojad so1quioui so soque soweodepnuz (2:61) euo02,r, o opuro 
-ydy uopo varotupid op sawp IO ogSenbo eum 9 onb 


1 m n * H 
A H Pp 
bd op team og5enbo g 19491559 SOti9poq 
ovômios 
1 * ap og5uny omos 7 ossordxg 
id : p 
"7 = jyt = 
` ASN P q 
Dj 
` Teroue1ojip ogSenba 


d v zojsties  ojuon00 e 'Q < j 3s 'onb sms somado E 
| yoyoy ap sio] sep tum op “os-andos O « 7 uro $ iojdnuojuy o 
: opeupa4 eier A zpjotuoJiopo s510y ewn udo ot emita 

Y vu ojueureoneuronbso pement 90103002 fatias tua sopeBm T 
j emp vum a y Jogar ua uia GE sodus opipa moo tuf) 


/ sotanaxa 


DN omeagnt 10723 


E 


no 


get van 


159 sjspuazafip sogóonbg ef dei 


va H = (Die saidis sem oyni vjnuri0J y 
someSato 'soxquiour so soquie opuesdajuz 73 = 4 = (9), s opuop 
‘3 = pjap e empos os ay — Sut = (pjapyut jotousiogip ogdenba 
€ “0529 On ojsaN “JE Óp epupea e vzoidsop os opuenb 
epigo v woo Dis op. emm wes rereduroo ojuessoloput q 


ut 
(+ T7 guef + Di A. 


quis 


> 
(1-724 SE 


2 2 2 ` 
5 - Dk? Mk Die 
a sopungas 3 ura o10010d eponh ur ojafgo o onb eyoupistp Y assy 
EI 2 
a g mgetege 
fr T El $ 0-70 
ma (Qe owog 0 =7 somo GE op ojreisuoo e mejor eed 
` 2 
T+ ms tras 


anb sowoa '(),5 = 4 onb opueiopisuoo 
9 2 ? ogSejos wa ogSenbo visap soquiaur so soquie opuridajug 


2.3 
EEGEN 
tauamauanbosuog 


Zo y w y+2=0 
3 3 


KIK) 


opua a () = A ogjuo Y) = 7 Opuozeg 


WK 
a 2 
PIN + ri 4 no Nro 194 


souza] 'so1qurour so soque OpueaSajuy 


1098 e (293) g ` "enauroyuopeA bo no 


ei dE DIPU DINDIODE) wo» opis]p 089 


(QI x) ues s Op AFA GE 


. H = xwa Á op ogdewxosde emm 19500 ed 

Sp = ar Tü00 *opojgta ojso 950 0 = 2 wa D «€ qop 
ouóipuoo e wos ‘epep puptarojip ogóenbo v eweg 
Enya a dol ty 

Üa a yE Y e Ey 

Ci +% ai y > y 

CA At by 


DE EU EE ERE 


spuo 


1 100 (161 oros tpzt-Ipsonjorexg) 
? op ijau 39104 ap opojoit op c ortyiso op ppnuior 
mt opiiqo *bjmyr-adump ap opor oars 
Comte sogSenbo op sepmurxoide sopnjos 
iud esispuind ema ema 20h-6€ ENA 


"opuiot[rour 1973 op PMAN SE 
Zong OP OPAN LE 

. "g = i 18109 opuojput opoigiu ojad | = x 

wo Cepintos wo opuctuxosdo o “ropo ewed (o = d 


edito düt sa d mega DEA e onb oam 
aud opusognoa *sesiood sogáruyxosde weuopsod 
-od sott sopop so o1düios wou onb asoy 
"61 OSOS *pp-lp Sopro:xg JOY :8p-Lt “59:03 


vum g mun c wues c 
- g ei 


c onbumt, |: ` "Sir onbuey, 


"zeg op ap 
27 ambar op aumjoA o as (q) aped e eSujog (p) ` 


izob 

ju au 9p Cu opopyuend e peng (2) 
*() demuuanp ‘g= (0) Aopungmpy 
noso + D Ayo (5) 4 omua some? 
sodegonbuezou junio ap apepyuenb ep () dos * 
onb ayso LIMA ¿y PLD = mE Cap 
Com ez onbue; ou Gm ie o (e) oped vjag (0) 


"no 9 = OX anb o (Dr 
T0- (x onb asso ‘soup 7 sode anbuvy 
ou 3ju2105 op apeppuenb e ejovap ()x es Y 
onbue; op eng eu ojuezoo ap By t opuesta (ei 


“ente 
ap sagt Qc mamen anbuzy epep "ure c op 
Ogzei E so[op (ES a sonbuz) sou vaus engg v onb ma 
Sonbuv] stop ap eurojsis tin ogixo snfos v ern y 9E 


"voujpduts aquando vu SEUL BE DOT 
ap ozead odo] v opepiuenb eum wo aysar 
snb ogsnjut ap vx Y auriso “selo! Z ap 9 tam 
^jnétits ojuox105 eu oppur op appa- tog (o) 


mat 
"d mn ope 
a 7 op ogSuny otuos  ossaxdxo ‘g =} optmnb y 
= dog + dy = KEE 
FRO ATU VIA sod opeisrumur 9 oa o og (q) 


"0 <4 y 2% = 4 onb onsow “eoynBuds suenos 
vu optotuvjonp somera D geb os aS IO 


*ajuosaid epuze A opepurnb y ¡evojozod ` 
òd ext mun v couinfuos Juano) vp soppututto 
ors (zuiontad e. omoa) sumos sorpouoz SOM SE 


"07 (9 os D awang 
Din — % opnom ap aptos ov euo 
«10do1d 9 epea orga v enb y exe) e onb mu 
"age EI Bp viteiquiotu vp Spazio PASSEÓ ogsngp 
Cp yolg ap oidjouud o ogjua % aquejst ou gingen 
ep ojuap ojos op ordanuaauos v 9 (Jo ag To aque) 
«sudo opSeauaonoo ap orsspjod *ojdisoxa xod 'otuco 
“ojngos wo oprojuos opinby] wn uxo pisa goen pE 


“opueypnsa: [orouotgrip 
ouóenbo vp (eo? ordajos v ouoy Bune 10d ep 
-ue opawpduos or jevorosodosd ojuguitoso1 ap 
Cap t os-ogdns ‘sour ) ap apep; eri oyuatuydtuos o 
9 og “opuampduo o ed soouniioo 74 ap sou 
-adns otwanxo wn efay onb ojupe pewne tun op 
Ojutoumasom o vod Åyzurjenog UDA op Opou Q ge 


¿09 9p payu ajso pague openb o 
somunu sojuenb sody *945T0'0 2 appes e uwd 
oso3uad operspisuos Q7) ap ou paja O (q) 


2 9juejsuj op optonb ou 09 
p (2) fatunjoa o vwd etamu ema rdajageisa (e) 


“exe usa v oprab 
op epreuruno vfos perma sode “ems v onb 
200 9p 25 opuajuoo v5uumg vum tuyg Om 
op Opzes y "onmnb ou amajouad v somos ` 


ECH swmp saphonby er dei 


KËNT moine (09) ou 
DIO ap opixouour op 94 000 ISRAEL WUO 
we am C'p x tu € sapsuauip Se woa openb mn ze 


(004 ounso 'g=(0)/0 5 = (Joc = pros (0) 
“(£ esed omg vun eSojoquisa (e) 


(47 pre reuortodoid vfos (1) Jogánpord ap , 
vij? onb epuje eyuodng 7 2 'rejpou sepyzapoid 
sopepiun ap o1oumu o (7) / vag "vip 10d sopsprun. 

H op ong o yupe gie 'ojuotuvpides sieur 
29A peo opuiznpoxi vA "Cape vjougporord 
vns onb tpipatti q ‘anb a odorduro ap vip ownd 
ou odis opas op sopsprun y eznpoid alugado 
um onb onfp[.peppsnpus tun anb equodag "op 
-spipqeu vja2 op ogòjsjnbe ap abproopoa é Main 
sop med uaSpzipuoado ap VAMI vun as-ozynn TE 


KT 
ageet tun wa 4 wed enug vun edojoguiso 


ps 4 opuenb 9 = 4 oS “ojfgo op apepioojos 8 


59234 senp t pen, ojuomgopruns ouye op Gun 
un op EjoUgistso1 € agos OJUSLAOUI Q "Odu 0 9 
1 9puo ', 9 = (1)7 15103 vun v oxofns uptuopioon 
vr PUn Wo PAOUI 35 Hi PSSPUS ap ojafqo wn og 


agent ou onbe ou pes op (94 
aprpyuenb e ued ioun? vtun eoopognis; ‘exe 
vursot v onbue) op epeuap opuas efojso ‘epey3e 
waq “otângos e onb o "out 9 op ogzer v ‘oged 
308 jes op 83 H anbur; op opuenororpe souge 
anb equodng "ent op sspjel pg W OpIATOSSIp Jus 
op sojmb y wpntos onbue; wa 9 =3 Sjutisul ON 6T 


«7 ap ogdurg oui» y assardxo ‘g =7 oputenb Y 
2: J 95 9 OJUPJSUOD 9 À 2g GU Wa sepu 2 pp 


iepuoropip opSenbo y 47 


*sioapuea se opussedas (q) a aurau; 10703 um opuez 
nnn (0) pouarapp opdunha Y BAJOSIY 187-/7 SAINA 


Qexopudbqe4 Da „a= ÁZ + dg 


1 =x opuenb pz d ias £e sí 


De xopuznbz - 4 ig 27424 pt 
T=xopumnbz=á i amb dx gr 


“epep og5ipuoo v "tags onb pejouosogp 
ogdenho vp 3ejnoied OBÓNJOS € DOY :97-£z SNINA 


ES u 
PXE A D 
g=xp(,o 4 xuos d) - dp x soa er 
Qe xp(xuss- 4) t Kpx3) 61 
wërft: fg 

£z LI 

` DEE 
we PN Ag o) gl 

xus A+, 4 p] 
o=4px-ap(£+xs00 2) £t 

= dp ¿ap (1-4 et 

= dp xs00 + ap (gx) Hi 
aus=x8)4+,4 or 


u EN 
«edeo a y eppÚgisiso) vun wo A Ztrjouromapo Gu - 
vin uo ott? onb 001349 MMOD WA apen SP EE E 
RL sapla- ADE L 
a T P Soba DA A 9 
¡ejouezayíp ogdenbo v gg Parked g 
Zap ogsung xo =rjod+r,d 
emm D assardxo 0 = 7 opuenbga elmo e eg A — 
imot1o1019 25107 BUM 9 Y TIOUDSISO) LUN OpUDA as dg fx 
-joana uB1co op ossoaord tun ajueznp 2 opepyoed ek 
«EO 140) JOPYSUSpuos tun 190 () nico e aAorasop Taiga, 
asy entera 
D o "eren openba v PALOS) 222] 8339351 
Ze SOIDIOH3X3 


ei dn  voujpuy btigouiDop) 1409 OYI TE 


wi om nm ot 


3 


Deel tP =Á 


9 gero ogônjos e anb “(9'61) ea102, Op *os-anfias 'sejunsip 9 
sieos ops q — e "tu o G = Tur sozyer Se 010) " = (g + wg m) 
*ajuatuauajeanho “no g = 0T ~ WE — ¿09 seyixne ogSenbo y 


- oyámios 
"Qs Kor - Cl «A epuap opSenbo e vaJosoy 
Dee) 


(961) euto109. 


“(PG T) euoron], op zwou è spde | 


og5earsqo vp viougnbosuo2 vum 9 vuroi00] ounkoid O. Sep 
-¿Znfu0o sexojduroo sozjer senp no eent poor SOEI SENP no 
"erte SILA sozje1 semp vim EI “eongapenh o eras ogöenba 
e owog q 10d £o 1 10d jd tur 1od A RPPP [EI 
*opuimnsqns gerne oróenbo v 13100 sowopod onb ot 


qeu yeiio 


«proodsa otuou tum wa} a = fo + AQ 4 Kop sooón]os 
ap esmbsad vu ejouguodir spuwg op 9 ogóenba up Y 


9=9 +09 uu 
95 ajuotuos a 95 'Q st su 9 OUIOD NO 
DË 


TAKE A anb os-onfios "y 2:1 = a 
D yua = , f OOD "eAnejUO]-OESn]OS OWO xy? = 4 souioxezin 
ques qu ved ogonjos vum op. esmbsad vssou wg 


(9:61) monde 

<a 8 a f sopbuny sie) senp retos vista KE 

- ered ss y '0 = O + A+ sd IDU zp ogsenha wp (eis 

ogbnyose 2 (08 9 (9/9 = ëmge Oase ogu (3)8 

as 9 p leaa opor med GR = (9 fonb apeparidold ep wiezod 
(6) vwuaroa op 3 o/sso5nqos se os *onb 1255011 os-apod 


-orSnjos eum 9 (2572 + (000 assy 


: D (561) ogbiuuea 


m Soap son$mnb3 oi den 


0-I2350* opt 
GE «0.2 


9 opej[ns91 o *opueuios 
a 5) 10d epungas e “p 10d ogSenbo eem e opueotidninyg 


0= (280 + (9,89 + (9,.2 H 

97 (05 (9,05 (Del 
9 o + AG e, Cop sogônios ous (08 a (9 omo) 
OYÓVHASNONZO 


*eyum$os opens: o soturãajoquiso *soyepnonuied. 
saonjos eps sounenoo1d op sop 'SOJUPISUOO OBS 2 9 q opuo 


PETS 4 qu, k 


ema L MOJ tr STE SOJUBISUOO Spa W0 UHP 
A0 epuntiss op raugZowoy wawy jerouo1eyip og5enbo y 


*'61 02598 eu sepejta ogos $205 
-eode sy "seougdotioq-ogu sooóenbo se sourorepnisa “opãos 
vunxpid ey 'o»agsotuot] osea O sowosepioqe “ogãos saN sai 
-urjsuoo sogSung ogs Do LU onb wa mapio epunfas op sagõenha 
E opngss ossou sowanBupnsoy (61) ep jopdiuoo ostpue eum 
3e1juoouo sowopo 'sterouo19jip sopSunbo agos SOJA! wH 


-9iogbenba e ^r. opt i. ó p ois 
ATIVA Buin op soobunj ovs 33. 


ki ar apio 


zo ` eo ep opSenbo 
eum 9.2 uia Gout péroua19j 


*(T'61) op ogSeziesouog vum 9 ojumaos ojrtop y 


WEGHO VANNDAS 30 SABVAINIT SIVIONSHEO sagôvnoa £'6l. 


(on euoroo. 


j pëierbe ewn | (est) ogómgog 


er dei vsujppwy DILIAMIODD 1109 om) FLO 


EL 


e 


i$ iy i£ 114 


"ee A 
sp (se) 


(8:61) 19 + e = z ap sagòuna 


; ` ingas 
*z oxojduroo oxourpu op vwd z 509 a z uos “¿0 mun 
tougyod ap sonis uto (gp'TT) sogdeosados se sotos 
"opipa 9 0381 owog "soxopdtuoo sorotugu ruaA]oAUs anb 
SUUTUI Soa SE yy opde op setto100] 2 sapbrurgop SE 49pua) 
-50 Some sotuopoq 'serougiod op songs od sepejuosoidos 
Jas tuopod sogãuny Svoo ouioD sowa IL OgãoS EN 


. | sees 
SQ SOtuo-son-1ejui] "sopgSuva? sopojgu odrxo oyojduroo quau 
-1AjoÁuosap tun owog 'soxapdumo sorunu urenjour SOJUJIOp 
sofno'sopáuiy 1Suvige e opour op ojnojyo op sojeouo sung 
-jt Japuojso SotuoAop 'soxojduico sajusodxo apap req 


up -s 2 + que D Aë + apo d 
2 jerouoropip ogdenbo ep quad ogónjos e onb (967) vwaioag, 
opad “edioajue sowapog *T — 29 BIEL Sount ogs 7 0 $ apuo 
Hosuzonasatz ` 


vulI0j ep soxojdutoo 
SOJOUIDU ogs () ss 42 4- dq +, Lp m 2-1 tq pt senpencopõenha 
vp see se onb wə euy osto O SouniopiSuoo GI 


vx D tu Du f 
pip openba vp jezad ogônjos e (9:67) tura109] opd 


a $ zi Ia ogs sozjei se 080 7g = (z —1ugY(T — uz) 
*oquauiouajeamba *no () = Z + W ¿149 9 1erjixne ogdenho y 


ovámios 


penis 


£s9 supuoifpsag5mubg 6] de) 


9 = dz + AL~ «49 erouotagip ozdenbo e BAJOsoy 
` eotdnaxa 
«anfas v ojduzaxa ou opensnir 20000 

0=2+ ui + ¿uo 


aegpxne og5eubo e 1ezyyn sojdits tem 
2 “ojumamio 2 10d sorquiouw so soquie opurpramp (160) 9 (561) 
SERIQI09], SOU BPEDIPUI en0y e SOWO JASSO qp *T + 2 109 


Qr tque c 


. mam tp tuopio epundos 
ap tonn ogõenba e ie1opjsuos tugquuej souropodq 


OD sto tado = A 
9 15103 og5njos e 
“(1'61) wa10102], o[od 0807] € vjdnp zres eun mo ‘O = ¿(€ ~ tu) 
'owotuojuopeAmbo “no Qe 6 + 10 zu Jeng opsenbo y 
i ovámios 
O= 46 +, 49 pA pup og5enbo E zajosoy 
e OTdnaxa 
"1u1jsuotuop SOME LON owoo 
OEA 
TEEN 
PO 4 E our) 


somado “9 = 42 +,4q + 4 ogõenho veu ax 10d d op. 
-upmnsqng "opónjos 2 urgquit) AX = 4 onb 1ensow Eise (y GT) 
eu op ogSerjsuourop v ondas ónb ogXvAIOSQO E 1109 OpIODR 
aq 'jeouoogip opõenho vp otônjos 9 ,,2 = d 'ejixne ogõenbs 
€ ZUJSHBS ut OWON “O d + MZ nO “q — = t sowaqo 2 ejdap 
api wung W ORDO y = op - "qos t/(op — gp F qu) e un 
OBS Q= 2 + MQ + ¿24 op sozjer se "vonpipeab im ejog 


OVÍVULSNOMNZO 


Í 
E 
py op op Q9 xi 800 42 = (9 509 Z2 = 
= Ke £ =f KE H 
i 0 SMS H (C 59 GA NE 
Dr? p E (2 * wëleëzr é 
E . apo ¿e O=pt uA OT Qe 4T Ap at GE E ` 
opuenb ge, w nr lg E g- D 
pumb g Ge 0 Ep ag? ts DEED Qe e uh LE souetgo “4 soo dp vnunos 
ap Kate ? ogus opuvonde o opeoord onb ou $ 29 = "9 opuozeg 
o xopuenb pa DP o p « dee 6C 0= KL KL SE 0=44 Kp ult ST 
* e. ( 4 TEEN HA [4 o 
y EIE AB = * yc - uf £t c pm XE US D ————— cx HI SOS 
Qe topuenb z 2 £o s es dt, EA GE Se 8 : : h nm?” a? mg? tox? 
"vr dE Kc 8 T 
0=xopuemb pz doz=4 tgo dope Gi A LT EH KE NA anb o1022p opitop 
EG 0g At ctu 6 
p=xopueb]=,Lop=á pu d A ¿AT Si ` mee SEI yy .2 i 
0=de- douto 8. 0st+ Ab L ES "pt 
o=ropumbg= ECKE) gera SÉ i e 
00 Gerd 8 prp Aytal S ag 098 F Keck 
o=ropunbg= dat=á pe Ato af pt S 
PO £ 0-/g fotu y 0= eat € e *(6'61) 108 omamgetadegt 
O=vopumbz= (9924, 10s KA JEE At "mE “opa op emusoy é opuearde spetu epure Je9p HOLAS somopoq 
"sepeoiput Sapbrpuoo se e5rgss anb jerouoregtp. p p t Si E a z 
E op5enbo vp aepoogaed opbngos v ouo OEEZ "SINE ,'jeiouorogtp. ogóunbo e zAjoSon C7 a? Gi? Qt? CES 
th d. t = 
gd g'6t S010JOHIXI i sni Mac SÉ 
t Gë e Ke kal 
1 : 5-990 5499 d 
(xp mos Eg + xy son 12) 2 = É e: :soptajpambo eut sonnas seu mposo 138 opod ogdenbo vsep. 
qeiouorgtp opsenbo d b 10108 og5njos E ORUS Y F ssexo[diuoo sozyer uo] Q = dos + af 
ep 12308 op5njos e sowago “(OY 6) emm Lo oputardy : pr op Jeane ogdenho t og zouen: roma TUN 3 £ opuo 


py Pa *ojduoxo Jog "2 vexojduioo mun op sopóuny 
» vsepipusjso 395 tiapod sepeatiop sred sepmuigy se fossip Ward 
i soxojduioo sor so med seppa ogs soquoodxo sop sro sy 


d E i 


mat dien "EO 4 
em POT O0] * OT 


ogs o= Tp A MIT — tt IERT ogdenba ep sazjei sy 


ovômios 
"Qe £t + AOL A PUDOR opSenba g vAjosay 


; À (6'61) ma ep emuo 


voTduDa 3 ; . "(ESLT-LOLT) soma paequoo1 odas 
oongtuoreu oe tuoStuouo wa opsuSisop. “gunos opensa 
o somaigo Ter) op (1) o (m) seung se eroe opuvaridy 


os ta 2 $0915] rs 3 "TE 

E : ji S E SCH ; : [^18 [Ee 

20 49 + 4q+ ¿Cop prid ent vom y =s sepeSinfuoo a s SS E Sod r 
sexojdmos sozpe wa | =? uq du "enorm Gesinbo vog | (ope) Eeure1091. A e Ge zas apod myquies onb 
É emgoen Oumxoid is iP, dE iz i i 


g et dp pd mom om 7] + Ce 
op qeomd ogõensuomap om mqpsuoo OSJ "9 VOS 2 = É FIAT E EET EE T 
semonind opSnpos g soprenpuoo sotuós CH 25 — "2 opuszed N $ : i 
i Qu 4 4 Áq +, Cop iepel OSOS mum Y 37 509 = ('unssv anb sotaa "apo d E En m Tm UE OUO 


ern smpuosfipsopsunbg oi dei 


EI do VONIDUY DOG WOI Gm SEG 


Deep 


Lar Man) (Ga Wen) ta a a 
Cio + 69 + ¿Eu o gr ns Ctr 
S0t9190 'soU19] so opued 
-uSvaro do + Aën + a A = (IA) purosoxojeA sasso opge 
Ear Gär (Ea Mon) + (¿Ha ult) se 
La + tm) + (a + Ae IC 


os“ op epunZlas o exiounid 
sepeapap Sy *y a É sagõuny sejioo emd {a)i = 4 a (98 = n apuo 


Ya + n= 


eunoz e egua onb (2)y = (4)7 sp Jeqnoy 


«10d otônjos un deioe v308e souromoong EE CHEN 
“(9'61) tus ouros 193 soepapod *opduroxo 10g 0 (4)7 wuu 
-ojd nba gp 423 +9 = 4 u198 ogónjos vir wasasede 
3 6 o T ufos (a)y = (4)7 perouotogip ogdenba 


Rep 1jottigaed sop opSupivA epruego *vonogi ondas 
v 3ezinn souropod (xy = do + A0 A, op 1ejnonied op 
-njos nur *opSodsur sajdwis 10d ‘reyog sowsapnd ogu og 


i je. I 
EIS LP LES 


p epep cougdomow-ogu ogóenba 
vp jesa3 op5njos v onb soaa (Z7'61) vura102], O opuzondv 


x PO le A 


¡302 ogônjos e opp eet) 
aal, ojad ‘nb ‘O= fp — 8 1ejroumjduros ogdenbo y 


ovámios 


"cr de mtatgd og5njos. 
* open up x9 = 4p—,,4 jetonozogp ogdenbo v eajosoy 


¿Oda 


ognja. e svujumojop ved somegssasou onb op opm 
aoa o otu10]u00 onua g= (x) yop "quie ogônjos 
iud Dri osdos vp sopei[nsor so sOULIEZI[R op 

3 = KEE) 
sowenanb onb 09 anb "(1unSp Giedi dr dems ejua 
-ojdwuos ogdenba ep ozónjos eun 9 de~ A ojtonauanhosuos 


dg emopied ogônjos pum 9 D = ey d 


T99 gaan sagsonda or dn 


o= t-01 07 - Lg 07 


oguo “ogônjos enno vun 9 (1) J = A as 'ossip 
wary (éi = (07 ap ogõnjos vum ER "( anb vogtugis onb o 


ro Or COT ME 
O= Cyro (97=(97 ouo 
OvôvHLSNONIO 


(2161) ewo 


“10]uswe¡dwos opdenba 
7202 (K)7 auopuodsoirco vougãowoy ogSenbo v dch = (07 
9 oisi) (y do + dg + ¿A epuompp opóenba v weg 


Cor CAI Dis OT 
ogma (Xf = e ()/ = Las “onb a 
(972 7 «21 


“o juar oxotunu opo; ewed tonb 1e25119^ ab 9204 “DZ 9 GT SOLO i 
-poroxg SON (y = (4) 7 gedu em eu (x) = K + Aq + as 
Tepuorgyp ozdenbo e io^erso sowapod 7 op opw iod 


À re ogäiuueg 


Dote La D nda 


E ogue ()/ = dos ‘anb sim ¿a o q Poua 
-ayp 1opziodo Sp SOJOQUIIS SO SOWHCZI[]R 91u212AU00 Y 


"Enunuoo ogu eungya S9JU2IS409 088 290 apuo 
(po or qeu 


emm ep sagõenho y ost 
"SOJUEISUOO SOJUDIOIJOOD W09 SEOUIIOUION-ORU tropio epundos 
ap sawau SIPIOUOIOJIp sooóenbo somosepriso “odas son 


SVINIDOMNOH-OVYN SAYVAINIT SIVIONSH3IG s109vn03 vol 


ef da) Soo prowiosp) WOI ojrapo 099 


tado + LE 
3 mac ogônjos e (c T'61) eat, opd a Set = A Css 
ha y no De yg- YO V6 
Sotto1q0 “n? 30d sozquisur so soque opurprAIT 
x9 7a? VB «P V9 * a? V6 
e zupuoo epep ogdenbo eu ogôinyysqns 


E Lef bs MU EK x owo "X2 V JC vunoz ep Juno 
-pied ogônjos emm somesmooxd 'sejuapaaosd sagãeatosqo SERA 


ra la.) 
ES 


: 9 xejuouro[duop ogdenbo ep 1p308 og5njos 
e (961) euie1o2t, oyod "p — 9 7 Some ur O AS 


"epuongp'osSenbo sp G= 8 — füc t qu semana ogSenba y . 


oyámios 
AS IS opdenha e vA[osag 


E O idiaxa 

-o¡duaxo omuxpud ou opeysny 'soprugurajapus saguajo 
„gaoa sop opojgui ewro os anb O q "V Geo op JOJBA O 
soueugurojop a epep ogSenibo ep vAnequo]-ogSnios ottoa ya? Y 
Souto] o108ns 0751 (a2 V)T ap emod vp opeynsos O 9 
s»? stod says t uo] ep yejnoried ogônios eum Bjsixo anb 
E [2420223 9 “9 = (4) T ap oBÔnjos mun p ODU y? 2puo 


apo do + dq AMT 


Itten ogõenbo v eped 


|r300 050] uj x uos + x uos KS UE 


2x10- 


+ uh op më opônjos e '(zpGT) euro, ojad *ejuauneung 


[100 — x 082] up x uos z^ 
` *eprousauapeamba “no 
ran x uS + [Y 300x050] UJ v uos 4 Y S09 Y US — =“ 


9 epep ogSenbo ep 181 
-nopaud oeSnyos rum onb Soa TC et) muaro] o opueoydy 


£99 simomosafip vopäenb? oi du) 


à tm dom onto me a mr E 


Zen 


x $09 4 | 300 080] u = A rm 


“somoigo (oyde Bou; op set 
emm se opuezaldsop o) sopssoídxa sessop etum peo GES 


um EN A em a, 
SOWO 4,4 O 1 R OvdejoI tno OptIoATOSO 


X 109 9 X S00 ,A + X UOS N- 
Q= X WS ¿A + X 509 ¿1 


*oyueyod “9 (gy 61) euraroo, op sagóenba op emajsis 
Q x uos s Aio x 800 = C opuo Sa + 1n = “4 emm e oa ond 
qurouorapp opdenha ep iejnored ogônjos vurn missa *souremaotq 


xusi54x90224 


90 x d A A rugBouoy prronosogrp ogoenbo vp qe1o8 opônjos 
v anb Int et) euaupat, ojad “somas “7 soze tuag = + qu 
aerae ogSenbo e Om "0 s d+, (9 setauropdioo ogdenbo y 


ovônios 
"X300 = £4 , epuap ogõenho v TAJosoy 


€ OtdWaxa 


en Hedo iios uum peque (O Dt 
Imliotuajduroo ovina tp prog opônjose 95) 4 


“anos € OUIO) optuinsos 
30s spod sowassip onb O tur ogSenba ep mmp 
ogõnjos gun seyor vereda + Vn = ¿Conb 3eaJosqu o ogãe18ayu 
iod 4 9 n Iemmmatp ogma sowapog A 9 1 LONA Ogônios 
mun wa aduss sogóenbo ap posts 3350 anb sensom sotuspoq 


(Or = "La + a 
na ara 


anb sim A a 7 339410989 
vise "cht = COT 30190 vied “9307 O ops tan g SOLA] 
sounid stop so *Q = do +, dg +, Cop sagônjos ogs “Lo Coton 


6I'du) vopouy EE — 299. 


EERSTEN 


ue pa a all = x uas YE a x soo BE SE ee von EN 
vznpuoo epep jerauojopp og5enbo eu og5imnsqns y: Dg 
*oyitioo CE = g o S e y o sogóenba ap eurjsts oap ogonjos Y : ale + e + vorj «A [y 
I-S0p* VOI ©  0-80r-VOr . . lg + gy + micht . (3 
anb apsop “ogônjos eurn q % *opuatitoquogbosuoy H soto] ‘sza senp opuepuagiq US 
uos sx uas (gop + VOT) 4-502 (801 — VO») ape et l , 
f owas 98-Z 403089 apod anb vvuzoj ep 1ejnogied ogónjos eurn oysjxe onb (m)(pT'61) 
xU = 2898 grp + T emaioat. ofod ‘sowa Sepine ogóenba vp 2381 9 ogu p owog - 
2500 VIH 4205500 FOT ~X uos YOT + x uos g —X S09 V i xD ta sd 


i 8 
sp ayuapaooud opseriba vu Eeer ` ` 1 ¿Ag (op [2308 opônjos e onb “ajuaposord oydas M ga ! : 

as g-x300 y Mo xS00 ga amos y E A *£ —0 9 sozjo1 se mo Q = 8] EA Iompane ogenho e owog Cd 

` omo d oy5nos A 

xus g ^ x soo pelt ' H l yax = ABE = Me ~ uA AOSA 7 

tuno up atjnonied opônjos vum soumanoord Y =4 9 () s: $ WO . a POS nu 


(upr gi) tuuo1oaL O woo opioot oc] maus opdenbe ep ma (1) soyad se souensap anias e sojdiuaxa sow € ojdiaxg 


Gp vast) 4 ayso0 12), = f 1 op otônjosau eu speoride d (p'61) vwosoag op (D sued y 


12198 og5nqos E sowoanqo ojuapasaid ovãos ep p Ojduaxg ON 


ovántos 
x UIS = Ky + ADI — A ogdenbo v vajosoy 


SOTdNaXa 


sët + 5) E =D + wie A 
qero8 oxônjos v soma go dr et vuezos, o opusondy 
nata + Em is a e 


(proi) soejnonied 
| segánjos 94908 euio109]. 


*'opipurojuopbosuor 3 — = ya {= mies 


I-8fl- 9 0=85+Wl- 


. (odo; asap 
vsuojxo sjeu wofepioqu vum vied srepuerstp sagõenha agos 
Sea 194) "SOJUCISUDO 8003017202 WOI WIPIO epunfos op 
gaugowoy-ogu jeronaragtp ogõenba eum op canpejuas-ogônios 
eum Ae end seydo1 ser) oyStaisuotuop tos sowepunug 


onb opsop 'ogongos vum 9 “4 *unssy 
E ed CA Ae 


v znpo1 os onb 


599 smpuoifip sooSenbg gy dv) 


GI dao DIMPY DIDO WOD OPI PID 


cOPU'9 OJS] -optoogxoure-opu ojtouaot O opemupy vire p Dr 
^ voa op ojuouAOU: op jop vpunfos ejod epep 9 2 9 O5 


2 no (osos 
‘p = 7 wo “ogjua 0192 APPPIOOJOA 
woo opesoqH o D erougisip eum op opexnd 9 osad o 98 


"(t ot5og vp DE opreegt 
104)sopduns oopgiuien ouowaow nto piso osado enbas-onfeg 


jo vos io + qm s02 1 = 4 
9 ¡2108 ogónjos v (QT'GT) euroroo], opd 
0807 100% 085 G= 7O +, turre ogdenho vp sogón]os sy 
Ed 
Ki 
owo (ST'6T) 1901280 sowepod P 10d ijy opueióuoq 


ovômios 

` "osz opepjoojõa mon opexaqry spines uro o oxpeq wed 

Y epunsip eum op opexnd 9 get Emis ep osad o as oam 
-2DO]59P o a zehn ooruguireg 9 OJUSUIAQUE O snb asour 
fepioayrome-ogu ‘aray OBSEIQJA uro EE tu essem ap osod um og 


0 = o + 


LO 


(61:61) eproououe-ogu 
“ela OBÍBIGIA 


¡ppouasogip ogõenha ajudas g sopuasã 
somos ogóenbo visep soiquiam so soque W J0d oppina 


dj- = 5 u 


anb eoridtut 0151 * 1p/4 p =D à DUI d ow) 
pom ep p- Bus (Ce Typ Bs y 


anb soutaa ‘orage utes oyoti um uo 
tAOUL OS OSod 0 onb 2 — vu10]Xo riopep:eyal 25107 ELUnquan ajsixa 


gor emat 


-eJepooe ens opuenb osad o sigos enye enb y En y -sopundos 
1 sode osad Op ESSE op OMuso op epeuspicoo E 9 É apuo 
to'g endi onmoguos 'oxreq used vanisod opSanpes onquinho 
ep opSrsod vu edo wos EpBUOpJOOD tial E SOUDIPISHOD) 
op a oxprq esud opexnd efes osad o onb eynodng 


A tudo ogSexeduio wo joyzordsop vfos vjour ep essetu e onb opsop. i 


299 oun sopómmbg or dr 


0=y-2m no eu 


*ougmmbo op opSisod vu “o Zur 41 Lët UM 
Oms *osad op eem v p Mi a jeuorovyrAv1d open pum y $ onqmunbo 9 
98 LGT vinSp eu opensng ouuojuos 5 qeamen ojusupdiuoo op opäteng A ege d Wd 
nos ap vugje "1 erougisip eum op ogsusisp eun vagos "opqimnbo i 
ap ogóisod wa “ejow gam “oxoue A osad um wos ‘onb sow `, 1 = 
-ayuodag ‘Ay —9 jour ep BIOPLADEJS9A 0510] V en np am 


-s402 opeureuo oAnrsod Jeor oxaumu um 9 y apuo “Ay y jenjen 
ojuotupdinoo nes ep mal sapepran d op ejotu eum 1opuorsip 
vied vugssaoot 1510] E ton ap 19] € 1809 021007 9 


"Gro eum (uo 2011020 Uropod. 
anb sapexqrA xestpeue vied spejouoso]ip sooSenbo souozezimn 
Op50S VISAN 'Opejamopeo ossed Wo vSSoAPJje E rpueq eum os 

- Ota ouod ewn 3 ojopem uim sod vpriture opuenb vigga obe op 

- Võta eum “Bpr20] opuenb EIGIA OMOJA TUR op tp100 Soen 
SESIOJ 10d sepesneo OBS SDOTUEOGUI ShtU2ISIS SOU SaoSeiqta SY 


“"SAOQÓVURIA TGL 
Enn elt ris E mm. P 
" a aue Ae e A Di 
presos E pe MO Weg ue al 
'sepep sietou; SOQÉIPUOS SE a ppuanyip — xe dp KE LC x Eu ST 
ogbenbo e eied É = ywo  eutprode md Cap e u aguos=A+ al FL "Sms d+ EL 


“OS giw gies osf Ta = xo 4 ap ogSeunxoxdu 
mon 9 YA opua pk og ipe te Te a Haf din 
epuo *p = ut 'g ‘q'o = y emd (AS 
Mg V4 rpm] ep opu sod 


PEGA AA sy mfg de= D 


"sopeurtilojopu? so1u9j21002 sop GEO 
pd jejouszogp ogSenbo Y wajosoy IGFET Amar 


po.x " 
spttimxondu sos opod y p = xwa L w Cay = xum ene e eee 6 

le £ spejopur sopSipuoo woo (4x) f = „A Spee ep M t 
Itopaiog og5enbo eum op ogSnjos Y :22-TE AE xus=d+ kg A 
Eora OTs 070% OPDI AR ml 9 xou ug 
“xp sopSung ogs Lo TA £o (11:67) wawy perouosonp xc P ër AT E 


Jopurado o 9 77 o5 *opepritapt Y 340) :0%-67 SNINA xo m4 $ xf etu 

xp, IP *soronxed sop ogru, 
EI MEE ME CRM Erd sop og5ruva vp opojpur 
dnd e Gi TP ST. `. opd jeouaiayp ogsenho e Salag 2017 "SIMON — 


v6LSsOmDmiouamta 


(x uos y 4 x £02) E + (xp noso rem jo LE 


910193 ogónjos 2 "mees 


ei d Son 10 HME WOI OO 990 


0» 0 — d n0 '9 = EE 


:osad op OJUSUJAOU ap sodi sor 
sog urapuodsoxi02 sozu sered sopumios sopeptimqissod san sy 


= don T 
W- Én e d TAE 
ORS Q = ¿0 + dg + ut rone openba ep soz SY 
p JP 
= 0L dp 
0 d [3 H Ee? 


Quio2 (916p) 19401289 sottopod 'og5gjou 
zisa won 'dz = HU wigqure) sowozey 'rirxnu opSenba ep 
$ se modus eira; = tify vos “Y ojdtroxg ou QUO) [e 


"eproopoum 
10 esset op osad um op OJUSUILAOIA O Eet 


£O1dWaXxa 


- Am, mm DW ip 
ELSE EE 
E E 


qerouo12jtp ogdenbo 
equinãos e sotojqo ‘sowa so opurdiy3ear a 14 30d OPUIPIAG 


pu EC = 5" 


9 OJUDUAOU 


o daozosop onb qejouszezip ogdenba v oway 9p 19] wpungos ` 


€ 1109 oprost 20 2 eapisod oyuejsuoo eum ved (jp/4p)o - 10d 
pep 9 viopasaporie 15103 v “us y *osad op apepioojoA g euor 


; -30do1d ojuotejonp vfos v510j E onb o ojuotujAOtt Op g visodo 


vfos vropaoopoum u510g vp ogXonp v onb soteimnupy "opb 


sensay vog wun 9 [oAQutojne op 1opaoajowre Vin op GÉIE Y 


“(OU 61 unig 194) opi uin tua aromas osad o anb wa osto ou 
quio» ‘(oya ap 15103 no) zuopzaoronm 15103 ewn op e3uoso1d 
tap opuounaotu O eprmdos uo SOWALIPISUOOD 


Qj 195 STO'D—30y 500 s0'0 = 4 
i CUIU god apep 9 7 ojtejsu] ou ojusurgoo[Sop O Odo T 


"UI AP 
Sio 99 2 


ovônios 


ren 
epjoououie JAN OBÔBIGIA 


"tiopaoapotue vog QT'GT vandig 


Ris 


699 Saaz saodunba GE 


somaigo *Q = 1 Wo 90 ~ 2 3p/fp 9 
H 
30 soo "20p + 730p ues 'OOp- 7 5 owog 
` soos 
“ouepod ‘a togo = d sou o= 2 WA 
1 0puos 9 +30p soo 12 5 4 

9 qesod ogónjos v ‘q ojdinoxg op og5njos eu outoo JEI, 

tores e IP — qu (SIRO uL P 

AA 0-6 Wei 


0307 CIE = E = 8/44 = anb as-onilos “But = A OCO 


` KEN 
“ogjua Y oyuejsuz ou oquinbo op ogáisod ensopamede osad op 
ojuaurmojsap o 9 435 "Qy =Y no "(voy = 8 'exooH 9p 19] ad 
oyámios 

. 1 ornare armen uan ua osad 

op ojuaweoojsop o wied sing] etun oyo y “Basjtmp 9 op (om 
sed) quroru; opupioogoA eum woo ope1aqy] 9 oXieq ed wp CO 


spew opexnd Gei 9 osod O eeu OJuo dos nas op wpe 
UP g PpualsIp os vjour eum onb 1109 ZU) SUOJAAN GP osad uf) 


ZOTdNEX3a 


R n 24 "ojuouigApm ap odp 
asap ooidp oogpi8 wn 9 661 UNII Y * / MA = 0/109 (a 
odusoo og5viqia sun op odua) opojtad o 9 “9 (ouxgul 
ojuouroosap) apnijdus v «(Ly ogdog ep c OJdwuoxg 


194) opto ou opepmso 103 pf OJUStITADUL op odp asa 
mm sm De d 


93 0juejsur ou osad op A ontisurmdo|sap o'oBoT 


o= no (D'oes(gom--0 
` (0=7 ura) wgqwéy sowua) 
"jo sos “o + 10 uas 'om— = Ze owog 


KE 
ooprQuumi OISU Ao 6767 BIMBA 


10509 Y = € 


“ODO Ka? 

-papou o znpoid onb eopasapoute v510 v eügunojop DASP 

920A '6 Op ON FT 6T eraty eu oprõogsa viso 0723 O 
weg SIDD * nom ALO O" É 


9 7 oues ou osad op mam 
-naojsop o "es (00 5*2 9 10'0 — "2 'ojuamaquanbasuoo) 


2860 - 22001 — 7 9'0 


49 =7 169 sour) 


topo'6-= Co 3860 OZ OL== 


wn 2960 — spo -P DTO DT = E onoo 


lo-=!o no %9+9=0 
sowa ‘p = 7 Optioze d 


Ko y 
wn PD + ra P D 7 4 


+9 tan oydenbo ep qe128 opôngos v o (g ojdwaxg op p ose)) 


optoojzomezodas 9 OJUOtUJAQUI O “SEJUNSIP 9 SA OPS SOZIU: 
S? 01100) “860 — 9 ST — ogs sene opdenho ep sozjoi sy 


0» 4186 + Zn + 5 9 (91r'61) openba y 


Os 7] t 
are = Tem au 


D 


go ww 
= "7 d 


: soma ‘g ojdinoxa 
ou eprznponur ogõejou v wor) “S18'0 = (18°6)/(8) = 3/44 = 101 
9 osad op essent y "1/97 =y nO ICH = 8 'axooH op 191 Ved 

oyámios 
“7 opone am wn wa osad op d Quanteoojsap O end 

^em eum eSapqusa '(p/p)6 — 9p 9 eiopoooioug *510j e 253 
"Bosju1 gp op prou opspro0]2A eum tuvo “oquinbo op ogóisod 
ens op aped e 'oxred exed opexnd 9 osad o ag "men ojuanr 
nm nos sp urge ur CH eour un opuasip N $ op osod uif) 


POS 


“To soyuejsuoo sep opusdap y ered opua ooo esjouem y 


H9 sumonasofpsvoSunba op den 


Fret omg 


*osn ojad opeysefsop tf sopa 
-opowe um wa 1011020 opod epponowegns ogie V “ETOT > 10 
vini eu opexjsngr aumoguoo topragiba op ogõisod g opurgoa ~ des 
ojuenbuo eposo qow e 9 y anb op zouour g  [e198 ü1o ee Geo to 


tg 50575 +39 098 5), 2: € 


9 epuap ogóenbo vp putei ogónjos e (0161) sureroo], ojad “o 
“1q F v sepeSnfuoo sexopdtuoo ops xerixne ogõenho tp soze sy 43 


(epropromeqns ogSeagia) 0>,0-d c ese) 


are oseo ou opunostp ongiegoso  "PiesHourque OBRIGA, ETGT UnB 
OjUSLUIAOUX O? 2nptioo PLOpa09 1011 EECH eu opupos 10nbjengy 
*Q op sompxoad x op soropeA ned ojuoruepidel steur o259100p 
fujaepo "te emita ep oe oSojpus.9 oogpi8 Q 'ogdenbo hl 
e3sop ]boodso oseo um ep oa o wusnj zp'6r Of v 


[Go LI ELE 


9 epuap og5enbo ep 12193 ogónjos e (4/67) TEOJ, 
ojod ‘a d — vjdüp zea eum wa aepixno ogõenbo g ‘aseo HSIN "n 
(epro2310tue aque meo) 09581q14) Q = 40 = ;d 7 0567) "eprououm 


Correr exndpr upque) 124) veod ogónjos mama OPSPIGIA tgp eant 


zun op op o eqno LIST nig V e3 ogônjos zu 190 


“ex218 nO SO9]0 2p OSEI OU OO “EPLAN DPLPISODSIA WA e. 
opmp oos 211020 GIS "1e pnomed usg "opino apuoureA peas odio] 
"uo ougmmba op ophod v ejos osad o a ‘ejou ep eropezinvisor 
v510j v eujuop piopooogour v510J e ‘p 0151 ‘y woo ogSersduroa 
ma apuejS 5:98 wa 9 2 amb emm 038] “tmp <> mb opotu op. 


«Y 


Hp Hi pud 
Ln ER e cam Dam ES - 
ap q 27904 

"wpiosyoureiodns ovôviga 1161 ando 
*opnjso Wa OSED ON 


Gp - 4 772 + Da d ` 
o ZZ A 


9 qerono1ojtp ogSenbo ep ef ogónjos v "Lo 51) euro02], 
opd “o sejunsip a seat ogs Jegixne-opSenho vp sazier sy 


(spiooyromeaadns ogSpagia) 0 0 Y ose) 


*OJUSLUTAGIA op sody sen so onfas otros sowonbipisseo ch 


67 do) Sp DIAIDUOID WOS Oppo 049. 


o ETC EES 


SC 


topo KEE KE 


s H i é 
(Qu foin fo KEE KENE ya ty Q= y 
“re¡nopred wg 


+N 
ozu os P 


Em a pel 
a Ka Sopep ops sajustogaoo so “ajtouauonbosuo) “Y = t os 
" 
pz s "p(z 4 11) a p =!» onb sowaa 'sajuarorãos opuereduron 
"aaa pp ex ps 


zin, 


olg +u) + Eog + w 


MII 


no 


Que tese 
Cup K4 = gant bf Am & 
o 


mate "1 — de 
1119 vouos Y Sotpeouo 9 g + i JOA y sowmysqns touw 
VIRA erap g eugienos eu onb x op vougod eusour e aech 
onb opow op *epronbso v Gute E sepnur SJUSIUSALO) gr 


oze orv Let 


D 
Lou? DE Z = „x0 < EE KH & 
o Ki D E 


Sp epuap opdunho vu ogõjmysqns e 
Dn & =. NK 
ju Du A = dogma y D & = (God epep 9 ogôngos v es 


ovômios 


xg e 4 qepueloyp ovdenho vp angs uio OBÓN]OS eum vuuaiqo : 


. CHERE] 

"gtt opSenha vp aptas wa one 

epeiueyo 9 a *egugur ops vun owo as-tessardxa Puso) 

.. OBSnoS v.'oseo ojsoN| 'SitpDUOIOHp sopSembo SULI? JoAjosoz 
E proud ja 395 (SE Wopod sejougjod op sais sy “aja 


ten 


(A er fog y ALAS 


` Aen 
à V 
1-0 X D & EM py dog e gana A 


w 


Cp stpuouafip sapsonbg er de 


muss y out epe 
opuetouo1ogtp / ap Sepeapap sep sopos ura sogdejuasardar 13000 


sowopod *ossrp tugpy "erougd10Auo2 AP OJE OU X pol ed ` 


a un to pipa lp Au (0f 5 4 


anb ju ogun wun 
ougop dp € sepugjod ap ons euin TT omde o sunoguog 


i "npv54of opônagia opuumpo 9 
ojuomjaota ap odp eis [ço — Sou / = 0 apuo 


povos 2 + 10 957 + 300 509 PLI 
30d opep posad op (ojbotueon(sop o anb oaod (oi 


KEE 


e we é Am + E 
GA 


3 osad op ojraumaou o 
aasch anb jopouaragtp ogbenba v anb asso (8) 
“osad on 
speit y1537 0 195, Jod vpep eurajxo vorported 
25203 vn y 9 mm efa eow eum v oxoue 
Ju eem ap opioouone-opu osad tum equodag Qr 


mm ouaumpojoue o znpoxd onb vjopoa 


-ajioum wiog e agor 'ou5os wsap p ojdwaxg ON 6 


opt optoutconpo (q)... 
oprouowescdns (e) 


n 9 ojuaturAoUs o stenb so med 
2 op SOJOJBA SO oumuojop 'Q <a “Gpo — 9 mop 
omg e510j vfno oya tim tua os-0A0tt osad O 


sg mm CH ejor euin opuasip S Zoposed ui 8 


p = es tm a 
Tg? [A & "pe ig 


pov 
07 6^3 EPT 


tee stet SapSrpuoo sq o jpjouorojtp openba 


y wznpuoo amb geed. stop rass tum Laas L 


“Salas Ma S3QÓNTOS 96L 


y 9]uejst ou Á ojuousea 
-ojsop o wed ouso eun v5opaquisa “(p/4p)p— 9 


- psopaoauowme 151078050 Basjiu £'p ap (ewro wed) 
. epspioojoA vum VIGO opqiinbo op op5-od ep 


ande opuioqu o osod o ag Bit ap osad um Gre 
ay os opuenb uio gp op epuojsip as vjous tu 9 


(¿5/6 QT = 8 atapisu0o) Y opgxiqre 
ausu ox 4 ojuaureoo[sop o auputisjop (77/47) — 
9 uIOpaDaj tolo 9510] v puo orot tun tua 0192 ap. 
apeppopa 1u02 oprog a wo g spew og ed 
opexnd 9 osad o ag "[z1mqeu ojuottuidiuros nas ap 
mate tuo q Gem eurn apusisip N SC op osad A s 


"optar 
-woopop o rwd gn eun ot ONGI 
nb sp ojrod op oxtequ sepeSaod c og5isod sun 
op vd e 85/55d y op OXpeq und opepiaopoA eum 
ura) osod o opreuerotug ad gy 9 ojuejsuoo vino 
vjow euin op osuodsns yso sequ] 9 op osod wf) p 


Caos 3039PI5U07)) 'osad op ojuotueo 
-opsop-o aed trau vtm edojaquiso 'Gp/4p)s — 
9 oie ap v510j v as 2 Soin g ep (oxwq ewed) 
apeproojaa vum wos ougnaba ap ogóisod ens op 
vpexaqi[ g usse e óg penen Ouawpidusoa nos ap 
mat op 2 oe eum opuaisip S 007 apesep mun € 


Ourense oU EIS tan uro ojaattreao]sop O gel 
emm oun auto 'Sosftuo 9 ep (oxreq vwd) 
opepisojaA wun woa Ope22Qj| o wa € 10d oxioq vred 
opnxad 9 osod o ag "[rinjou ojuauriduiop nas op 
matt wo g zou vum opuajsip Sy 07 ap osad uy c 


+ Lin QT = 8 asapisuog) Y ojueysu 
ou osad op optorurao[sop O vwd vpnunog ewn 
sumui3jep OIZ opEpIDO]oA 1109 Opezoqi 9 wa 
y opeitieAo] 3 osod o ag guru ojuouimiduoo nos 
op wae wə c eow uun opttaistp N S op osad iuf] T 


Set SOIMIUDA 


ei dej Fon DIAIBUIORL) 110) OO). ELO 


x800 E= x nas) + Ax o0) CE 

0=xp é uos p £soo 2 TE 

g=dpr-ap t+ ) or 

E mae IA 6 

DEDCEOEM xo go A+ L 
QocupérpQe e 3 


xsoogs4(vos)*,É 5 
e bp ik y 

DS PIAR AD A DA E 
0sxp A+ px c 
o=dpxas-per Y 

“perotoaogtp og5enbo E vjosoy "CT BA 


. Petr EA! 
yz hy im 1 TE 
ELIGE 

ff 6 

xp 8 

des ux) L 


OvSIAdH SQ SOEN 2061 


4 EP D£ÉPo.. 
cbr E ILLE to E 
Qe IRR A y Ost zeit E 

` kg-a t Déif T 


“epuap oySenbo v 
waed 91195 W9 os5njos vum IRW ZI- O 


9'6t SOEN 


imc Die 
m T Zen A 
- 


De-94 


sumat 9095 SENP 


ap ewos omoo os-tesso1dxo ‘spod ‘apod A TES 


&ops5njos y 


ze Di. o Qu) eU unn mp (LE ey 
I H H 
t 42198 wa 
EM mi SLE Mk a 
H T 
oy LEa yE m y 
T H 
Set a wÊ tp 
1 I 
0p = tp 
Xp sojuotongaoo 
sop ee ajudas e sowedomo Lg 'q 'O = w opuazeg 


£29 sjoppuosfip sopóonbg ei do 


“post "b(g +4) 
= EI Watt A E + n) anb sour 'sajusjogaoo opueredioo 


peu vc 
vz + a & = quot + WS + u) & 
o o 

180129100) 'Q = 11 WO BUQJELIOS € 1059002 0 Z + 


1 300 11 3impsqns ejseq 'ojueg RIBA "ul op ren ure ux ?5orede 
anb opour op upranhso g euroreuos v epindos uro somejsniy 


ger amu Zen 


enges vm X = ato cw E no 
. E 


qeu qeu 


zu" Te, Se? EE "tin E 


o o 


Eurus 


Teu Pen EZ) 


PE orou Gado KÉ? SEN £ w> D 


opuozeg 
oyômios 

"Qm q - dix ¿A pejouotagip ogdenbo e jose 
TOTANA 


"01195 ap BUZO] MO vpexrop 108 oAep opônjos e o x "p & ep eos 
e joe joajssodtum p ‘sosea sopor ut zait spenr Caen ed 
TELE 


_ Y ojdwoxg op oAn2Íqo O “T'6T ogag eu Opepriso SjoAgHEA 


sap ogõesedas op opot ojad dr 7 = ap qjuatuejonp game, 
pu gei JO 3S-APO 1 wë = £ oowoo gosa JOS apod 
Y otdtasgr ou 2195 wa or5ujos eaub (IXS'6T) ap ounen 


EMA 


[- sube ea ona Rec 
" 


‘god papas ura oy5njos "i oamsod oap opor end ett) = Ey 
anb ojuenbua ‘g = "p opus ‘wdy 9 v os anb JEJSOU! os-apog "DIO 


ei de) wsnpney pLgawoar wo» ONAPI FLI 


Ze 


££9 


mun sten fg ogbeunuge eunxoid w pros O game onb sotuoA 
(19) 20d “ogquo “estapepros 9 *g os "sei (i) 10d * o wgquie ^q 
*espepica 9 "q owog “exopepica q mac Pg opëenge 
wunxord v “exopepros 9 “q opdcunpge vum anb esduras "0 104 
"exiopepioA 9 Lt (3) 204 G) 9 (1) seoSipuoo se mezejspes onb 


mà E? q“ iz 


sagdewape op ogdajoo vun 
souaopisuoo “ojdjoupid ajso ott Jopusssdmos 4 


tir — senp gp Zeene ufos 


anb opsop ‘sesapepiöa ogs "7 sogSpuume se Segen oju! "c 
op3euupe eum eperoosse Dies t/ oAnisod OIMNE vpeo Y ag 


oppene ojdjound o 1onbor exapepsos 9 ^q anb op saoid y 
"soAnisod sote sorouinu so sopo vied "qr op opepiea e WAJUA 
ToAIssodtum oe 101 *oyugur 2 soAntsod sogu sorouinu op orimfuos 
O DUO) “SEIA ` SE.JJSpbp42a sra ogs fg 2 Ty "4 anb senso 
mgg oo ex eU) 9 Wi “fa dëi woup "4 * CELEBS 
ogdempge v vjuosoidor "q “unssy ‘stear sotun ogs (o v apuo 


dëtt 


opôeuuge e “q 10d soruojonap *oanisod oapojur ruins wma p N as 


*ojdtuaxo JOG "soAiisod soitojur SOT so Sopo eJud siitapepios ` 


OBS smug no sopbpuuge sejos anb emsou wed opesn Jas 
apod vogpuojeu ogónpar owo opixouuóo acid op opojgur Q 


Bonsai 
ogônpui gp ojdjoupig 


dolaNgdv 


VOLYASLVA OYNANI I 


A = (PAJA 9 0 7 (ZAJA speratur segs 
-jpuoo se gien anb (G)A oz3njos e ouurojaq 


9p er 
De E ws] 2 P 


1820139359 sooiSos uxo conipisonope pejottajod op 
opmiso ou 212020 aire jejouozagtp ogdenbo y Qp 


¿imjouvarogip agSenbo up rody ogónjos eun ap 
cogi o 9 pent) weno y q aun anb vjor ap ojuom 
«Sos or sejrospuadiod efos oggi op (4 "04 oum 
A0 ood wn tuo ojuotuv; v anb si sagõuny su 
Stp0j 10A910Sop med jeyouorogtp ogdenbo pun asf) GE 


(uonsi3o] vaso opemego 9 ody asop 
ous un) 4 ap oxidy vogais un asoqsa (p) 


Jor < (9) Sas erseosenap 
9 (904 > (Fas aaen 9 (9), f onb anso (2) 


40) i otov o. 
“(DJ oupuszorap “p= (0) 725 (9) 


"stAmisod SOJUTISUOO q o 
2 1100 (4q ~ DJ = ip]Áp dntamiposato op vonsjão; 
224 ep ozbenbo v eem og mmer? qouojorndod 
Gärten op odi ajso "204910509 LIRA "10050120p 
e roum (1), / "epuri8 oo os 3 onb vpipotu 
€ a soja op ojuewdas oudo ‘sraauodsip 
SOSNA op opuadop 0102105912 ap EXP]  SOSEÓ |, 
sop euojem ey "(cc aaoo) ,, 2(0) J = (9) J 
ona — eAnisod ojuejsuoo 2 "(o = (EMP 
os '9 ojst = A v peuopiodoid p jp/p ojiourosoio 
Op XE]? og STUPILA NO SEH OOI JEI Ca 
emm op Y oueisuy ou ‘ogäejndod v (7) / = elos ge 


ROCK 
asa “y vansod queisuoo vum gwd (£~ gA- 9 
== pip 308 apep 9 4 ap otdapold e o11020 jenb q 
exej v og ojomeamadsas ()/ ~q a ()/ - v ors 
ga y op sophesuaauoo se opus (0) f s € 9 1 op 
oben v Y ojttejsug ou og 'ajuatumanoadsos 
“ga y op stomm sopepmuenb se d o y wefos 
‘g o y sejougisqus senp op GÉIE vp vrouogbos 
409 170 À vioupisqus vum ap ogônpozd v rejouap 
sid 4 — g + y ou5ujou e os-vsn "vopugnb wH Le 


X500,2z 44 A+A TE 


*sopundos gg ode sajou g = 4 os "d vid ejnuoj 
vun ben ae +y Syd op svjnogjous op sosed 
ap orum o LA 01) € qeuopoodoxd sgsão 
tunog 25 jenb g 1p/4p exe] V 9 598 op sejnogjout 
senpos-urennos "uropioo y'sy ep sejnogjom senp 
opuent) Së opungos um os-Opuvatos toejuota 
-ne sy8 ap sejnog[ots sep opsproo[aA v eproanbe 
opuenb “o y sp3 op saou Qr mamen at Gun 9€ 


emp ogórindod v ouuo “005 9 
oydejadod e Do? uro o5 ‘A v OI) Wa v-vAjoSO. 


, E 
nu uas goog + Aug uas g) w E 


3 ogõejndod v wed 
vjojduioo prjouozojip ogSenbo v ën) "our sod 
soJessyd jug uos GODT = (DO 10d vpep p ogõrBru 
op exei V. "peuozes 9 tupquiej eur Up eop med o 
onuop eed order8 ju y "eravuipid vp oSatttbo oe 
optodson02 Q:1 o soue urs Data o9 7 opuo (rz. 
uos ET xod ojasap TLUOZES OJUDMIOSA1D tun 
vyttauigrodxo vi eum op soJesspd op ogdejndod y sf 


ore dE dm A PE ës CO d A A EE 


xp (x soo —4) = Ap x109 T£ 
O-dstt ATHLE — Qu EE 


LII De ae 


ap £ qus x = AP x TA = Xp uou 90 
A s o= pA Ea) Ap or pr 
x97 66 EL 
Qr. Ag tur EE 
Ch 


PELIS T 
xus pasde, A 61 


X] 
TIL Dr ER eu 
Drëtt + PE Q7 4914 ABA SE 


0=49-,4+,4+H a Soo = dr 500 2) + 4 £T 


er du Sang Eau won ou? 9/9 


. z . 
ESTE 


zexpep 0n TTT 


emt op Game? uerpo Apel O OPuBJoJe 
T E) 
WEE 


(D+ o acne 


wisse somago A7 
og5npul op osojpdi ep sequo sop uim epes e (T + y) euotorpe 
eyseq 'soApsod soxjoyul SOMA p + y sop euros e ved smog 
eum meyor esed ët "SOANISOd sonou sospomjd y sop euis 
v wed ein eum sown ef 'oy5npur op osmodm eq ` 


z 


ce a (pr) TEE AR 
[rs«Ggenm e» qm 


‘goys; — extopepos y VT" onb sensor ? oanafqo ossoN 


quy itte 


2 ovbnpur - 


ep esojdn y "enopepioA 9 Ju mb mquodng v ossEd 


"eyopepioa y Tq ët 71 e jen; 9 ege 
KA 
onb « 9 oam o1Quau o o Y oroumu o seuade wojuos 
(Di pon 
opsonbso oan O omne “a ma peuopuezeq t ossed 
:engos owo ‘siod ‘sow 
-opaoorg “O¡dwaxa ajsa apaaojue onb sossed stop sop ossaopid 
o Jemjde mseg somaz0 omo ‘a op sosojea soppa ved “q ap 
opepijeA € wayna (oAnnnsur Jos vesod Gen) ongsseoousop Y 
z 
-0r^9 Os -p*ETZA 
DE Orp ost ee CAM 
9'q odo yeu ag 
9=9 pos: t TEE 
CC EEEE 


9 5 onus CN aS 


609  enpuedy 


sect tol 
£"£ Pira tti 


9 “y omuo geu ag 


t 
=] 9 osp £y = 
Lia yp! 
Lä opua qan eg 


` q op sterpadsa soseo sunSe efoA 


£ € 
[up DEET 
ogSemage e "y 30d sowerouop 'oanisod oam um 9 “os 
ovánios 


[A 
eme 


9 soanisod sonou 
somoturid u sop eios E ‘u oAgisod oaar opo] eed ‘anb 2014 


+ Otditaxa 


"eropepiaA 9 14 aub ap ogórsodas 
e opënp ap asojodiy somero “enopepros 9 urgquie) y 
ogSeanga v oppo enopepioa 9 "q os ‘onb somensow “osstp 


1080] mg (pes med mod) emopepina 9 ^q onb sombaotd 
opu anb ojoN 'Orsnjuoa Jesneo mumsoo g ossed O 


0 
Vigquiey!"'y opua seacad o viopepisa tg dng g ossed 


-extopepsoa q "y onb senso | osseg 


:oxtege sossed siop so soumndos 

eiduns “eonpuajem ognpur ep ordpoupnd o seonde oy 
emm sosunu SO exed sopepusod op opu Jod epeñurar 
viday wa opexsuomap 9 otdiounid O joAjsnejd emo) v oa 
“eoppuojea oxônpu ep ordjouud o ojusuranojo zoid ogu 
oturojova op ot sten ojienbuo ^g auounenuaaa opuiiume 
tossed v ossed (1) ozSipuoo e sesn sowopod srod 'exapepios q Wi 
ogma 10 onau um 9 v es anb aypa os-opod "vjjauvur 
viSop opuenupto;) e o WPW) "q ORUS 'extopepuda 9 fq es ZOA 


zopugdy Damon DILDIOSE) 100072 OHIO RLF 


EE eegen 


KEE 
KEREN 


(8) > 3 opua 9» »»09$ 81 
pr 


H 

Larra id 

emt at 

AE 

egomet et en ENT 
z 

IER UHE 


ott ee 
+ HAN 


zitt zm... cr 
EN E a 


Tan (GAMER UT 
a rt E 


z m 
. [cfe tg 


9 e 
ee CM 


vr 8 


AT UA A EA TT L 


Topeng yE 5781957 9. 


(asp (e us) s UA TIALA TOS 
Pd CS v 
pee eg TE 


[4 
tugas teus *LYY*i Ut 


(prummupectkvtbtz T 


^tt OAISOd oan opor uud 
exopepida 9 ouSeuupe v anb and "97 Sat 


SOIDJONAIXA 


"ejajdiaoo piso vAoId v a vrjopepiaA 9 ("14 'uissy 


MIHE EE 
E E E ES 


“ojuejiod ‘o 


‘Q € ¿dy ouo) 


UA MTADAT < Qe 
BADDI < 0D) 


(3 Di D <(2+D/0+1) 


+sojuopeajabo sopepjenzrsop so] 


-uin$os se znptos ogSeordmntr visa ‘zaye os opu opepjendisop 
ep [purs o *otônpur op esajodig vp soiguour so SOQUIE v+ 7 
10d opuongdnfnur foi 'Q < v+T onb SOWA "Le » owog 


189 — soguody 


eg 


DYFT < AD 


VH anb eusonm SOMA 


*9 ost — EMPPUPIgA 9 
mri< D 
9 ogônput 


op osejgdiy v ‘assy "exopepiaA Yjsouequodng g OSSPd 


"EJIop?pioA 9 17 0807 vo 1« (OD 
no Dg] ++ “ojuejrod o y « ¿0 somas 'Q s 2 ouo) 
EA) onb onawpd SOON | ossed 


g= f wo ogônpir ep ojdjoupd op ogsuajxa E opuezjpn 
‘gzu wed vxopepmoA 9 “g anb xensowr sowapod eent, 
Jett + 1 dÉ + D sod “osjof 9 ¡q onb GÖN pute dër 
epepenfisop t "q 10d souojouop ir OANISOd oxjojut epeo ewed 
ovômios 
“¿2 u oiou open vred 

DU+T< dër 


anb 
BADIA te D onb qey “0102 op ojuejepip 1091 Olotunu wn D wps- 


€ O1dNiX 


|- anb aeacid afã 


-"tajopepióa 9 d ômb HSW o 


“[ = H vagd sowazig 01w09 ewo} pusau vp 'Sajundos sossed 
stop so soumapisuos fa n ied SENSpUPIDA ogs WE 
-gunge se onb aosd vieg “OBDENIS viso Wang 1oguviqe Y 
ema op opiptioise 195 opod vongwopeur ogònpu Ep ojdound 
o "n Sa tg Pu sepepmos ops soobpunge se ogia !gs f o5 
*ojduroxo 104 “q opine vum epejoosse vfojso {= u onau 
epeo e anb somequodas o “oanisod oam um f elos 


“ejojdiuoa pisa oppure 
oEônpuy 30d vaoid v tursse 9 "e3ropepioA 9 V? y onb souernsoyq 


[= y Pig 
esed gopguiojeur ogónpuj 
ep ojdjoujid op opsuopta 


ampuady 


SOU DINDINODAO wo? OAI 089 


zë pr 


w-ir- osd- O 
sowaqo (7) woo apepjendisep vupjp E opuettquioo 
pe- 8| r- 6945107 002 01 - 09 
sowaigo “> 9 q stor enbstenb esed 
bl «is pra 
omBupta op epopjon£isap v opuvznmn 
Je (90 + (17 6009 10v 7 609 00]. CO 
30A91082 JOd SOUIDDIMOO 
a> e+ D- (8+ (9| omo o» [o 025. () 


anb py D <q utn ojsixo "D <a opo) pd 
smb 1ensou soumAop (pz) Gët v woo GAR aq (0 


PE 
per A 
»  Tqe(3f wj —sowequodes — OYSVELSNONDO 


Dex 


000 em anb opsap *. 


D w 


Lang 
Gy ey 
at? DEA EA) l a 
Ia q 
efe EEE 
to sv gen oo gep 


E SC y 
AJ 


2 = V] “omomojuanhasuoo *o rte 9 puno opórsodns 
vssou 'oSo7T "uridaaioyut os OBU so[pATsQu] SJOP S3558 anb op om) 


(arg) eegal 


ERO ` Som 


op ojuomrepenãos de +%7 a *7) wo mpquey o (> 4499-59) 


wo pieso (97 ona (qrotg-0) o (qro eo) 
wo ojuawmoupjpmuzs efojso onb x wn somioypoosa 


ag Jus 9 moo 'p emSig eu opener ba (5 e 9-77) 
wo piso DO opua wwr o Corvêg-o) uo yso x 
anb osduras “onb jm y « q ojsxo 'ayuoueSopeuy (a +17 ln 
me piso (OU onto exo (qe p "Tg — o wa gen x onb oiduros 
anb py 0 elo um asa ez) opõmngop epa "tueydeorejur 
as ogu Sotpamaunt stop Soen Čr- ý> omo) '(p emily 
fad 7 temp eya eu (34 7] 9 -"]) o (pr 18 — 7) 
SOJJ9qH SOJLAJOJUT SO SOMISISPISUDA 3 (>> 
anb qe) » soumupoosg "7»'7 nb anjupe sowapog 
DE? 


^ Der 
Zoe lt woo "T = (94 t] a Jo e (H nr somennodns 


OyOvHISNONAG 


Sia] ò ojus *p ved apua x opugnb spu 
pom ‘v pwed apua) X opusm eur 


«sozagad sojnydeo sop 
o opuodsonos og5esawnu op emasis O *01X0] OU Sopejunus 
semaoo simge ap sogdensuomep se uge? oorpugde asg 


Seuump] 
eted epepioju) ep Buto409] 


SIVUOSLNI zi SvavA3d 'S3.NDI SUSOS SVNSHOSL H 


"i oAptsed out opo 
vid (Luz + pud PP 1010] tun 9 G +0 MDANI pE 


(990) + (0799 = 14d 7 es? 
:09)528n$) 
‘u OANISOL oopus 

Opo; eid pG- ,P op 3030] WA 9 q — 5 mb 2401] £c 


"ed HO 


POL 873018 og 


ESTA pz 


EF TAN GL 


d'St ST MEET 
PARA usut Sg 


TEE 


"Tomb op Jovi onau opo) esed ereprpros 


9 0 Sjt21 SO sOpD) a y ospisod onar opor wed 
i-i 
mud URL HDD 
61715 


anb sadia ze i 


"it oamsod oe CPO] Ved [ < 0 opa 
^| anb op sopu peor omoju tun 9 » as anb 24017 TE 


9 mum e anb saoid med vonpuropür opp ep ` ` 


ordjonud op ogsuoyxo t osp "enopepaaA 9 ogõeuue v pab 
o ed [oanisod oam Aua O otov :9c-Cz SINA 


'$* 0T £* ,,,0TL 9p ION un 9 6 vc 


"pr, 5 PP 1000] um ? p TT 


expuody — DINIJDIY ongouior) MOD OPROJEO Cen 


eer 


per 
"WIL (BrT vag onb mër anb o, 


d ge ogus fo, Ip x|» 098 


“unssy 'sexiopupioA ogs (11) a (01) sopepfendisap 
St seque ogue “q o Jo soxoumit sop 1ooui O q 10d optivjouaq 


2 (08 ome g> fo» 095 (m 


anb ju) y « "Q um asixa ‘0 <a 
opo) red anb as-onfos “y = (298 ^ wn] onoo ament 


Ig» jo aj» g anb opsop JW- eid. e. E (o) 


sowejgo (6) og5enbo vu optas] 


y E 
pit, E lel 


` "omeod “o 
eno 
1608-201+1608]5 
Wa — 0) + (931 = d 
*x sosso sopo; ved ai 
. watuojuonbosuo;) il > [iy — Gol ogu ^e? » dh dan 
as anb qu Q«!o um asgo Hee ouo) 


aa leste | wos qu. (95 

D'A 

wen EX. VE 
sowazopisuoo "Dën + er ojpord 

or DO os-opueoyde opnqo Jos spod opufosop Opeynsas 


(6) 


Dex ` 
o ot oyag “onbiod "mt = (93/ wy onb xensour emeng (mo) 


Sf E v ojuojeambo q EE emm v'os 
can E (g) sod “omo a 07 por um 
Y Or iw- Mis un onb bi Di: Cy 
1109 (5) ap “as-onãos 'Q«[W- (95) enr eme? 
AR IA (9) 


apepuuap! e epinfas uro SOSS) 


$89 aopuady 


"(c) e^o1d anb o 
a> lo- (99 GA ogma ‘g> UEL EE 


*ojuepog 


Fir qas p» or 


*gjuourojuonbosuoo *o sexopepzos ORS (1) 
a (9) sopepjeudisop se seque “q > jo — a} > g anb exduros 
vm do a jo sozotgu sop aouour O Q Jod opujoueg 


pir > lo - (jonno “g> p-4>098 (1) 


per 


anb mein <*g um dien 0 <? opo used Kb GH uy owog 


Te 0» 1601004] oma y >fo-af> 008 (0) 
` “ajuamojrapbasuoo 
H +> jil- As tre 1-6 1041 
o qa pori- wA 
ogu y > ju - 2] oos nb qm p< lg wn aspro anb (q => 


mon (y) opman vp as” aos “7 = DH y ouo 


"DRM var opua ‘Q = (91 m os (9 
9 d vun g yas ‘anb opui soùanso (1) 
"(n oghouuge e 9 anb 

quo uo» ors 2- px (94 


46) a (p) 10d ogjua q > [p - EN 
os 'ojuowojuopbesuo 'seipopepioA seque ogs (92 
9 (ay opuosjonuo 9 wa sapepyenfiisop se ‘g> Ip- x» g onb 
osdiros “ogiua dp o 'p so1otugu sop Sop.tou2ut O Q 10d opirejoueqt 


v» | = Gone fga jo- d> geg (1) 
a za > |7- (sil ogma Y > |p -a> 098 


onb sim 0 < go Q < y waspo “assy 
“za anb op sexouotu 29010 wpol sapo *zepnorued. wg 


^p op ounxoid ojuatrojropopns x os-optiau]oosa 
souanbsd ajuomenesqie as-. aeuo twapod iw- (oa a 


pes 


ty = 69] souu so qu = = DCH um a 2e (EU um omo 


Sopiady Sek ngatuoor) 109 OMPI — M99. 


“A «x onboldwss az 


Lj 
E 
Zi 
anb je} N 
oanrsod Gem tum aj$1x2 * < 3 0p0} v3vd 'onb mysou sowaaap 


mr : A 
"ms al vm] anb op opiensuoiiap vu (oro) wonde eg 


OVÍVHLSNONZO 


S 34010 soureponb 
owo 2 >| 7-6] *oyuouraquopeAmbo 'no 3 4 T» (52 3— 7 
oguo to» [p x|» 0 as Gs (Oy = (0f omen 9 € T» (08 
o (94>>-7 onus 'Q»|n-x]» 0 ss *ojuouropronbasuoo) 


»»27-(9)9»5-923»T-(0/»3- 


*9 OISI (eat ORS 3 UIGA[OAUO 
onb (7) ur sopepjenfisap se seque "o: jo-x|» 9 anb 
duras “ogjua Zo o 'Q sosowpu sop 10u0u1 O q 10d opuejouaq 


»»]r- 69 onos o» |» -x]» 0*8 o 
a % >|1-(0/| omo “tg>]0-+]>098 
anb sp Q« g a Q < g um waspo 0 <> Opo Peg 


OVOVHLSNONZGO 


P per 1. e 

“pe Gr um onis (Qn unt 

` ep opdoid o vwd amoùnpajssod 6 
opaqe OJRAJOJUL um We Y Opo} grd LOS 


[rl 


“DAS A um wesndun sepepjendisop seunit Sy 
i 


a> | p= xp onus »»-x|»0 as 


“ojuamauapoambo “no 


(e'z) eueogt 


ferz) 
,üMopnpues OP BUISIOS |, 


289  Aomgiy 


>| p-p- xp [ogm s»|ü:)-2-[»0 as 


anb men <? wmn ojsixo ‘g « » OPO exed assy 


DTN 


Pops ECH wn 


10491059 Spo 'ogSensuourop ep 
aned eet ejod *o soagisod ogs 2-4 9 V — ‘OSEO MSIN "duy 
S k 


oapisod omop um us0>» epmHos wo soweyuodng 

CD gp sou ot emm e 9 O mggu 
*eunnSasuoo aod “a wxopsproa 9 ovejas er optppemieop eum 
$'Q»n-xX» g- anb oiduns ‘ogu y de +2 a- a KI 
soamsod SOJOLI souin stop sop 1ouour O map Q 9$ 


2-49 np »-x2[p- 29-2] 
DEE 
PEEN EEE ai) 
BEE EE 
>> Bp- xp 
zoxjeqe 


sopepjenisop se samajeapmbo org "> onb op jou») oapjsod 
Gagn uin OpRIOpISUOD 9 3 — DA vaod wp DJUBISOS ou ISS Y 2 
hi 


anb sopt sopea sonbjenb ved opesn 1as apod q ousou 0 op 
'opsipuoo ejso qos q ejsixe os 'onbzod imp > mas (T) mad eeng 
E e 


EE XA > te perrog>u-r>g-es (D 
“ojuaurauajrambo “no 

€ e H un 
3>| DA EE Q»|»-x|»035 


anb pi Q <Q um ajsixo ‘p <a Opo) 
gaed ‘anb zum sowoaad 'oAnsod oor um 1 9 g< » ebe 


:OYÓVHLSNONZO 


Zr 


DAT XA UM 


TU ema "aedis bajusod cafona 
min pu a gsp as no 'oAnsod oop um qua «s OS 


ferz) eener 


zopuady — sonjpony DIJDUODO 1109 GO — 989 


WO Aen ptt 
E 


E E U E ga E ea 
x. i up ze t ut a = (0,4 


sono) “) «— Y OpUIZEJ 


stia * ugue 3) AA hn - arx) 
I 


QA KEEN 
an il E) 


sous "wl A 9 wn +X) = opuozeg 


ANA A AAA 
D H re 


ogma Aan ag 


ANEO RAS tr (A A éi 


opepruapt € souaopisuog 


D DE 
TESTA un «(f 
(S'E) ousmugoq. ga 
OvôvHLSNONaA 


Ma 
“rot y 7 (0. 


ogma yy Ys DU 9 onpisod oder wn 9 


*epufosop (T) ozsnjouco v 9 onb 
as af (By Loge gz le alen as 
anb sowaa '(c) e (p) opueurquioo "amused 


"e»|q- (98 onus o» ]2-x]» 095. (p) 


23 anb ji 
Sisia ahb — y enSp] vu opensnyr ojeg oe sonegogo 


zt ap:orórugep e opuesn a j wo (9+q 9-9) 
opgaat o, ed og5uae vssou opusioA “epinBos wa 


ali - (99) | ono "o [07 62125. (€) 


anb os-onSos “(7) wa (1)8 = z opuoze] “epnopird wg 


(ët) euamoat 


689 sik 


cub 
1 LET] Up +i or toi 3-(04 
LG » EEN 


">| (05 (91 | omo do <]g-zjes (2 
` onb [e Q < 'g oxoupu. 


- 8 qe. 
um ost ‘emy vu opuzsng! Suopuoo “opina 9 (9M = (DF mp 
‘q ma emm 9 f ouo) “E: emg vu opaa 54 
uo (> + (9) ra — (94) OJRATOJUL O opuvoprsuop SCC 


as IN -1(905) | ono g>Jo-x]>pas (D 


anb pei y <q um 
o3sixo fp <a opo; wed ‘onb suen soumAop (yc) ompa 
vp sousa wg 2 ved opua x opuenb (q)f auy o way (()8)£ 
anb 1eAo1d souraonp) *, 70 ((2)8)f ‘zaa ens aod o g wo (98 
vpeuspiooo y epuodsonoo 1 vol eu X — wpuuepiO00 vpro Vi 
^£, vang oxioyuoo *,] 0 1] SILOS sejas sx op ojour od ajuar 
-Boujouroo epejuasasdos 198 apod ((08)f esoduco opduy v 


oyôvuisNohaa 


. . KEE 
vepungos e vSojpue Eis ap os-eJsuonmo( JENSON soweponb 
onb o q onb 'exropeproA 9 opepjenfisop (exawud e ‘sse a) 


z vandig 


d q GR 


(g'e) eene 


euenb e ‘y < x onb oxduiss ‘onb sowo “yy (a/| 2 DN Biereg ` 


*N op tujooso v eed omo wun pp sot opepjendisop vum V 


(5) eerte 


10 < x ied sojuoqeAmbo ogs sajungos 
sopepjenStsop oxenh se q 225 'oA195 y < AN 1onbienb q «2 98 


Li 


ampuady 


Som DDD MOS RR 889 


| 
| 
| 
| 
| 


(y) opuezunn o => 

; Bag 

od op omawngĝw wn op op J0d gemet De (Doll wg 
ond 190910QU3S9 35-opoq "opeisuoumsp y3 pwo O 2 


pe 


Dr m ge (ny). sun I 


- goutojqo *(9) woo aquontegunf ‘oyeg 955 opteiopisuon 
m taed apua xy opuenb y eed apua ny 'sei seed seno wg 


de 
oeny um 


*gyrouroyoqéAmbo “no 


py 
071698 - (y +98] um 


opua 9 Emayuos 9 'poApjouorogrp 9 J mme “anb 


souonJosqo ‘ouw emd 0 9 Ogdenha emp pu optorpur emm o 
anb opuessotw raoid e 3ejordutoo somopod ‘npp = (11) $ wo) 


io wg t "p P 2), ER > 


anb sousa 


PV xp otl 
seau toy a GN wg 
anb opui 
-opistioa o pue? ed opua xy opuenb on 0-208 oparimo, 


D reih SEL ai 
somajgo “xy 10d (c) op soquiata so sogwt OPUIPIAHT OW 
os emapepisa 9 (c) 2 Qe nv mo snupuoo 9 l *ossip wat 


9-" 


= (ut ug (9 
Ag) 10d *onb jey ay op t ogôung ewn wed 
ny - (oi, + ng (0), f = Ay (9 


Joanne vagd "ojropuodepur 
paguea ooo n 1100 (E) wzm sowapod *oysixo np/áp owog 


D - (ny mf - 4v 
(Gë (xy +18 = nV 


169 ` aapuady 


“unssy DU = £ op dy 
ommamarm wm 'zoA vns 10d *o n op zy OWORIN UN EA 
"xy Game UM x e sounap og "x op ogóuny vum 9 d '9 eet 


(IO ES 
1901089 sowepod ogus ‘f op oumuop og (8 ag 
Ben a (nf=4 
‘gward 
op asojpdiy ea epruojouom og5engis v 21082 sotoIopreuor) 
mg. Dit dp ~ dy [5] 
; anb (g) ap os-onfos *£p = xy DOE 
ouo) Dag Inb ‘gery sonb “opepisa 9 anb o 
EA E d Ki 
spuren emm so opuod 
-sipar o xy 10d (1) ap soiqurotr so soque is 


"puo 
umujioo p u mb (z) op omua os-onfos y = TM opuozej ‘9 = Xy 
ampu e opom op D op ogójuyop Y iopusise HIPAUOO) *019Z 
ap SOJUOTAJIp xy op Solojea vxed seuode vprugop 104 lL ombung y 


o= ( od- SE ai, bag Ki 


onb sowas (176) opueoyde “ossip 
mary JO sed sopep ogs sozopea sofno “ey op apáimf oump le onb 
urge sew “xy o Dap ompad o vptasaidor opu (xy)tt onb NON 


Grae ev) m 

“O xy epro esed unssy Droit 

ogõmon eod somm-epgpuasoidor "mu op oyuewe op apuadop 
vbuergjip mso owon 'auawronawna euonbod 9 xy/f ouzes 


È 9 (2), f Epeamop e onua eSuorapp e ops 'Q s xy a DU =f aS 


OYĴVHLSNONAG 


ve ADSS Be ip d 


308 epep, tat ` 
Wat (a =í 30d — ejsoduroo Ka E ogus 


“utajsixo EE D? SepeAuop Se seque o Ga =n f: =Á og 


(ee) ejepea ep ebay 


ampuady 


EEN 


vopjppuy DIJOMIDO LD) 1002 OP) 069 


expe T o aptas Y w 


anb sje) Dr o Lr stuaz sosatwupu mojsixo ‘asoipdiy Jog 


OVÓVHLSNONZA 


"aod sotuetanh anb o y anb 
(ta Cr n- ^r] 
*(g) 10d *ogjua o sexropepzoA ous (c) ua 


sopeprenSisop. se seque % > [| q |] anb arduas Zo a Io sozampu 
30d opuejoueq Part % mo opo td 


=> 


1 - 
Um Qus z| t a 


Y 
19004 z] (e 


gpa p> 


“9 > Jall a "o > ul onb arduas “anb sm o<'go 
KEN? wojsixa omua ‘ZA = > o5 '8 o f op opepiiqrida ejoq 


pe KC 


hy Dat il. 


Y 
Wes fo enr) ie MES 


. sourojqo 
o]mSupi op apepjenfisop v opuesn 9 soma so opuodsipay 


1 
Ty Cas X A le fa? t ay 


; euog EU (1) 12401289 sowopod 
(Drs) eege, o opuroydy az [Cre 7) = et: 9» Lal 
enb;diduns “enb* W 0 <q um ajstxo y <> opo) vred ‘anb 
i mussen? “y opo; emd x 73] tuo aen La anb pe) 


Se fait bam ZA q 


(yz) emos, 


Ze ampipdy 


*9 ojs; tg Y eperoosse 2 + f'Wied viyiqie vemopg 
ap gwos vun ^ 10d sotuayouop a [q ‘nj op ophried vum g efos 


"ems | a eset f 


anb stes "ro !y sreox sozampu urojsixo *osoypdig Jod | 


ovôvELSNONad 


PO Seno” hy (C yo t" wp 


. 0o] (Oe opmnpuoo somos 
“jojzod prop "sop geen so soque opuvordning 


EN? r wt 


tg > f] [] anb oxdiios ‘onb je g <q wn ejsixo ‘oag gau 
ooo “ogua “jo Jya = p opuozeg [lx 7] uro Tat opoy wud 
9 foi = 0p po 


"as 


[t 


pr Cano t 


anb oxduros “onb Je; Q < g win ojsixo “p< a maan ‘onb 1ensout 
sowang "q ep [x  "x]oprrauiqus quy o 9 "et 3 opo wed 
tanb qu "xy (a)j2* "x vun v wat fo ogòung e ed’ Y umemargt 
ap sos epeo ogjuo '[q *v] op opójued eum q d ag y orumu 


unge eed p «ap DU J *jongiSojur 9 9 f owog Oe “oyuezod 


*souequodus (17's) etuo102], op 2110999 Opryjnsa o 952 98 


OvÓvHISNOWSd ` 


{q $0] o papon 9 fi 
KK 


(gz's) euosos], 


(cag) euatoal, 


zopwgdy soë DINIBUODD WOI OJP) T69 


t A 

77 ECHTEN | 
'ouonbod aprotmojuojogns 107 jja || onb ordures (crc) 

ogad E Woo Opio29 ap 'ogitro "(zj]) - 3 opuozeg o = EL 

as-onos fx d" Il mo a opoyesed y = Du! owo “q Y epejoosse 

vos uueuor op emos eum "xy ("x e yr les o [g 9) 

op a 3onbpenb ogSniud eran souroropisuo;) ps far souipuodns 


“a jep J fog emuput ogdensuouap vium Spare 


oyðvursnonaa 


'onbensuouop e vjsjduroo 0151 “hy wuenropy op ewros poy wed 


2 « (a+ e> Del 
'g>lal anb odios “onb (9 a (9) ap ogma os-ongas 


p€re!n - Cors "np re yaris 
¡rn Carne (ro lr ae 


opusassosg “q >] a [| onb apsop 


*gprs (pyoX m)s 
oai 
"se Hiel ed agr Ds Lars ^ url 9 
189A Q 2p eijooso Y 9 opum op opeppenzisop e opman 


"se |y - C eM ge Daul 


` enb (p) a (E) op esonfas 
t.Y.t. 
> a 3 
-tap u- als Di 


Geo euaoal 


$69  2opugdv 


10 ^u) tr EAD WOW 1 


souajgo "ei 10d a om3ugm op apepjenfisop sed 


Ap 
zept X E-O eE 
" qi 
` Tay 
(rr QM ZA 
i-P 


mear op senros se somazapisuoo o “(q 7 et Pe o) 
10d vpeujuitojop [q zl ap ozsmied v "4 108 «oT ic rv) 
30d epemustotap [20] op os5nred e 'y 10d sourjouaq 

HL iT A 
eg Dat afp af a Jg CR 49 
" kd? ` 
Mee Pa rs ^ 1 
Joaozosa sowapod xy (a) dës y eg o Dann 
onb [^x d'Lut varo] ip oos Trap Geo ootun um yy opus 


Ex Mt y 


qe" 


ogs Jauougop anb sorumu 
so og "'o» La] onb p [qtu] ap 'ogdpued eun g elos 


"(Wi)/5 > 9 sowequos 
maguet tejagid epueBpto ep we ‘onb opou ep opgoe 
opis viusj:o onb.eroSe somenmepy [q w] max opo) ved 


qu 5A | enb qn pt oam um. oso ‘ogus *o.so[pA1ojut so 


sogqure-mo-vpepunro [q o] o fo rëm qoagiBoyur a f ouroo *ossip. 
uiv o > [lar || anb oxduros sextopepio ogs (c) wə sapepjenfisop 
se seque ogo o o To sorowpu sop 3ousur o q Jod opuvjotter 


D t 1 
well 9 esp "| O 
oguo g> Tal o o» lala anb se “golo 


soapsod SOXOUIRU mojsxo (E) 10d *ogjto ‘p/a = A Opuazeg 


>>| Cre'n- y] onu 7o» af 
os onb [à Q«Q um ojsixo Den opoj eed anb Jensom 


soumAS(T 'oMioumeanoodsor “7 atg "y € sepwpoosse sep 
os 

UUBUIONY op seruos “yo dy 3 100 sotomjouaq “quod [qb] 

ap a “god [g *2] op "¿100 [2 w] op oz5nied vum sourejousq 


pom 


ATAN 


CARETAS 


Salon DROID wo» OPPI FGD 


EAN 


E MES 


(621) Segel 


m *S/039]8] Sonn 
Ss-opiipzmm gue expoutta op epeaoid sas apod ,. f op 
opujuróp op (4)J 9 (7) sotuanxo sojuod sou opepinunuoo y 


peantig 


, 
pg de fe 


(ESTE a «os 


c Qe m s Us 


«jeacad sowepanb anb o 9 anb (2 4 fen — x) we piso 
(A4 ops (q 4040 — %) ua piso do ‘anb as-onfag “go to 
sooumu sop Jouom o Q 10d souajonag fax Bea °x) wa 
xej53 uraaop (q + Ag — 54) wa sozomgu e wopuodsanoo onb 
1-4 9P Sjeuopuny soten so tigt Ug - 4) a (a+ taa) 
SOJLAJOJUL SOU soJoumu so ayua um-v-wn vrougpuodsoJio0 vum 
augo f odi6 UC (o Dad m" a (a D - 4a 1g wefas *j, 
 atióguos [q'u] mo msbaen 2 + x02 — De onb appe 
EE Ets = °x) ur giso (Of (g + C9 = 4) rua pasa 4 
: E emita eu opeñogso odp op (q +" q 
opArjup: um mme mseg nen vwd (a+ KM - Ba 
opge opeAtonur uim souojopisuoo (T) ARA esc 'sreuopoung 
saopa wnquosondai omno o mud oxp wn op seas SV 


15 ape 


g end 


o w 0 


éen ou sopuod 20d 4,4 op KO MA ojumop O 9 rm OU 


sojuod aod opejuosaidas 9 f op [q "gl orupisop O'r- Tea ens 
op a f op voriguroog og5ejuoso1do1 vun aqixe $ enig Y 


. e. 
re (0, £2 (MS m EE 
anb nso sowang Md= “e tojuamauajesindo 
“no (hof « K onb qm (q) opam ou oroumu O *y 10d 
sowajouap '((g)f (9)/) onoqr organi tua uto piso SA as “seno 
ed ug (0, .. $ = Y os aguonos 9 os (94 = Conb sowaxquioy 
Hot (0)f] wo enunugo 9 y. $ onb epraSos wo SOtIBADIg 


ed Di 
*oyrourojuonbosuor) 'ogbipeijuoo eum a anb o "ats opt 
a Wa, Dis (Ca), f. emb “as-onãos 'ojusosaro p f oto 

(a) Ze Est), .. $ somenmodas eg app vanput gaod 
emm sowawq [q o] ma Gei, Ze Co, 4 omo "7 0/1 
tuo adt > Lat os onb 18395011 sotuoAop 'oyuoosayo 9 q . / anb 1maoid 
meg Asaa qS 'ogjuo “o um-e-un 9 $ ogjuo *ajtimasado 9 fas 


OYVIVHLSNONHA 


Da ojusasolo o erujivoo 9 on . 
“min ay f opus ‘fg 2) uro ajeno os 


"oz ] foguo a eso 07 T ogóisodas € o 
-uuoq oppen vum ‘0> Z/1— Gn-17 y anb as-ondos 


(9:4) eu101081 


sopupdy — sonjpuy Sea MOS OMPI — 969 


73 Iert 0660 Ri Tio GETO Ko 8 
E: Eau £660 | Sg emp | vero | zero L o mmm v uro; (c) op exostp g sounamo quis v 
+8 Ba s660 IER soto soro soro 9 d 
EI Age 9660 DEP EL 1800 1800 1800 s yy aaososap (a "0 onb wo “ajuaueagpedsa: “osodo oppe ou no 
É opmuss omsot ou 23 SAnIasap H) as SOUIBAJOSqO 9 q € D Op 
é à 4 2 A epea 7 SOUIOZES — [PUES Op nO + [BUTS Op Eujoaso è ewag (la n) 
98 Hl? Seen TUE VT Dn | 0.00 000 y (amo ep ogdejaogr omo H Souen *opsprogdturs 4 
48 BEST 6660 | tso'6r | rem | eg p E 
88 ser | 6660 | sose | seno | em | seo'o t ape "obs y ` 
PO tp Dës dp H E e 
68 ESST 0007 SIE L10'0 L10'0 Lio H e e $ e ` $ 
96 uet 0007 0000 0000 | ooo | 0 *urssy “an-ouejd ou 3r eano 
A j : à ep dënnt oe wougpamo eBoy; vum owo wouHpmo estou 
emp e serpisuoo sowopod Yp DA =4p a JP (Db = np owo 


SseouieuiouobH] sogâuna w ende; 


SV S8. Hi > > 
Se , ek gata $ 
opefosop 


Ed Opejinsoz o somago '(c) a (T) wos vjnuugg viso opremquuo) cojuanvagragbosuoo 
[owes (ame M A l (QA Lo (pm E A A 

S "bie (096) ff ^ eo io d AGO pa pe Y 

DEN ` sowa; 'ouerqoseg op (pg T) oia v ` d " A somaep (7) ura £ e epeo ep exar e opuvordy 


wmo usan! (4 204 = Ye /D6 Mb sp Ojo mudo 109 OPuBA9T ` H 


(000304 09910 = OH 


B 
4p np ëmm pv. víos “ogdejou v jeogiiduis GIRA "£o x 
TP E me Ye 2) sell: 


> 
ved sunog sooóimpsqns op our sod (I) wa tt “dog 


A J apap [e E ke E ap x) ap E de y ap J n R zoujan peop Y 3epnopeo 'ojuepiod “sotuopog q 5250 med 
SE Jo Y 78g à 3 f 
ud MODO ol eo xe De (DB = (03 — € 
. j s 
£3 np ap neag 4pno agang (né 009) = fa mt to 
VP app ( rr = D- Re? el, 
: Ko Ke 3658 : 
Lt KC e ode AM ogs £r oued OU J vamo e gwd seopggur 
tes i -exed sopbenbo se 'opSpuuojsuer e SIGOS sosojpdi sessou Jod 
ap np q pen 
Pb amb wee = If - 
A HE A qsiso ha ln 
y 
wm H $ ogõezpoweed eum equipe an ouejd ou y gamo E anb equodng 
3 Y H 
509130 “1910 op vuelca] o opuzongdy dré 00 f- wd] > JI [f = dpxp( def] [T Im 
Aë ne ! 
; 3o D=N 3 Ka DW uoo soudo “Y = O WOS Let gt warg ap ewalaa 
: E i o opuzongdy “y e xefos onb qu L 2003 opuayjoosa sorento) 
1 x ` 
E aem Ho OVÁVHASNOINZO 


669 anpuady a ^ onpumly — vongouy VIMO) WOD OAPI Sen 


78000 


Ix 


EEE 310 nais ina 


08% SULTO og DÉI 
16000 s6'601 Dr ztoc'o Yee 071 
10100 var'66 09'p SCH MG ort 
(um L10'06 DE SL9E'0 ESILE 001 
mm 1818 ort L98£'0 LS85'T Sen 
9E10'0 [LUNA Kai 99070 ESPE 060 
Gen 98999 [a Levo Der Eu 
99100 cm wv Sc sa 080 
Cam Speis 00% veLvo äi? seo 
voo zorr 06€ 996v'0 SEI oro 
vam. | TOv ose geren zeien Et 
Woll DU 388+5'0 rest 090 
geet Ki 69LS'0 ECELT sso 
GIE Ka $9090 (ëtt 05'0 
veen'o 19667. ore 9LE9'0 £8951 En 
69E0'0 ETELE Ka du gienit Kal 
sono [3374 o'e Lp0L'0 160871 seo 
Dem sorte orc SObL'D G6hE'T Ka 
Pen Eu o'e S8LL'O opaca SCH 
oossoo ÞLYSI oz 18180 VITEL Rad 
Dik Spy'ot osz 1098'0 |. STOT': sro 
£900 088'pT Ki? sen | remm oro 
CO PIPET 097 Deen Oent so'o 
T280'0 ZST osz 00001 00001 00'0 
EN LE. 


spe | souupuy Im i "mm gj. so) 
LOLO | 0001 mr Loro | een Sy 
“costos. | eu | oco' soso | seso | sxo | "ww 
0280 IELO | ZLOT eren | v890 | Osco 57 
ses'o tp | IT 006'0 6990 EELO t 
(se Van 


ve - [soueipig| Snero 


6r sen | sero | ac een | 9690 | ao E 
os eso | 990 | sert ego | eso | seu Ki 
Ig neen | Lo | sect oso | evo | 1890 6c 
[3 soso | 83840 | osc mun | oio | £990 8£ 
e Leen 660 | Gr oun | "men | 990 LE 
Dys zen | 6080 | aer Gun | seso | Sau 9€ 
ss men | een | set | coro | ven | 1190 se 
95 Leo | 6280 | est siso | esso | £650 ve 
15 seso | ceso | mer emo | so | 9LSO EE 
8S ziot | seso | 009 seo | osso | essa [^3 
65 erg Lsg'o | +991 mmm | siso | 150 1€ 
09 mm | 9980 | ib uso | coso | beso o€ 
19 vom | gn | vost een | coro | 9050 Ei 
vw 2801 esso | 1881 zeen | evo | ovo sz 
£9 0011 1680 | £961 men | enn | 0 [r4 
v9 Lt ceso | osoz sero | sero | sro oz 
£9 pert | 9060 | nt, soro | ezo j sero sz 
99 aw nen | ot Stin LOPO Da tz 
19 Gori Gen | 9sez SH 1680 10v0 tz 
89 em | 60 | SLT sovo | sigo | Seu [74 
69 sort | reco | at veto | geen | L9€0 Ei 
oL seet | ovo | (ee y0€0 Treo SCH oz 
u [x41 9r&0 - | v067. | PEO 9700 [23] 6t 
au | uu Te6'0 | SLOE seo Eat FEH 8t 
£L WI | 9560 | UTE soso | cero | (en Lt 
D Set | 1960 | (e esto | sito | eco 9t 
SL eren | 9960 | tee soto | esto | zado st 
9L ex | aen | rmv seo woo a yt 
[n viet nien | IC yezo seco Luto £t 
SL 1981 aen | say ira soro Dro au 
6L LE'I een | sis Kä 161'0 zero u 
os '95ct seso | US'S oro | vun | sito oz 
18 Da $860 | PIECH SEO gen ¿sio 6 
TT 802. I » sonbjpew | "Snuxp) 


10£ 


aod 


neck Gun vMpowoop) 1109 OPIPI — 001 


os DÉI Mé Ñ or uso pi eap n SJ a Lan CO partem af x 
"n n . 


6t . 
. _ Qénaso - e npiiononJ. n". mpaf-amespal 1 
DÉI n DAM ` d 
D oz 
Diere s 


Seat SEUIIO Y 


| em 
[ut eun pa SIVHO34NI 3d VASYL Al 
i P . 


VOZ T- = OY — 9648 = CD tip laun xod tp»: 05 OF eum y 


n" 
i JU GUN 


ng x ; ` x s z x WT 
24] 04 EEN n* an Sei) [4 sez l osez | oret | toet | Tec | ét c | ees | aeg | eree | coc t| Of | 
E ` te TE D 7 T d TEL AA D 
PITT e z coca | uta | area | TOTZ | Tct | Wet | OCT | 6 8 ett 


6 
ogrz | sure | core | zerg | ovre | serz (am | porz j zeot j eoz} 8 
n E . voz | voz. | teO'z lege | sro'z | 100'z | 9861 | bL6T | O96T (oer) L 
E E f ba seet | 1165. coe | estr Lag | OSBE | WET | SEST | 8081 | LOLT | 9 

: ie desir Lover Gear | SOLT | seo oer Leet [Get | 6001) S 
2*|- 


E 


t 


"n 
AF DATE 


n 
o n+ PN EIA . 
SZ J ee | eor aen Leer | post Logo Leen Leer | TIT | ORET] v 
El 8 TOE'T | see | soc | 1807 Leen | sez | port Leon (rett | 6600 |. € 
aline DARA Ai +) 5208 OK TL 
Del ppal A che e] eat | oco't | Esso | 9960 | 916'0 | susto | reg | 88L0 | oun | een 
too | seco | reso | ocv'o | soro | occ'o | zozo | zero | sedo | code j Y 


z t. 
oggetto Jte Y conto | LLLG ege | 686 | me | PROG | 9648 | TOC eg E 


E Dt QUA WIBAjOAUS AND sputo; 60": > gg ` £e i D j vo d ee | c8 2 «vo | o% u 
É 2d EM Aa M . da . 
P5 9 - ut . o 
Wi os gerent n= dl | ot EEGEN o Y semen sounpeDo] O enqui, 
1 y t o d = T PO 
d ; - 10600 pun [74 
pal jos dë . e . 
¿de 27 E | aret s gamp-sapnso) 6 coro | mee vez 
d soro 0S20'6 Ko 
i D — QUIAE 
i A o dono te ET er 94m Bn npn asf $ seo 29918 orz 
CE £0000°0 Ger [n esero TOSE'L ` 0 
m D 
PLE Be ya É Di Qenussnpu sof D 
1 1000'0 DN me getrn 65899 061 
m : A vasos CH fes O+nsoempauas] 9 $0000 . Mod Wë ES9T M 96005 037 
` 5 "p 6000'0 "oe mt ear eis ort 
ii nos ap pjs sendo erem oo 61000 osse» 091 
oul nome pron sr Opp 19000 Ierd me men (gue men 
= D +, 920P 0 B t . 
2 +18 am sos |n eipuss[. vt Eed »00'0 seet 06v men | essop mt 
E 2spruos|upe spiri. et NL E D Po x A A x 


KO E sogupdy DOM DR DIMIDIL MO) OI) COL 


AAA NASA 


[v gp eni. Nk DU mL 


ng vM AN. (1 uz ¡1 ado gta 


Tp (a rn TP 
aqu D nm. (peu _ mpm. 
DM Aimo DI WI np A f D 


E Val mp 19 +0) Di 09 


Jue 


n 
t 
"p Me et: Pak] 
ng y yt 8 D 
np Jeng CET S 85 


ETH St 


gen os na E y EN Ae 
KC HE SK p 
dl man 
D+ nq vun pacta Le Kg 95 
Jg 9j 
PEREL SCAN ms wa s 
D+ dra + Dez - E agesyn[ vs 
Ou [ng+»]u0 YT An d quim 
1 We E] Term "pm Es 
E (09 + ojo _ dg rn 
2* i|" T "up f s 
a na quin 
ovimes putos o Coma H 15 
NEU ug mo (09400 
2 [EY] "gti "p os 
njep| 0 (09+0)1 
D E f 8 
2T ng erui ¿0% + (ug + det - (19 47) am my 
z dag ap so 
EIER Aaf dd 
-naD epr] D 


ng + p woajoana anb scuto 


m" DEEN 
24],9- asian eb enr op 


üpon 


m in ow 
np j 


i sy 
no KE) 
d Ak 

2* ESO "p = P 


DEET 


ovd peo a Lap Ce Í e 


o ola x comp E i 
n D 
D + y SOEP- D -,n =p ef Th 
$ SIM PHN 


atip- penta pg q-pol-w Tg nf or 


243],2- penta p PIA Emp Dm ml 6t 


P = ¿HN VIDALOAUA anb suunog 


STU Qu 
o ELE. te ll SCH serm 8t 


p 8 "EN 
D+ mem KN PA Qui - ZO go uk - 2f i£ 


DÉI PAGA 


PESEE AEST EI 
y se 


»p 


ED ET 


P ER n- 0 
D+ uao H N 
E] E 


tz 
Gro ve f 


24% uasa — n T ER f ee 
' z 


n 


e "=, n- da PAR xí t£ 


Fo 


24$ mmm + =- PAL, EE m= PA nf 1€ 
l z 25340 ERT lam n v 
Pri: $i Php T M 


T= DA maan anb scita0g 


Some DP Guten Woo ONAPI FOL 


It zu 
A en Em 
ray! 


d 
2 (19 tas q +11q soo DE 


o +(nq soo Q — nq uas v) 


y ` 
-npnu[ ^j . Jet 


2en-nwpispaw eot. 


ER 


= np ng soo 66 
oum | « 


4 

e =p q uas wf ge: 
D] D 

pap q all gom? P P a? al Ba 


Zäit menm] 96 


suojunpando; o epuanodxa suis, ` 


ER 
pau 15 e memet EP age nf ep 
pen 
DE? +4 
Lan [Ea uar L = Aal $6 
n 
eu Ek tmm aj £6 


2* 


IN i 


FE 


npn, goo" an] T icu 


wt WÉI 
APH ODM, NIE yu qr 


t: t 
E TF 


E) =np n Somn f Ze 


Pouso 


You 
game) 16 


+ Pla 
4n tara TUU D wasome f 06 


ATA D Y- 


PLI LAS "PET 68 
D+ -1p =n soore n= np some f 83 


WT MA PAM UASD me np n uasa | 18 


SEA SERGE Send 


ut DÉI mau 


+ 1 - u 02 H y Uns 


[EI 


[NP C pÕoS 


—usnpmsoon E 98 
D 


mus, Al t- n uos Ae MP 550) Al eg 


[4 


sonpiody. 


üpnso, n f NAH SOA = np n oos al +8 


24nusn4n 800 s np n soa n f 28 


. Densoon m uos e np nussa f 


24 (qim q- M 
[CEST MECRDES 


tre, GM 
+ SIS m bech = np iq 862 ns SO) f 08 


Dr ` We 
Dages" naayos "Pues uos f 6L 


= np Hg 509 mp uos H 18 


TI 
WER, SUE Ie "e EENEG E 


-ph veel [31 
-H 
LLPS II SI py Lp deel LL 


T-u 
np PETI E o D yof 9L 


I-C4 
LL fo nado T =npn 2 EL 


D D 
npn, soo H T men CR al SL 


mm Wl ar soon, gos jm np n uos f £L 
EDU - n5 | menoon ao -enp D el 
9+ jah enses wie nS noo npn ções f ETA 

2 nues] up aoo pe npn ee DI 
D*|nsoopur en mp Rf EI 

D+n uas (soo +7) Ee npn E f $9 

EG Jeer np m Quos j 19 
J+A- HEN al 99 

2 n-nfieapn M f EI 

24npuos GE ml +9 
oanquosi-ni=npn os | Ei 


SEIO NOTA sumo 


rus. e AD 


aopugdy — ponony VLO2mezf MOI oa QOL 


602 
1-="%90 par 058 and ORN ES y sopguayew ogónpur v asn (a) 
90 "s 15 ^c eed a819Au00 eoo1ed vrougnbes V (1) Sp 
sovo (a) Open 0cLOL'O 'LEOTCO (9) 6 - O t 000'00 $8 ta 000'S *y tto 000'01 (W £P 
00 Tp 006 . 
io Ly Fo Sp 
15 Le aste f o € 
L UN S E 1 
50% ob dé ate 
EK? 96 qu 
puopipe oërëusaAu OJIBSSIDIN SE — (1 EE asc 0:0 £ am 
565v 66 7 E 
ai Oe "lz os veer € EA Set 094 


; ig>x>16 HN'0'C'O' SE 110001 51001 LOL E er 
: j LE Ca 
x Le: inr Le 
aar Pi D a st acr gre cU 
SBIA ELA «BA 
66 its. e prä, "SS e 
Ron sine mt VI t i 
00 (Genu-(Q) pu'e- guie) s oif Ba 
S wm i 
Z, A LSE "m 
199 y ECK S-'s-'s-'$7s- S 
: EM A 
00 ic & 6 f 
es SS E, £.LH SESS 
ge $ + lk up di! 
ELL SOEN UEESOIDIOUSXI 
; t. 
orien i790 s 
DODLLEZOTE "x TooL LEO E. Hu oinudvo 


Kiss eo PX GZPILSSLT'E reg da (0) ep 


*oyuamepeugxosdo 
ed anuos asad vouggbas Y (6 


*seduo] sopSexisuotuop. 


«. sët onb sorojo1axo op Spende SE Sepep 035 OEN 


EVANI OHZINDN 


5 mo aba 
Ji BOTA "p 


Ji — MDL, 


oss 


» z Uus 
oss erm RS) f 


v n= mg 
LT E nH A 
DH og 009 qu ac Gu f 


n- n 
2 (E ES 09018 =: E f 


n 
P Lt 
d ses) 
sl gis) DEET N == MP 


" 
HT HUN f 


LM E BR amp 
sl RA some mo x E ER d n= ROZAN f 


Anen m Np H oo R YISI I 
Qnae = np EI n qoas f 
Dp npo — == np n psa f 

24 H e D H Apel 

ET ia pue! 

9 en quos dios = npn el 
2| nues [opes npn wel 
D+ USOS up np n qa f 
Danus BEN yof 


J+nysoosnpn quos 


svonoqiadp seunoj ` 


E so! JOYA sie 
Sod SViSOdSaH 


su 


Du 


yit 


sl A E J- NUZA y gi d EE f ent 
gc RITA, wagon anb semog, 


au 


DI 


eu 


601 


801 


Lot 


901 


sor 


sor 


Ba 


mua S 
| tor 


expugdy URDU miowwoap WO Opp.) GOL 


H 
7 


Zu: Za 


paa 


ozu 


i 
"c 
E 
E 


LSS tecesvo ‘EBO KO 


Due 
pr 
esta Sa 
E 


teu . 
peri Gus 6 
ds pa 
"H ` Gei 
H A 
£ (ET & na EEN D 


nev 


B is) 
age ETÀ d ES 


e 


EE Zb w 


is 
E G let? Eme 


ses aca 


T Et ES pen Zo (ERO T 


Z' L1 SOIDJOHEDGI 


"opbiperuo nung osp op 9 (4 -) "p Z 
anb goud anb o *ajio85Au00 ayuauinjosqe 9 
lo Z 1216239] Z omg oe iof uox 


uia ajsoS19AU02 ojuouimnjosqe Ap € wgsodng gp 


"(Le TD os er (etDasn 19 


x 
- 
"Y 
Bez. TESTEN 
LA y DN 


H 
(se TDI LE e SE TE 


z xis tt 
Fa (eo too) 67 Es t du 


MCA E g=xas 08 2319440) EL 


(paw LA Ale (0593 LT 
(ZU SE, — O=xos amamos ës ET 
om bie GT 1 
Eros ET) € Garda 
9'LL SO. 

“BAP 


o Kex DN 


vwd 0159) O men op op rau EX 


Kmmpor "Seprona Sapos 


cono €. onim) opua Ws "q »'rogotN gp 


SW Wl 6E 9070 LE 106'0 SE 

soro cr ove dé am as 

DO €t au ovér Ou as 

over wm 46 DL DSE 
(LTD 200 Broad (a) 

ogu DÉI e seu *eyojsnes 9 (D og5ipuos v (t) € 
(oe 1) 20d Bravo) (q) 

sexegoges ogs Di o (1) sagdpuoa sy (6) 1 


SLi SOIDIOUSXI 


as ar ase 
D t€ Gt oe am 
os DE OK O26 


E EE azer OO dios 


onsnpuooni tT 295 ET E 


SLL SOIDIOUSXS 


TIL tdi ogauipit ap sujogouaxa sop SUISOÓSAY 


mem ërem 


ETATE 
Sëuup onos Y 19 


sop'o 65 


D 
Bop & Grm 
n FE 
mere HEITEN “o7 oe £s 
855 


pene 
Cer vin 1A) p n Jj % Rr E 


q]ésey ` Lei 


ona 0 opuo * "p g + a "x ee 


Er vui 
sap "p q 's0t19) SO SOPOL osenb wmd *q > "p 
A 
a s8:0Au0 "q Z owon >» ro Y > B opus 
Ty 


Dd 


“y «3 as onb jer jy tan opio D = zx ug oun) 15 
d 


KEN 
e Sw ip DS 
Df OW D6 DL 
as ar ot as 
: E 
E KEE 


H 
org att =n 


e 
2'r 96 d'zx "qu 


SE 
atear ok: oe, 


“stanssod SUIODSO SEINO sm 
gy omrjonua Soda KÉIERE 


ar an md Te 
dx + 1D 
Lesen: qt (dO 
apoios feo 


za e E 


qarso> SUC (Mit e 


Gimp (94 Te 


gars0> SSO 4 


xu 


2 E =p (94 fa 
m 
pex AE e (fO s 


a to = xp Téi o 


A -(0,/0 € 


(L + 

e [4 

1200 p> ELLO 
> STEE 6 Te 


£* XC 
pesos ES cquo 1 
"aysixo opuenb ‘end 
«gado erdoyit ep Jet O opep q (a) amaosa 9 
Jenou p (1), / om "og5viSojut ap OJRAJOJUL ou 
enugguos o vnisod 9 f oySung epeo (2) zz pr reueg 


ELL SOS 
Ee 


e Reen. dot) 
14 teu 
tugga +! * 0) 19 
0007 («) 65 
ptg" o (MD Ls wot ss 


SONO V OLSEM OMNPJ DTL 


EEN AD 


“(9 "q 7 (3) f soma 
Agrinsoaro (2) qy /510d*0 = (3) “gora, 
ap 01591 0 opjua ‘a ne18 op opuguiod tun 9/05 Lp 


p-0LX5'0 


> ,-00 x veg 5 [097 siod ‘sewep om? gy - 


¿0 
EI 0Ixsg1= Kaf sod 'sreunsop Set, gp 


xS0>7.01X Ek Wat alsiod stemnop E + 
tu 38 > E 'pSto998'0 6€ 
^V-0Lx z» fl cero Le 
,-01x 9 (Pel ievsvsv'o- se 
naO x lem ee 
"pap geg TE 
e ls DU e 


dei 09 
C zi 


Arr Y UOSON LT 


ad 7 Dy es 


T se 


EX 2 + ef 
+ 


+ s$ are [r4 


,.16 18 , i9. Iv 
euis Bs Ee E pers 


sg dv 


Ht, yr 
e i 
"pay onto piso z 'Q E SXT 


oct 
AS + az 


a o ag aC ə ' 
Edita perro 


-eba gbrein él 


o az tpa) 


ELE 


ez + DE 
MER 


t35 x3 er 


aroaz Kik DEE 


EE 


IRA UNSER tat SESS 


e 


KACHEN 
P dé dz an 
seen EE 


+ . 
ELE dd [i-es 9$ 


Jeden 


KELTEN Ee az Be BE 


da eege 6 


z ; 
PILLS E 
x d 


(E- ejes? [E- DEE L 
D Pg H 


Mu 


1 Pee trea 


apt x= (9% 


De DO 


a 
or'o *08c£0 (9) w 
ef ais ei e D 


EI Amhu Gutt ap sotaposoxa sop suisodsay 


dr 2m pe nfs £- [4 


z sr, )g«2 
JE DEET 


(E- 3m (E- Je +TE 


TT 


diem ic DEE: us 


,-01 x 92 00500 (9) 


e Jeton av 
Ki Je ) "CT: kel & 
D 
9 o Jaen, AS 
oe e em 1 + ER a 
. eng » 
SLL SOSS " H NT 
o dm SS "rg 
mu pi Lou ono tco PEE Ki 
(uz) 
E "m l DET on 
mat Sat | 
DEA) DÉI 
H + ti 
WW NC) Dad 6 
yx > 
peut 
wei em «t3 € eL SAL) S 
"a ri o ` LÀ 
Qy vut Zil E e 1 
. » BLL SON? 
KE 
Aen E 
E ké S vago q ce — LL96'0 1€ 
D ES 
“estonid sien . . 
9 oxbounxorde mwyd y 7 (9 16600 67 ££££'0 LT 
ozu 
H 
9Lv069'0— “PTS6OE'D (0) EF m "E Ze teug dl Z € 
sapo — v98vO Gt oft $6960 LE > 
que 
en 1000" n 
1'0:,999'0 SE a-01 X LESOD EE m "2 Ze 3 E D 


0 NEIE 198660 TE SCYO's'0 Gc 


mua VAPUN 1109 OMAPI TIL 


KO 


[4 
Ya (a a dt) e 


= 6) e (a) 


£ 
Sor FUE 


1u 90RI9A OP E sí 


dy ME EL 
"(£7 Se» 4 et 


«xis 
AL 


EE 


let oem To UT 6 


E 


E E md 


(2. a EAR IER s 


y 
Seu 
rr Dat at 
d x 
8 
Lx wt 
t £ 


dein KOR? Xe- or (004 1 


U2ESOIDIOUSXSI 


CL OLIVO 


PIELO S9 
. pox 


-uo A “ed (E + ¿TELA iege er £9 


SIL Alt osou ap soyyaoxy sop suisodsoy 


iR 


Zarawmos:[3-x) 
+ 
EE D AEE 
[CEP 908747 E te Jo Ce? 
AC ai 
[E 6810 LS 
E Dir wë 
d cup SET 
m 
EEN Sc 
qu y 
dE + 93.403 & ELA 
" 
PLE LH 
Vi ego Kr +115 
H Ké 
KK JU aid Miel € ep 
mei A 
LAE St di & i 
Za G- Se (ce) 1 
8si'0 6E ali os RE: 
DO FE 2s Dl os 
Do EL avi qe au 
ov st añ an ov 6 
2L sos de 00 1 


OVsIAdH ad Sou HEL 


PI 


“operou ojnSuy op 


emm mac +Te dt Desa (o) er 


H 


967'0 6T 


[rio 1c 


8610 LT gen er 


"Dt E 


v Jorogur o ogôetusoude eu ona O 50257 SNA 


ves qug 


10 


pr 


Tj & *X() cr 


mit AE 


DER) 


EA ët. 


Zei 


TE LA ZA DAR 
œ 


PA O LA A 


Liege 


gan 


m 


EI 


is 


CANNE TN 
ao dt Er! 


[2 


qu 


E ar D 


mr gau 


8 t 
EMI 


teu 


veg o£ LN! 


OFL SODH 


mmm oj4auroor) MOD ODO FIZ 


“(001 seet: 
(om au) OBS OJABU OD SEPeuSpioo) SE E 
ojdiuaxg op O 0110) DPUUSPI009 Gates WA tuor) TE 


(amis 
XL SAZF 524 El 


(PERS CAN 
dess-2-A et 


(gr^ voa er DA € (0 E O EA 1 


^ €YFSOIDIOHEXH 


xp | ( aero ELA - ") 
= Log 609) se ^| Ni zo 


LIL awing owni op sojojoasxe sop sujsodsay 


(8190 'ops'L =) (1) 
dn ts 605 Th +98 LE om SE 


£245 +9 igg- 49-35 EE (al x 


z^ hm e 


KEN inert [4 


ipu e quA y (0) 


g, b o, D 
Ter UE teta 6 
"o As 
se, 6 6t, 19 
pem [wt ët 
vd o d d 
EJ 
ma te, 
4 . 


(ura leet ET 


«t ar 


(ULA ES C SAF Da 
(UYF EA TE e A 6 


(ear Otero € (o'sA da O T 


ecl SOIDIOHSDOI 


| 


(c'a- 'oszc =) e 
wc + me 


d ` ` OmBugzop 
oyaarp Jogadas ojuva 0 D +v 'a) vfag copisoBng EE 


ap Lal +1 “Fo 
t D 


S 


(£- 40515 (8) 1€ 


DOJIJDIY Di4jatti027) WOI ONPI OIL 


H 


EI 
Y 


LEA 
WebM 
z 
5/9 9E p , SL 
Y H tox gt 
E d E 
Amt ert La 
i Sitt 
i 
«tv 


(O DIAF vr 
lo 'E**—A et 


("Dr DA EL 


— no 


a, «Y 


Label 
(ct*v»-A6 


(C's ear 
(t'es ga m 


+ 
i 
Y 


€ 


(2-9): L (OATH Nota s 


Lar De too) € (opa oto Y 


GIL +odi oui op sojowa sop suisadsoy 


Te A+ = (Q — shp^orc- Ò 6 


" Coco Lä (0 
OVSIASH za SOEN sel eg aogesi‘ 0 (8) t 
v "ogseognuopr op VUNOM On O Vp ~g A 
L ap Jopa O pp (e) mo vjsodsor Y sgp-p'soaoxr 
At "pm 
m vel GON 
- M Kä 7 i 
a aler gt: vol 
V 4 M 
ar Ai ] « 
e (ap 40 6) pdo (0 1 -irom Aet cet E A+ so “Fem 
E Loc) 
E 
. NDA 
E i 
i 
1 Ca (e) E 
"emt eu opave 
~ed ogjodso op oxyuqe opezijeoo] *ooreqiodug our 
x, A -adso Op JOLOIX9 0003 O ted Oé ene S010150 £p 
nv + ty 
ur i * ese (SALE weg uon 6E 
s at Sex due säi 
Ui ) E 
za 0 (p soydu ger (e) H T= AA * ce (O asdi “gg — (9) € ` 
Weg de D z ei EE dEr SC (0-"ZATF) EE 
vOHjgpouy OJAIMUODL) woo DIE) SIL 
eem ct mms mn ne e D Dee) ner "91 sa 


x x 
LÀ K + 
E. " s 
&Y «Y P 
Soyo a zvu 
VEO Y Lp “8909 woo vitoSpUr EUA) Sp A da 
Ki eu 
D 
x 1 
T MULA e] 
" [ EN, 
prar SEa NC: eH 
8 mt D "Ei 
. 1 4 
tb Tr D a7 
"gr 9 pg soyuotupidtuoo op - . 2 Ki 
soxja a (0 '0) osua» op asdijo mun 9 van y (0) 6c 
to 
Di 
10 sí 


x E 

o. S | 
pi 

oto | ` 

H 


D 


Ki Atend der 


A a 


«Y 


DEET 


TEL Aedhtt oan op SOA sop sbjsodsay 


1 
] 
i 
1 


E 
L= y 


DE 


UEL SOIDIOHSXSI 


EL OIANLJAVO 


“e= Lo e 
e MESES Hi 
£ ` £; 
p dÈ 
D . z xij. ids et 


a fl cz gs xl A g-« 
EE 


dd? E ES 


sopjjpuy BHJNUODN 11109 ONAPI DEL 


-ros =A 1E 


61 Di 


i . 
ii NN — denen 


ER HERR 


£-5(6£ S=X LE 


LUTTE Oro p--.4 CE 


(Jee TE p=467 959 £—24 [C 


egz din GN 2p sorojo4oxo sop soiodsay 


ALT= Da avt 
E "ee 
X-1 e 


(1'£ Lo 0) 325122^ crunguou sepozuog (8) ey 


„Sel SOIDIOHEDCH 


ie mm (+ acht LE 


SUE: zm SE vie ee 


E Réi 
eua Bu cm £ 
tee yy TE EB'BLS e (E~ eek Y) E 
" " 8 
[3r CET ¿ly Sí 


GES Dt ¿PZA EL ef x 


(ZAR PS ZAS proa 


"(os tgi e Get gAc) (ce ")muozuoH et 
0 
[2] 
M 
. GEN e 
(o *0) eapon (97 + “97) pmnozuog (8) 1T 


a 


(1D (OLI) 6 


wato to 
= EE ZA E 
d l A L 
» e 
c 9 ert: s rl 1050 od 
19521 PST tm) 
Der eotuos o Y =) gmvozpor (8) LT SEL SOIDIOHSX 


PONIDHV OASE WOI ORO.) TEL 


AM 


bi 
OD atoe 


1-x 
mato 


(ag) 


OVSIAIA aa SOIDIOHSX3 SEL 


- veis 
PI) 6 o (55 E Ter 


Led 


At Ke 
ES ee 


ETE s$- sí 


mise 


uos $00 + 
8 : Le e t 


Deg + Ap ST 
0 9E 39€ 5 AB EI 
0-9€£- A + ÁS+AS TY 


seen É 6 


t 
osda E 
H 1^ 


KN 


spoqugdm'e € osdyo E 1 

SEL SOIOIOU3X 

Oa nes e EZE 
^ H 

Tree art mm: zer SE 


çz Andi o40tpu ap soJajodoxo sop sujsodsay 


PT EL z TE To WI» (2 DIAZ 
, D E 
` (rs BING POOLE gc SE 


y PR 
cto oi e 


E" , z 
vim fem Weeg ESE 


g z 
CAME aha 
t H 
e (o - üt so» ls » fewa 


. eov 
er bt (09 pl nU st 


q bs t [ 
£ + sos) 2 er 
DEE WI eds To m 
oz 
E n [4 


t 
ws (1-7 Los ptt 


vei emeng | 


Vera tore) o (LLT er 
ett 7 LT) sepeunxoade sasejod sepeuap1o0 69 


“Jvjod oxte on GEI wa Data /9 


(orem) osn so 


(enu 


Qua 


mme e sourajqo “À soo qug — 
¿9% groen sop Te vu opiiminsqng 
gig so (gp = 0 a m q as o gf 
"ground vun op souod Eg “diga (o Aqueles 19 


au £ 
E - E. 1S 
i 6s HE? Les LG 5 


Le do 0 At Lp 


etc Sr 


DOOM LUS WOI ONAPI FEL 


em=big=d gy 
9 Et e (povos yp — c'ypp mn CIE GE 


GEO? CHL SE SE 


06) met ` Zen er 
EE 
PA 1 [72 te 

G KT ato) «c 


KEE 


DEP LE LU 
fise pelo IL 
Gu. f tg st 


d 
n 
ud 
E "De 
V " 
Ieren r 
n Gei 
i$ £ 
j ov) 6r 
; H Ê 
m a i Di EE q- etr 


SE fr-uitfepie tb rio ep EL +12 YE 
D tita) e 9) € 69'919 6 
geseet- RI E 


se 


6 1 


A'EESOIDIOUSCI 


vL ONLIAVO 


Poe = (ZA ~ Om Lp 

166r (gA + D a+ z^ cue sp 
OgZ"(z^* DU *ZAEb — C Iv t- 6E 
agade Eget) SE 
RS EE BLAS BSO ga. TE 
8=(quasg—8509 24 z7  Qoogiopslz 


del ndun oun ap sorajosoxo sop sujsodsay 


VS per Tree 


TE 6 


Lt h 
( O jonas fenmuou Temozpopt (4) 


d D 
i TRE 6) z 


i 
d 
x 
dde dd 
Di H 
behitt + 
de 
fi 
Kl 
6t Di 
. x 
a ët z, 4 
Di £e Kei D 


Out Y OJAIDULOSE) WOI OJO]R2) DEL - 


H q! : 

EI e-o » £-sz5- LT TEE 

Dam -=g +á- er vg=-=2-dg-39 17 
L-=40). 9-x(Q p=z(e) 61 


o- oero qo SEARA | arg u 


me ss SP) o sr 


se 
tuvjdoo19j) os OEN £T [CA 
sprg-=zissp=dvg-p-=* 6 
£ 090 0097 (E m 4) zx-outjd 


ousso'(0'0581-),-6-72:02 BY L 
. E) (Lo) 
h: na n 
A ulaesezmizoe pin 
(o 21) peemgrooná esa: S 
te 0=29=4'0=* E 
z £ 


"gn elos oynaw 
-paed vpro op opujwop o anb os-sodns sejsodsal sen 


: spt SOIDIOHSXI 


u 


ve 906 » 2/1 6I 


vu (oz p toL 0) £1 


P ek st 
“onu ogu roeas wn $2 IST SDE 
(62-91) (vc pT—"z1) €x 

"(e vt) OBFIOJOD o asf) :opisa Big FI 
9-30 bim 6 
ABI + (8-19- S 
(tos Y 
tri SOISIOHSXS 


9-230*8410 L 
(tre 


O e 


GEL todos oam ap sojojosoxo sop sosodsoy 


H 


>+ Em 5 = Kb = 
sitene ("$4 Y zt 


“seysodo 
sopbonp no ophop visam wg q 9 P opuenD Lp 


500 |i fele 1 e= lo copisoêng (8) se 
WN ZEL'T 7 £^ 0001 67 
w-N £69 » £^v- LT 


157 tz 


t87 


"MCA 
Eë sooo TE vL 61 


S'£- Lt Dep mama O oan z0pis2S ng ST 
2700 P genos 
Zem 


SO TE 06 


ge. L 66- s um zi) ctr 


evi solojouiaxa 
+ t. > 
4E A em jeg OSDI, 
(t Eta -— 2 se 
: B "opposp 
-1002 oued wn wa sopenys opu sojuod so sopor, 1p 


"z-0xjo op ouo] OU oxi 
a won vu puaa W03 9 PIBE 9 S OR 9p TNP 
-ujo opio) vum E so10H0]Xo opu sood 50 Sopol, GE 


KEE EK 
D EE p'z soja Iduoo 
ap Sejso 9 tuoSto EU onua mos ojnBurio op 
-adjdojo[z1ed wmn v S010493X3 ogu sojupd so sopor, LE 


“203110 eu nuas à 
| 0181 op 713450 € SHOLINI ORU sojuod so sapo], Sg 


Ee ce 
DECK AA 
1561-72 5417084173 1 


y e 
ee Eum Ei 


p= 94D + Ly + 240 6) 

915492 * (p - Oc X) (D 
gës (9 2) Aro D+ or) (0) ec 
Eric) tt nu 
be-t DA 6t 

6i fer o 


mz ls + io ME + fog (0) M 


(rs 2) E St 


E) z^ wiro 
aforo 2100 

Sc) eum »0c-fsc- HT O) 
ae~ CH ae- e-i (0) 6 


OBO ` Im 
Ceu Rs MED 1 
us [424 

(11196 (E i jo £^ s 


(9'c- 2 6 CEST ES E 


(69-70 GD um 


. ZYL Soa 


emm a (40x) ouaa ap opago O Lp 


*OpÓ0Mp musoni Y 109) q 9,005 Sp 


vonjouy Daoa WO? OO) BEL 


owed cp ` perououodxs om Tp 


E ` 
^M 
k 
DA 
` oppsdna 6€ w09 LE 


dël 4odug Ginn op SONIDIINO sop sojsodsoy 


DE 2n "6 


LL EO (D 


NERO) 19 
aserto E Lesben ey 
"Ti qo 5 

sos No sisch 68 
semestres oee AES e 
suo» HE es 1907 SÈ 15 


Izz- pade gp 
Zëtteg Lp 


Erin E Ep OmL*zpeC-rp qp 


9=ÁLAXE SE S=2+1 LE 


DONJJUMV DODIY 1109 OWI OEL 


AM 


1 M 
UA 


Di DI 
frsoog +17 usp- 11 


[2 


HEI 


Ui 
fore o pc PE 


(oer L 
Os q + VC 52,098 + pe (a) 


(me Zen) (Ms 


fc 13110087 
8 +10) + v Voss (p) [oin] (tr 


Kar D t-tes- 
En 0 tin Eo 


ido 1 


ESE SOLO 


Li 


KE 
op ozdunha u G = 22 + dg + xy vfog soyisoSug (1) Le 


£ *c 


XM w sc 


Le LESTO = (i—i) EA V 


core Wis dats Didier 


«Y 


Eg Ad O somem ap sopojosaxa sop soisodsoy 


p— 


Wis 


Crit 


1 


rs} SOIDIOUSXH 


SL Old" 


= 2097 o BCE s 
9-081 9 ov Tet Ze: sonte D LE 


t ico 
Ki 29d 


YA Tex 0er et EH 


se 
sete eer Aa 


EE sosa (3) 


TB" 99^ ON 
RE e 6s (p 
Igpiszup-q--4'L4(-x() 


gezpeépax(D (LD) Lo [53 


ieu A: = 

ert GALAN LT 

i DE 225 + ÁST 9 ST 
sí =2-£+x9 Di 
red 
O) 


Til 
(E i 3m SEA (O) Ez 


«(1Z'pf) sios0o1,0 asp Jogisadng TT 
08 et [EA 


1£ T1=2p-ÁC+xp GU 


1-gsizrüeg-24496-x(2) 


get SI 
e £t SLE fe ec TT 


m-f- 6: wen zg L 


eme SAE RI 
Oe zd SOlojoHaXa Lv 
sasda (2) sosdug (a) 
"Is 9 ajou $0] 
-9d sou opeimyou speur y aro ep opiesdiro O (9) 18 . 
f Tou SS 
EE ELLE] DE EA 


DIJO Y DIDO 11109 OMNPI ZEL 


wëss pte Ens y Cooper 15 


EE 


G-De Gm EE 


6C, vt 
¿407 ¿50 E + T) « 
Capaz S (0*0) 1€ (e 
=. ESA TE e 
IA el et (z Ki T t Ju 
(t) st EEN ez 


(a) 


" ] gut d lt d 


wu t) (T) 
(cc TATE) YE A € 


An 


[0] D : 
Ki 


E 
(o ijo ste) ct pu D. ug 
UY od 
"n: "T: F 
E o quot vue Do t 


vn ro Gom, 


s v'si somjouaxa 


SEL SOX] odi op soyar sop ege 


maat er  stiengug sc É ODIA EL 
` spu gos (P) 


m EA 
1076809 TOT D 


T queo 
Kost + 18—) + Y^ 0s (6) 12 
unu 198 (e) 
Wu +50'81 (9 et PLA SOMME + fe +ISE 
RENA Rd e DA ha? ET 
5 ty E eH 


ËTT EEGEN 
Géi tzt fy iF 6 


[soo (p=) +2 00578] 
+ fo soa GZ g) + 1098 (g JE) +11) son d 
puos (sp + 9919 500 (E + 42) + suas (454 T) Le 


peter sg 
ale IDA Lene ce 

meça te-regp ler) x 
EE 
304 fg-19E A 


Rum Q tolo n tudo vyor- juro vum 9 oops? 
009 qp sojiesuoo erud *22 «zo aq s (go «t Sg 


MZAUD + a 


A 


E lh LE 


AY 
f- er 


€ H 
o SOIDIOHZDGI 
ar CEET EE EE E 


Vemdexiggedas LT oto (E Sie sy 
S 
Dila- uo mk Et gostim t 


wa esn med 'sojuv]pnso SOILA SIE 9 'seroyofen 
SyoAjssod ap soohenbo yp gysodsa Y toz-Tr "SOX 


E 6 0L os i£ $- H 
7'91 SONDJONDE 


^ "0 DEET » E soma] 
«qo ‘enug v aen 3 "Lot Z amomepetuxosde 
op vo bum oa 83 099 u5 081 
E L9 41,6 Hu 6p 


wt, ët av O) 


a 
~ 


Y 


+9 es q esy us zum wo ehsa anb ojo 
ap soptpiaojaa o semp Gp sepatirquioo se 
ensoty (vnd soa) tady at op vamo vu (q) 
Dias dm tp 


“jaagu op span 
vum op ouo] op oaout os (z ‘£ ^2) o5 ajmeisuoo 
9 d'r es EU 5037039 1105 Séien toU) Ep 


TEEN 


pao woo somalo (1) £p 


` £1 9 DXI9 OLHOS 2-0X19 

o opus; oas pm O 2-012 o Dm Tb 
"odo 

3 


-unurp $ A-0ido039]u “y 010201974] 50) SOUEJA 6f 


dean ` 


pou 
a (0'0'0) 031022 ap esajsa e "sëng e ni LE 


M 


Der Wr (pec 
.munguaN (2) ` mia (oi 


KEE 
(80 ^) oyod o ig =y imunguau lg <y (9) LT 


vergeet e wumupeN(q) sasdug (0) Sc 
O ex 
xaxa Á yg 


An 
Na 


Di EH 


LEL Andin oou ebe pendant 


GK srs ES Kat 5 
o $E E agenda] e »-'9'6-58 T 


91 SOS 


91 Oinidvo 


PE QUOS E802 $) 
fruassg uos t 1500 72 soojz 

cri UNS + 12 ¿500 $) e EN 
5 505] UIS + jc, 105 he E = S^ x 


06 2 "n 
RTEA ILA $t zm en 


O so b-m= ba e 


soa» 


a-H xm 


SENA fo 

Spa reta agtt + Do Digo + Tace 6 
£. 

GAR 


Zatsënt ls le NIE KE $ 


gi 291 DAN 
norra) p gras Pz c 
; Ñ 


OYSIA3Y 30 SOIDJOHIXA L'E} 


RH E 
sos E toro E 6 


py 
"GET * 2,560 DI 1 los 18) 


, zu 42509 18 +3 las 91) 
DETT + 1509 9] +3 ¿195 18) 


aalt 43,500 18 +7 as 91) 


KEE L 
vig * D. gud si? O 
WO qr TS 
sall dp dl 
rotor 


NU ++ ll apra) c 
mitt. Cr 


st P) isa a9) ue ge 
9^ 9 » 


SSL SOUS 


monjpuy East? W09 OJNIJPO DLL 


See A e mins ndo 


$ 
Ca 


ie 


E: 
mo eE Letz ett 


dp AT sop) exp lang TT 
fpe f 45092) +x3p (dusa) q 
E A 
rana m s 
iyati- D c 


«seorun obs opu "5 o la segssodxa Sy 19-g Ae 
D 


KEE 
e opõejas tuo umezodina; vp opócpea op EXE) E 
[np ato) vos + v = 189) sos Sé e E 


"epeprpung 

-pd y odia] oe ogSvjor uro esmerada; vp 025 
“SPA op EXE R 9 Led 109) 50) yy. 200 Die x te) Le 

"tiuelune wgw 


dupsods op ogõepta ap UNT) "eeng sozop 
-9539201d op o:eurmu o onb eppo g (1 — d)d (2) 


GEL Avdun otont op SOJINO SO gp 


¿PUSO SLIDE aras TE 
zx vas SÉ =x s03 (rex GE 
Di Au pas) DS) Lt 

Str ¿BL st 


A e 
£ apis E ne Cm E 


at 


ET T 
Ui oft um EI 


XUI ADA Ds 


ap 


Së : x 
fs d ¿> 5 MER CEN 
E NEE Aoc de zg bi ] . var O Ga TI 
ES KW KA : ' EMA S02 AL žad = (etta DYS 
B dp (ed +ap £- (a) " 
4 + 
e Susza saugt enl t Aims ey mdp ag 401 (0) 1 NC Ey 18% E ¿db TA MAT SÉ 
Së (6) soo (Lor (e) ves dz xa ^ ut e ; Ea ee cecem ué Ada i 
& “491. SOIDIOUS E «6 '7) ws qeonoa opSanp eu een ORSU 
Ka (dx) soo ÇA + 204€ 4(G)ussz Y S d jo "aiios v gab Gier ur e se ; Wd exse ke St 
KR SOL SOIDIOUSXH DIEN EE e web let (E) at 
vs 7 ü EGPPELRGSO'D «(6 *2) Ymuozuon ogxonp eu THEA Sc Ges Am eet AER 
Vë ul Dolo az "Cet0D96L0U'0 '6166L650'0 “SEMDODELOO'O so ac em pi) see y soa spe ('8 4) Y soo pet = (8) E1 
5 3-l« lola ls 5 E A GC Y ftue » Q9] T 
^ e D y rz 44 H ER j D 
O ; v : H d "m d ` xe set ao "ost wg T5 Ius E dn (Cg: Zon É fso (e f e 
o Lo oM Ru l zi Q0» (c) oor (e) 200/80p wg 6p j 
m (sron onto o osn 6c SS NS A E: Fay gg Pag gg Hg ag Sa Dan Pg Ap LIÉ. ta yp i 6 DA 
HI Sp EZE VIPI% DAD Opi Z WA otiprpi ono O SE (za A E ; er: Sëffer E 
2., Famo fuas 9n EE rust eye (faso p= (ET 5 
96 EE PLF TE E 
WW NËT E none x= "y anb aan bi ES +) (5 + sf 
- ; : atlas E wuer e 
2 i se BTS zd 29d pex E9 Sa E 6107 JA eS c 
[4 oz edle ze E 
uro Meo (0) st i E i get ye UC) UC uoa EI T 
> Pg a efa «jo E onb 1 
A KEE Wa oos uod ordo e enkem T £'9L SOME 
do" e di i E e e «pep; ep opSung 5 zi 
pep op Dë E 
" c E mmm op Én maeng our» oynpe un op. June Zones E oea amb onson 6E --H- E KK 
p WX BEL 6 d vange v souereouo (ef us onbzod a tt pum 
Aë de ae Ae ap pop 3 eus az zt qutm 2 = (4-3) s= z anb ouso LE peas dar > So 
ih Ia op nz ai p QU ep (rmx n wt op KORIP 9 "o CITO ES LE Zu [' To e os'mbimoegp«m 
E (pom) em (tz NP] 
E d ten) KT Ad ifs opo) wed anb eoppadas e La tz MA Ke d 
Kë KG un wedopep v woa Cen Jettovi]nd apep * "m e A 
. i 3 MEET 
gu) det +2) pedeo e genti y ve v9 rtf dro 65 ` wien anuos -- quos x SO: ES IRON SE i drëm 
+ dp iy ud [erga | > A Ste (ET goo s? m der AAA) Ig P 6E 
uuo y anb anso e die 
bes = H mg (o ' $T SERIE gg bene EE CASATE DA BA ADAN LE 


"—- Së Sie 
Lee x ago (TAE 


io«zCzex( aa) e 
AA e 
is Moneo) (e 
(rede xi) sc re 0x 


KO 
EXP 


Er Dr 


eze ne y gl 


For BIAIDHDID) HOS ONAPI SEL 


A e e 


DEEN + + aa 

ieupspsupig + AUT g 
(x) son (¿4 + 2X (8) uas Ag, 
Wë soo (C ¿06 + (60) as az T 


$91 S019I0H 3X 
Ir Hy ^ ^j D 
3$-l-| 1|? 49 “9 Sy 
4-d qviiy 9 Y 
, enn 109681) e C72) ep 
Veto onge o os. [3 ¿UL E LE 


Er m aopaoko anap opu zwa ow rgo O SE 
967 EE WLE TE 


Y 


A 


Ln] dc? GM 
write (am By 50€ (0) st 
an E £c 
187 12 SEL 61 
wa 
aten) + zb (eet = e) + p tam) pz - EXT) 11 
" D OS 
Dia 
QUOS CHEN 
+ el RESCH +» “Ez JA st 
utu 
al TALO 


en (ez +0 u1x2) er 
Ke Gd: 


ip fcc op) rp (Ge dox TT 
et vd + 4502 ap (vos az) 6 
Ap(fo + ee) rap list X) L 
GECKEN 

rasta € 


-seoran oys opu *:3 o la sapssasdxo Sy :9-g "Saxi 


AJ 


EGO = fg ay 6) 
dp (e doi) «p &- (6) 
gäe £g av doi (o) Y 


"po SOA 


€tLY b '60c8 T (8 


GEREECRRGO 
“FECONSGLON'O *GLOSPELESO'O “BEPODIGLOD'O S9 


2 . 
altiposz IES 


+ opo ered Tag — VE 


“x apepi ep ogõuny 
ouros ap 13n wo: "Ee owoa oops WIN op 
A espe v soumouo (1108 19 anbiod Joad 


` d 
-oug ap USP 9 uper AzIT'O 7 COL = [c 
wawo oj npe 
wan esed opepy v woa onso109p 1enoutind apup 
-oedet penb y exe e 3 gua Kc 11'0 7 EI (mos 
o 
o9 Y onb 280: 
FE H mm 
^ ament ou opupipungoid 
q opdupas wa vamezoduna; vp. “OBÓYLILA op EXE) E 
9 f(x Ai uos + (27-10) sos], MY NÉI E 
"xopepipi 
-01d y oda ou ogõejas wa ememadua ep og) 
ga op exer v 9 Dei 100) 500 yy 20 A x (0) LS 
"eyuaune nages} 


dnpoads op OVLA op Cen Y "eau 5310P 
-vssaao:d op mem o anb vpipaut g (1 — d)d o 


^ Amen e qenb y exer e 9 D SD ee 


GEL Andui ozougut ap SOJINO SOP suisodsay 


4-0 +b 


ü-4r 
dzo + g0” ede 2 
go 3 — un 96» Tp EE SS 


(s 2 vg bau ogõanp eu pea 0250 
Ki 
2e 


(c D) yeuozion ovsorp eu TUCA DS 


BECH pnbezimes Gau 859E- "X es 


E Si e (CN ar (p) rayson mg TS 
nor (a) ooz (2) BEE 
Sa Én Pg Pg dan Pg E Du Pp Ap 
EEN 
KEE "uo i xg n onb anson ep 

^ 


= [(vy vos)pyo 19) 4 19 = SZ anb anson Ip 
K . 


2,2 Ta anb ISON 6E 


EN" 
EE 


Se S tx) E 
a EED c sos EL anb ag LE 
ao L 


aue 1 
afe 
Ap 
TEE —= pu enbonsom S£ 
Je 
e GEO D) xe 
aie dei * ZU CE cansa] 
do "oV dE HAE 


vosso 1,5296 2 I = Sam TE 
zx uos zig -zí sno (Ax 1) 67 
Ga ena oos a de LT 

zT pI ST 


4 AE ES 
os dye wer 


S qu 


¿TI pl nm et 


E 
xus. Alta po aM 


AMA 500 A m (at a Dy" f 
ab — 
ima S00 At + ey pz > (ata Kg? 


Ab — TA ab, 
ESEN a (mia bij gr 
Words GT 
sem ponte DÉI Late (249) et 
. suas sat DS Lt 
11500 2, DS LI son qo = (SMF ET 
6 Y ta a Y [Arz NY Ya 


£ £ ES . 
fo (fje xf! qtos o sone (4 WE 


Ac Acn 
t E apar a E £ 
(00 sm (A H 

perd pu 


HK 
xus + pus (a teen CA p=] y 


unter + 2. (s ër uale + :. eu c 


grag- ApoE y Lt: dog LEO TY 
€9L SONO! 
> (a e lous 
g> penyt 072) + 0-4) 0-470 


as ‘onb p «o0 «2 
EK 
op wed anb vorusis 7 e (atz i£) fu £v 
D rz: dy 


quota e c oU aa? 6€ 
letrinas 
BER) 
utc Ye ZE 
E rear 0€ 
fo <a) 18 
tar gi) e 
Ishdapnsrcht Ok uc 


distri) se Te on 
2qn . « 4 : 
Sara pazos fm gt 


DINA DIIDUDIO 1003 OAPI SEL 


pzsíexigtoséox D oom (Lege si 


SC) t 
ta toquei ter DOO r7 oO TH 


` von 

uso 105 gied “Sojuejnsa $o10]eA snas o 'serpjofen 

sioajssod ap sugãenha yp ejsodsor v 07-11 Aen 
t £ 


76 0L DS. TE qo 


Sat SOMJDUAXZ 


"9 966 T- S soma) 
09 “amugy e opuesn Ap g'z Z omusmepeiuprosde 
9p ecx mun souto] OIR "rl opa BI 08 9 uto OST 
iege Ops at GLT 9 «TIS guer Gp. 


Mët. 96 ap DI 


19: exy HO ewn mo weyhsas anb oa 
AP Spa o SUS] op SOGÉLUIQUIO) SE 
ensote (vun saa) vady (GA ap eano ewf} (a) 


o<rav= d) ip 
"ean op otogadas 
tum op oSuo] op 2A0u os {z “4 3) es ejuejsttoo 
9 4 5203 v huefjuo vu 5011095 W09 Soen 10281) Ep 
. 00r - Cnr (6) 
mesmo it eme W09 sonata (t) £p 


qZ 0101 9 OXIS OLIGO 2-0XI9 
o opua o wiet opinio 12-0339 0 unquaN. Tp 


age 
3 


E $ -odama ty maat w09 SOUBJA et 


Lom 
9 (D ʻo 9) onua ap exojso e Stop v tuique. LE 


se 
Qee (9 1€ (Pe 


emm) (2) — emma (qQ) 


"sopor ig » 4» 0 
8 00 omod o fg = y temnyuar ig < y (0) £c 


wonquow(q) ` meim (x) ec 
TS 2 £s 
a ore í TE 


RUNNIN 0) 


An 


6t 
NN un x 
IA g 
a ÁN 
Li SI 


LEL Andi) otaniyn ap 5019724039 sop spjsodsay 


TT 


H 


MM 


[ 


x 


zY 
£t n 


£^ Jess ES al $ 


RH DEER 


491 SODDIOU3X 


ot OINLIdVO 


"ui US 37,500 y) 
jr uos sc uas Z + 7 500 77 500) 
ant SAS) o en ai 
KEE £t 98T Era 


" 06 E 
= Zeg m LR 
5007 + ETEA * 9E, e STO $01 D 


x -Jf f) nora Draeth er 


Hor 


FEMEL + lo 
pr fE HIE ch NIZA DO iget EIE g 
Es 
GAR 


sspersapatrero gene s 


gb * 291-7 LAN 
A OA 


OVSIA3H 30 SOIDIOUSXH IL 


E ER 
"oret 9€ 6 


Vou Et 2800 18 2 025 91) 
"e 96C T 2,502 91 2 quas 18) 


so = 2 


A ¿nl FI z809 Tg 1 ues DT) 
"e OCT 3,802 91 + los 18) 


ut 1800 18 9 2:98 90) 


T 865; 3$ ço L 
uid * D O tn 
35$ dit 7 7 
ultra 
Mi 


E € 
Ueü*gtg9 Erg 


sl? dV) gal t qe) uito go 
9 c 9 7 m9 


S SL SON 


SOS Paar W02 ONPI DEL 


| 
? i + 
S99 Rn (pe) faust iy (>) mm H É 
Dëieutsnt 6081 == q ELY e n ioo q xum € gp DS 99€ 3 SA, SA H 
Erxlo di Kv -'€94'v- £3 ( 24 vocas Y ! ato 6) $ 
Liria . i eS IS Z b 
m E EDIT 6 ` EE Ki E x j 
GER: —2- 0 ma t(o 0 00); H . x 
(£- GE " EI =D o doods L i joie docs vom SEA, y ig 
0-('Qiu s i ' : a 2251 UY 
(ura gg) x (uro 87) x (uo gt) tp yl D 4 t É a 
è ch, Mee Vd ti ege? , MAL s 
wo ph Come wo pj. opu ap vpeponb eset Gf TE fuma e p= ! . H 2865 PIADI ST 8600 “E EL m 
PESE > 4 D 
DEN EE 8'91 SOJOIDHIXA i e MS prelo oi- Q0 5 
v "gie nxtpe( oz) x EMT L 48 I " 
"oseq vp (arm ouer yy E 3 
. : f TT ie L ENG? » 
pr] op oquamtidaoo wine 'uppipsab ang ge ( S. $^. SA -) 1 SA E, SA ) er H 
co ' ZAE ZAC ZAS It IME IMB ste Ate Oete in s $ e e 4 
ET . i Eat CHE E 
Ce In EE A [OLA gx + 
l0=(57-D+(1+ 081 + (24091 € 991 SOIDJOU3XA Es 
Kaal E TE 4 E 
^ot Brargaposk OSE EEE opgeet e g 
ou WO ENEE Er? , uk 
"e . wpuf uo p'9— LE EE + » = 5 sz 
M cundo “91 SOS } 
Ele EII : uium p'O EG (q) 
i-e Dee DHIR Ap Pts Tert gr petuo Casen ez 
19 = (c'g) xou tg = (9 0) fu se | ` if “Dia EECH 
, , Aë QOL — TX E 
*ESPEZETITT'O — IEEE CODOO'T ~ (Z 04A (O TE bur dae cade + 
a PEZ: Lied RENE. een ` 
i sanon eaojuoy g jeuuou oghar Cana E? m. 
| -jp vu esmesadura; vp oyõupea op vxvy v 9 n (MD er AD d d É 
| Bom, Je pco. p Ce B q 
y i : d 
go mm j| VS == 962A (5) di dro H 
ne (0p) anu $ mä in 133 fo TENE “PIA X= Zog get ; 
O = (0 '9) J mm x 0) (01:3) KORDEA eco Regie Ou 20 TEA Keck é 
QE - Gi CLOS e E — tp op ozbonp v (p) 3p 9953 d 1 UIS Jp D} +2 5027 (UOS y £t E: 
j Wiou SOUIDIIXO PY OLN LT Pregno (5) s e TE ; St -A0rdbE- 6 
£^978t—7 (EA A m ! for 121 ap oyionp y (q) g mesz e 


ISLA TD ds st 


MER 
1s p D a 
E Z 


z k : "AE D : 
Elte AE IA ad L 
EIA A, PA HAL ; 
GANO, 


H D D E p in inh ! -(E + H 
99 —e (8- v) sunu 5(0 0) /0'0) 248 ST £ HI €) e AL POE SV ea E AE S c H 


Ibl dad otau op s0)35249xo sop SUISOÁSOY DOI Di4f0ut02/) WOD OjU2]97) DEL 


4 Xy 
PELSE — Vo EE (cxt : - 


Pe 8 DE 
c5 - un? : A go | [s ^ 
cs = ug 6 i , 
. 0. 9 4 
i wor) fa ; : 
BE 1). B ¿gl i pesadas NO 
paptr 1 i H H z . 
A t. 7H 
: 1 6 ppt nm JUI A 
! Det 
` é E 1 DE EH . 6 La e H o 
E N Yen solana gl i Se ENE RN T 9t ap dp (4-7 Daly E 
f-y i i 
aes DD j a 
pap 4p (r2) A IN RE dd é i : ` Eet Ke 
kafe EN ét ` H 
A i LAN ML s 
ap zp dp (ed m T "Tast (aces. [muse neges ») Nu c Hd - DESAT 
ie Ut EN H 
+ i wo T " copi Y fer 
ee EC - . ] i queer car mE 
tap dp xp (AS Se Is IW “aces sr " | 
us = seis [to [ntn M da | ` CAL SOON 
ip apap 6) A A 
nm land J | ayo ep ES LI J te 
» ums qum m 1 YZ SOEN a D 
pap ap (EEA) : . 
` Aa 


E -LOEL £E Lat: 


EE ad pui "d 6 


greg espe exo É gu 


| 
| 


“zp xp PEED col q |J " 


=op Ptih) 4 RO [4 
AP guy ga 


" 1 
LÄ . y D 9, 0 pt, - 
i stp app (0) f NER Sepa). ..f Nc 
is viene! edema +9 saat?! i É ae 
d e) 
. H Dt E 
T+ tap dp xp (z £3) apa do 
d e er all me ek SO) d. e sí ; 
rã D 0,0 y : & 
Wat pap xp Ex) sp- p 1198 Ls gp 4p4 (,4) 509 £z H 
Kombi, e al ve a! f eso- e pum ee Jl i N "x - 
4 
9, 0,0 Al ew, o : yk 
Mpapzp (za o CL ZA) ali : STE 
E Ft eia) e d f E msnm E mm r to. 
P D 0.0 D 5,0 
Hi “xp 4j SCH "IDEE 4,2 8 
' ap dp ap E nal unl L (ad jp f [et 5E 
mi . 
: 8 a. [4 . mta z 
; eer $ e € &! sot - zou 2s d , 
* o, 0 H " " 
= - se y? A+ y= zapped 6f 
^ - -8ppa C 2E expáp(pG Di E 
d 921 SOSS LAGE er "Pk dd e 
E CONNOR DEMANDA) mca OMP) DHL 
` Vd tedu oanp ap EURO sbp sujsocisay 
cd . . 


— rr A REENE TON E TE TREE EE EE: 


*Z-0X19 
op 0340] o2 gie 9 $ om) op OIJEN OIPUHIO ST 


e $c od cr 
(0'0 '£) onus» a g opes ap exjsst TT 
£zxouj 6 

(z'o'o) oque 9 gow ap uga L 
£ 
D 
opuazes o St ou oprog ioo ouejditas (o) 


*ze-puzjd o woa — op ojndug um 


t 221194 Ou ojus o () 9911194 op 909 Oa (q) 


guis] (MIO: 
a 


BAL SOIDIOUSDCH 
9t ] 
Se Dos 

auer se part EE 


T mm gE) E 


(Es OI? 16) 6 
ot. 
Sp zp4 (2 Bad 
i 0,0, 0 
iw pio UA JI Di 
50,9, 0 
ni. Als 
T=16 
peg*gSI 


"2-0X]0 OB Sejopered 
sozujnsado (x-Due]d ou x7 =, (0523) woo capio £T 
d ) d E 


TL =Zp 9 198 44 9 sox4g LT 


"€ opel a wapo vv oxua) op EI FI 
Apr ps 00 6 


“Axrouejd ou 
6 = AE = 4) + x 0581 uoo 0701 emm Gem | 


emm 
vied vangiage o (0 9 0) son:ga uro eprojoqeseg 5 


q 
doten Woo xé-orejd or ojajezed ouejd O € 


x ouejd O (1) 


"mm op 
ouo] OE oi 9 p OEA ap 059 Jejnosço opua (v). Y 


Z'LA SOIDJOUSXGI 


DK? [4877 


mn Ogs ogu stisodsol Sy :TE-67 MAX 


0 e H 
ap pzp g (A+ X) = fu”) 
ELI Fono mex i Weg 
apapap (tht). 
Zär o Em DA m Pa 
(+ y EE m j^ T 
S Ae BN LEE p: 
Zo 
66 ^ v$ 
EE 


(E 
alii Lo 
er Meer aa 
“ojueweanoadsal ‘z o Á “x ogs pue am 

so suw ‘soyo sosou so tag Dag a "W CDe 


eied simidojut se lap zp dp ^ li KÉ (9) £z 
KS t 


pa 
? 
9 =4=ax'emmsIogzo 
Opiigajur o seu ‘samu sousourso moy “y e 
DEE EE 
mai e t ap dp zp Sc Í f= DEZ 
aal Sale 
KEE E 
a (2404 (24, 2)x ous sopueifojuy so sew 
sopu sowsaw so um Spy o yy Iy eed sro 
DEE 
om se tap zp dp (240) ES J f^" Ei 
EON Gy 


end > 4uduy oumu op sojojodoxo sop soisadsoy 


(O wa oxg omamojn fi a pa fea D 


£^ 
As 
ein — yO 


gé H (8) (epepisuop - Q) £F 


E wt: 
“a Ke 


96 d E 8 L SERE 
(E) el) (Ee $ 
em o 
A ES 
"pggex-(t- ZA) My (+ ZA) ou L 
(2706 
OD e wf 
sro (¿2-15 Eu! 


EE us 


E=s0=* 
Copupyruormiodod op ajuejsuoo y) yg = W g 


Sl. EM gs OE 


Ema at oy 


SE "oer "ec 
971 SOIOJOHSXI 


LLO SE ` — ÜIQUXSBOT' EE 


- WI 0r 9 
pp ap GC X x 
p Qt VD dod ed d. 
dp D 
p dp A A ] Ja 
KEE 
a f+ aes zopigjogered ood vpeyunop on Bor Y LZ 


az 
ejorejedo x (ejoqyied ood vpeytunop. roueg 
op ogóod v a1qos 9 £ xc z oueqd o qos onda ET 


: EA d 
2 Z— TA" Á SOPU 80 3 g s Y gax 
ms 2%) = z souejd sojad epeyunpop 021301 Y gc 


8 
Maki TZ 


€ 0p Bei: 
POS J ER 


Sol Y BIJDON MOI OMAYI SPL 


EN Ee 1 
AN 


Let SOEN 


SLOMUAO (eto) sho 


Saura poes 


; Outro) nn, 9 
DU dp baue A 
p 4p dp aes 1 kl und s 


EJ 0 D 
IE ans - Ip 
App dp puas cl, "m [e 


H d 9,9, 0, 
opp Pal J MILLE NM Ki 


D 0,0 
"Tel le 
— xp hp zp Y 
` dä 
0,9030 o H 
us sl zl nar — e 


DE 0. 0 
KE cal de] Jo 


o 


Ep 


ap dp f 
i — EEN 


ins 


o 
NI (2) ep 


p= 402 de - p vos ques d y son ques dz (e) 
paze | uos4+0 50047 (6) Ly 
ez s00 6 pos d 4 so (a) 
BT. s00,t=2 (8) Sp 


KT 
nos uio ajuauxegunf woyo eu ouas 9 C OI 


ap viogso fom (gc zz E Yu etg Eb 
. . «z-oxto o opundas 
Gem a p oper ap ojos te puno Sor = "ra 


» eg esed empagr o 
(600) oonspa moo oproroquied ft Aë? 6E 
( P s) 
opponi EL 9 ZA € "c e) cebo LE 
` at se 
PRET 
Ss ed fjas ce 
B 


fp spp zr RA 


Zeen 


D 
B D uc LE 
[s HA i [74 C D 


s(opepyyemoporodod ep eyuejstoo. BEZE) 
SL HUE OO = 


8 + EJ 0 0 
igp p dpl vosa: 9d lud ez 


"gp Pz SEA 
LELI = LIN GT 


gr S70 = (4.27 oi sI 


asmpeza 


et ` H 


Igg dun DIS ap SOJDIDIOXO sop. susodsay 


i 


emend e 


` peua ETY D 
C Cal 


Om + PB 
ir S KR T 


OVSIA3H 20 SCHIER DL 


LE 


lo q 1-8) e 


H H 


à Jo G0 (1€ 


tte 6T 


Ep: Quos 


inu DE 
do eT prego; JI e 


empatar p pn 
z Hi D 


D, D 
mapa Ni Je 9-11 
uz 


but Ban St 
=a tnam yi 
Ap) (ELO To 0) sooniga ap oug O (2) YE 


PILLS 


SE 
. Iren Baas vm 
56090900) soma aponfugao () 6 
a gz d ue Tt 
“SICJUOZHOY sejoiísmonnA Stjow (0) 4 


ETET um =x(q) 


teg Soyuotoggsoa LUCO sejas sonis sen (S) e 


D E S uns 
A EA : 
ait" ag tng = r 


S- 9 p soim]n8us sejuatoigado WO) sero (8) 


e 


EN + ER nE = x 


*speguoZ Hot] SUJOS eren sejoy (8) 1 
621 SO 
9819 CE - 261A 
ep opejuoune 7a ' 97/08 (Sites * s) 


»soptoptznpor i": eot:op-opmotune.as osap-g (q) 


(apo tope tee) (9 19 
£959 «(1 “AM 6€ 


EM E e ` wee 
"erf, "zez "37€ 


"ntoums op ox» op ouo] op oseq vp z Ze vsseur 
sponso !(apopieuojozodord opojurjsuoa x) nt E TE 
6 (9,500+8 ¿os O uos) d er 
EE dosoz=d er 
TI =(6 509 p ~ Q uosóuos + g so) È nas £)d gr 
ted e 
A+ = 29 oppoq] er 


é» = pf + POD LT 


VONHDUD DEDO y 140) QUO] OSL 


es 


ARO + fu gov) aeo xo) dag EL 


7 mo +70, 4+emx=(240S61 


t f 
ER net oe 
gare = ali = Ed nu 

$. = 
= 6 8-1 


Medo 205,0 (Da S 


OySIAaH sid SOUS 8'81 


«(4*x) topo; * 
vaed e s [yo Gr 102] 412 = aL 101 (9 19) (4 2) opor 
Tied onpiog-nur oppuos wo 217 ijopipour ui 
"duro um op SCHO 210304 Gen CRT UNB Y TT 


wa g ont oz = £ 
90: KU z owxpu (4 Da = ja - Gros] 
(C yz = ar jor] £95 og EY ORN > É 
> y vd oppi; opnuos ura a q > A> q ed GEET 
00-006 oppiuss 109 zx penola op Oppa O 6 


“g= L 05 


"QU? spend; ogs seid se sequiy € 


É “ju sjendy ogs sitio jm se sequiy T 


284 SO 
“punto used By uc'vo LT 


"My e spena ogs sesoun se sequiy ET 


snp e spent ops sirallaguy se sequy TT 


£ 
Ko? per 
05 D E ET 
SOL SOUZ 
SC t 
s eem Za CEA RA 
ZA USII (a) PET Dk? UAG Yr 
841 Bust X £F eU 
“Ax-ouejd o 2305 gap 03) 


-ofosd e 9 aseq vina 'z-oxjo or sepojesed gaz 
1103 2 Gm op OIPUNIO WN op stunjos ov jon? 9 
pergo ep opea o*yp "ffo = gp (98 Doum 6 


aa atera fft 
dp [apt (eras COREG L 


€ € 0/0 
molang) [n ¿> "rw 


ers Blaat eco II me, 


T e-a : 
Hs l mi v 
SOL Sololouaxa 
ug 


ENK 


KEE) 
opo ua 'stod 'opuos o oga “(9 '0) ure senupuoa ops 
DEU AO py stod non de as 024 19911) ap BUIRIDALO EL 


exi 6 gereg u Ze “ 


ESL Hodin Ga ap sajyaasxa sop.sujsodsay 


L 


£ " 
Sr Si ue a . omn d 6 
ei £ 99. 
£- L xg ri £ n H 
vel SOIDJOUSX3 
ie 
e p” Ae 


“(0 '9) to senuritioo ogs ogu N a py Gan 
ayuotusapduns 9 ogu G SOU (01g) 2103A ogu ost LT 


> “sjumsuoo vum 9 pa 

0 «2 spi pr a e (2) ES 
4e PR. 

dë NOW 


AM 4 
(aes o) rn Q2 g LT 


x ES 
(Qe) Es 


TEA xo exeo QC C0) f er 
yix enm Q0) FTT 


"emt vp JOJEA O woo guau 
«cual Y peouojod op5ung ewn 95-9(] PIEL “DIO 


or pre DÍ 6 
2 gu gays (£09) f L 
aadgrrso de= (ABI s 
ot py duos as (QU) f£ de 
as fragila 1 


EL SOIDIOHSX3 


keen TE 
ELA 
Pra PEER E+ T 
=] opua (e 4 e 9 (2 Ax) wa opepisuop v os 6% 


DECHE 
Ago DA y 
si 


y 
Ze mme pr 
Ss £'oexe Ga oz 


(soyajueo so sopo} exed) i Di 

mio on sm aou 
mE - a 
LEET = (S = 98 + PZT = 09 * OT 


PEN [4 
ZO LO om g 9? L 


t i 
mS yE 
PT TT OST (1 add Y 
281 SOIDIOUSX3 
Sr LE 

AN + 


z uos AZ + 26€ Dt Mago 2609) + yr 500 A LT 
TARTA RAE OA EXT ST 


qero E a 


meg + P az = (ADA TT 


SE 


dm 


EA echt 


Deu 
Bk f d u 


Tos | 
AAA pat ek 
o 


A 


eiert vi Seege 6 
NA 


pr 


+ 
m E e Jegen 


peu 
gro D 
Lee? SU "Pr NEXTEL e 


— 
mei " 
te TETE TD Za te 


rt X pa 


" 
ib ak 
eet rer 


96 SO 


ZS TTI- 6 


ogu vaed:ogSonp eu Soso pop 


fepri apepradjaa eur wod ouqmboapogisod 
yp eunoe wo o osad o as-opuwagy Cham ouate 


aow o” > net — 9 RIOPADOIOLE YÓLOJ v 9 MP O 


wiourep ojuejsuoa EN 'osod Op VSSM ERMIS L 
Le re nos EASE grp so SE ab Sek 
“(18 $02 + )g US) ya $ =í $ 


s 
basi ha RE £ 


IZADL zm Y 


$'6L SOIDIOH3XI 


S089LL'0 TE 
(x uas p — x 502 1); > 


+ (az vasto + ag 500 2) 2 4 LY 
ar toto ST 

3 8 
KEE EE 
E a As MT 


La wärs A 6 


pm 


E Die nent L 


mem A aile s 
T *z E Y 


ela do + ») =á E 
+ 
käaroadatrae -xusto e 90215 = 1 


FëtSOObg 


aguas pi. €t Go pud zt 
me TA SD = GE am d EE 
eii SED gp o Yt 

(xg uos + x $00 Län 61 

(rus ty + vam loja=4 A 

soga d? entes epo 

dap Da pI tu Hätt 
lot apl 6 

pP 2 tag on L 

a SÉ + wäisst y 
POr pod 1 
EBL SOIDIOH3X3 


Ago E 


CC odi GAMM ap SOOT sop suisodsoy 


` ess 


| 


(ma 6€ mee LE 


umfjmgeo fl ` Q9 oi = £(9) se 


0«31 (707 74 ££ 

sueco)" 
(mewu) y ëtt D+ n= 0 te 
DE + Cego? 7 vã 70/6 


Gui 97 D42 7 O (8 
Gehi ST 
(qexuptx)ru4 £t 


20 


x os ZI 
£ Y E 
wäiter E RÉI 


ag+rusr=á ER x8002 xus C4 11 


cuo px ret 6 


CSL SOIDIOHSX 


SSELPOT Eb 

TUS Ie uiu 9m PEST) Y 
sosdio ty s ,ÃE + AT 6E 

sosidipo 5 m É + At Lë 


sajogagdiy y = & se 


Are u- d'Sam gc ` 


DEA 


aptr) 0 =4 ec 
g-xpe4nqau dz 

D= ¿94008 47 

- 9 = Kuel ux soo sx uos x ET 


EA Vf Yt 


PE + 00) E Re der 
ey POR 179 4 LE DE dogs 
sde: xus 20 = € TE 


Pini bd (0 Qc y te 


ze r=á (0) ON! 


Lët SO 


6L OI 


"ug v syendy ops 5te1807U] se sequiy 67 


z S. 
ap DIIS 


meterse 


DONIJUILD DUODA WOP Of FEL 


Et 


KL 


Foi te-supenapioog 
zoz ‘enun ap 0303 
+07 “sep sujod ogdenha 
zoz “eum op aopeppigusoxa 
TOZ “eum op zujoup 
Tor eprsatafop 
Hio ie] 
BLZ ouo 
967 '9L7 ‘samo eun ap ojuempduoo 
DC onowged ouros 
L61 “Obie ap ojtoumiduior 
Dan wn op sajuotodinoo 
. 6LS ONA wm op. 
EC “ogdera]oor zp Iran ojusuoduro;) 
gee 'ossero[opii vp penou ojuotodtio;) 
` et teppeparidord “opmojdmos 
ozz “wouy opseurqtuo;) 
£99 'soprunünojeput s9070 
Det “Sastjod sepruapiooo wa 
Aepnue ojtojoyoo) 
STE “emjuazno op Kiel 
979 ‘ogena 
ELZ 'ootjgquied oxpumo 
ELT 'oondyp opp 
TLZ OI MEM OPUN 
zez apio 
191 “propio 
- £15 *vuujd ogro van op 
STS opge um ap 
Spe? 
LOS "opge tun ap 
ETS "eum vun op 
esse op oNu 


GEZ ‘BEZ “OTZ ETZ 


STE 'enigAmo op onus 
LEZ “op apeprentitsop. 
Ke 
Ft oppene 
bar "one 
095 “un op speppoja 
TZY ‘un op opdejor 
929 “tun op jetrorujor 
795 ‘osaan ouprab 
ozo iunojonjout 
£T9 ug op oxngr 
095 "opapuoron]so 
079 “L95 “tun op gaus 
095 zg op 
pos “oajeatasuos 
929 “un op osdejnono 
095 ‘poa odi) 
ves ‘EDE mme 
o 
Ort “ajoquadiy un ap 
mons 
S61 "somjod sepeuopiooo wa 
+64 *otosguadns zun ap 
94% 'eyu om 
very 
EEE “SET 's910]9A Siop ap touy 
geg ep jerouoduv] ojuouodutoo 
EEE 'ep jeuou ojuauodwos 
TIE “eradinuas 
60€ ‘oriuajaoy 


Y 


-QOLUTVNV JIAN] 


` syoog 
NOIVA 


"woyo BU 03j020 woo onapo wn 19 s ap x- p 6E 
Pr go q 


zl 04 L£ 


os E £ 
DET! nog eso- nezve gore” É SE 


X100-— x089 
KEES 


Z oas J + x soa E = ATE 
" TVA 
DE ët (X809 x uas) T 6t 


lost) iustos ( a ga% so Ga Di 


SÁ sE. 


EE EE E 


grass aso da É = sto + Bled EI 
EA EE) 
wën EL ss 204 Tn E 


"9423080 11 


D x uasa A - TAG 
GK 


xB+ xoa 


Ed s (Dra-tAiäsd e. 


D= ¿2 +xS090X—NUIS Y 


OVSIAdH 20 SOIOJOHSDCG 461 


polius DISIDUDAD) MOD ONPI DEL 


ect ewn sp ondas 
Ob] 'eum ap smojusse 
SET 'ojoqugdig 
pog 'epgutpio pap 


H 


Cer “op ioo WN 
gpg ‘ogduny eum op 
Oz “ogSunba eun op “cats 
£tp “op ewoo 
er “top 'oghung atan ap apro 
TLM opu um op ZEN 
STO PLPN peo “neo 
5 
Sec "eum op exin 
cpe "eum ep epmugep yaou 
00E '[oAyrouasopip 
GGZ "euim ap EbSAUan 
og “eun op apepininuoo 
eer *enupuoo 
06% ‘enoja ogdung 
DEP “eun op GUDDE I0JLA 
£p tmun op oumvpu Joea 
gz 'sejongrod op ons Jod opdejtasosdes 
. [9g "jguomer 
396 ounod 
Tor pujuomod 
19£ “09€ eun ap aw 
"ot "orga! 
E epos 
Tp 'TTp feum op oam 
‘Iep eun ap souonxo 
igy "un ap sieooT souianxo 
68€ “PAPPU 
OPE 'SieAptitA SENDA op 
Opt 'SIPAUBEA SENP op 
LYE emo 
DEZ 'SIe1019A $230[£A TUDO 
OGZ toute) sa1opeA WD 
(559) og5ung 
S69 ett op vinusoa. 


coz et) eum op sogóenbo sep FASS LUJO 


TIT ora 

gig eun op quejnsos 
Doc “etun ap odio 5:03 
TED 195 OA 


TAL 'ejongred eum ap 
BEL 'ojoqugdit] swn 9 
971 'esdijo ewn op 
zog ene Pura ap ovod 
TI omg 
cor ‘snofessy op ent 
919 Lampe 10A 


El 


ppp SOpejnonta 
gep “emd saat 

£1 topodns 

Tep enau vu 
TEy ‘soot 

EL spe 

qep "oun vum ap 


(omg ` 


zoz “pet 'opepiaintaoxa 
859 “op ein (og 
met 'sopeunbiy ap ends 
yeg exis 
pez “omposd ` 
oez 'ogduny 
Tig "eine 
191 'seaungumaed sagenba 
ERAN 
“zar ‘ejod ovsenba 
«ppo "eum op aemiuis-ogônjos - 
£9 "eun op aejnoprd ogôngos 
=o vggo teun ep. eros ogônjos 
EI ap Ste we ogónjos 
«geo ^erum/op:og5nqos 
Q9 “eaguudos 
seo "Eug 
gep "emm ep wopo 
£9 'veugSouag-opu 
+59 'cy9 "eot 
psg 'esugdoutou 
- 9b9 "euin op om Joy 
859 “eun op pop ogsipiroa 
Toon oySenbzg 
099 'zejusurejduioo ogdunha 
559 Sereno opsenba 
£65 'riouojod 
915 "eat eau 
plz opd 


E] 


et €um op Sonia 

ot "mun ap 50903 

ver “ep epspropiuooxo 

Pog “ep Jegod oghenbo 

BTI "eum op JOUBUT Gm 

BET "eun op 10100: Oxe 

or 'eum ap 01099 
Scy sed 

6€1 Oqa vum op osiaasuei 

STE ap opõejsuen 

151 ep d 

. 181 oed 

871 'osdyo eum op Jouatu 

$71 'esdio vum ap 2010 

QT eoged owun op 

Opt “ojoqadiy wun ap sopeSafuos 
Diop 


Ki 


psg “pepojoa opos ojdnq 
919 “ep runoa 
61 mmm apps eum sp 
0z9 ‘opp “penozas oduizo wm op 
eun 
La ep etmug 'ejoupisi 
EEp 'oymuraposiq 
“990 *opemoos 
?:89£ oyaq “osig 
zoz 'tozugo:ogdoss zum ap 
` egip "etoqeród eum op 
ETS fonpunmo Un op zmeda 


sgg !0LS"OpS teAmo eum tuo And. orad 


gts vajedau open 

ge “ogSung agua 

16€ '98€ 'osópuyop ejond 

66€ 'o10A1g wa muride 

pz URL 

gig 'onoumoopssqd 

LEZ veer opeppenfisag 

- Lg ‘sasu spiomd sepeansq 
LE ere 
STP "opp "reuopoonp 
CL 'sejougiod ap ongs eun ap 
667 ‘epora ogbunj eum op 
góc 'eisodurop ogbung vum op. 

vpgatzatt 


PLS samt 
LOS "opges om op 
PLS *60S-LOS 'esseur op 
605 ‘rO op. “pepe 
sos "rt *opezado A) PA 
a 
STE “op 0181 9 omogo Gen 
ses TLE ema? 
£67 '997 'daens 
091 “epenooy sodus 
097 man ap souronxo sojuod 
097 ‘sued 
CET '991 ‘arns autanupepncd 
TOZ "ot "pezinsmud 
Y67 TYT “eun op opôeiano 
zag “odedso eu 
£y9 'smuoSojro oyrouremmu 
Cer '091 “eun ap ooy? 
091 'epuoar 
Tez “197 ‘eim op seopipuesed sagõenha 
96S WC Op "mun op rapsod otdonp 
6b£ “IRANI op 
Sot 'sAnpop On op 
967 QLI "eum op ootd 
TET “091 (SIMAO 
£62 feitosa PORO) 
69 “ap oam 
GI enuo opos tura op 
y "ejugnbos eum op 
gS 'jguorrpuoo 
LS temosgr ierougdsoAuor) 
667 "1e019A ogõung euim ap 
99€ *oeSuny eum op 
apepinuguoo 
Cer 'nid3ouo ep OPTA SO) 
£os “op Joj *quuojnoo, 
4 Tys 'op oeren 
ogr “we ejdnp min 
"rer "samyo 
EEG spaass 
tes open 
sepeuaproo) 
Dez 'z-Sepeuopioor) 
927 'A-sepruepsooo 


dongeuy voios MOS opmip) SEL 


A EEIT 


19 'py "eum op sou; sop ojramedasões 
££ “0d seodun op opSequggandos 
69 “elongBraaoo ap operata 
EL ap os5brilour 
S4 op ogSeibuotojip 
OL "sg "sejouptod ap 
£g 'uuneT ap 
DZ 'sajuafisaanoo 
85 'sottafzosuos ojuotujeuoprpiroo 
£01 ‘poong 
ZS 'seprusoge 
LS 'sayuafzoauos ajuanremmosge 
et Symm (Sapos 
y 'eum op ouso) 
EL ongpiuour 
g am op apun 
TI "apuyay 
+ 'ri209110221 10d vpnnjap 
` ei span sumos ap 
` Z ‘epugpbag 
TIE 'UOMON ap 1 vpuntos 
gig 'opopuono quowfos 


S 


O79 ege IMNOA odi» WN op (rop 
99 "reHo32A ocaso tun ap 
IGI ‘soxa op 'oróejoy 
Sg “seio; onenb op eoaysoy 
nuswa op UMOS 424 “op ELLOS “temor 
$9 SESAMI 
96z 'sejojezed 
ESZ “Ojo tun t ejojesed 
osz 'sieuodopo 
Ezp "euuen 
e m psg 'o5udso ou 
co teun ap sopSenbo spp vorgtuis vimos 
zog 'eum ap scompuesed ogõenho 
T97 “poz “eum op ozSenba 
.'. 98€ 'seap op o[nSug “(sjey 
18 "oft, op vjmusoy eu ojsay 
86€ "stop ep viiayr 
065 *exouos ajuamsapdiys 
GOAR) 
DER “ope 
99E *epeyoag 
+85 “exauos - 


99€ enago 'opoy 

+ “10d ogógop 'erougriooog 
Ei *ejoqigdyg eum op some 
STE 'einieAmo op OY 


Y 
TZI 'ejoqpiud numa op 
Lyi “ojoqradiy vum ap 
SEF ‘asdi vtm op “eapxopyas apopopidozg 
$09 ‘wma ogboloxq 
St LOJA omporg 
TSE og oynposa 
TEC Joo ojnposq 
DEZ 'EEZ teren ompong 
os agin 
595 mega 
OEZ “Op gingt 'orpgut omod 
99€ "esaJuOg ouod 
EEp Bjs op ojaoq. 
.  Y£p'oonpo.opuoq 
$8 ume Tory ap onupunod 
£19 'L95 "oog 
09% 'sopopmaed. 
097 “stuuofouo 
BET un op ogdenba '(S)omuja 
Sez ZA oueja 
St, ‘re owed 
Sez x ouejg 
VZb “aude ouvia 
sep “od 
86» TOp “eun op ron 
005 'Ioy “ona 
orópeg 
6£9 'sopopuodapur 
191 'soxampreg 
6C “191 'ogorzpiatuemeq 
USt 'o»tparednt 
OZ cL 'apipioqereg 
iE om op oamga 
CIT "utn ap 0007 
poz “eun op sejod ogSenho 
CTI em op ox 
£I ‘ewn ap zinoup 
TH 'noqueq 
OZS ‘ap viu2102] 'snddeg 


d 


I9Z esie Sang 


ZOT RANO eua op ORANO 

Tlp "mp opsioAut 'opSeidojur op 
869 ‘prouosajp og3enba vum op "pu 
099 "prrauorogp zopetodo 


o 


LIE ‘pdpuud eppum 
TIS *opedns 
19 “opa 
DEN 
119 *101ojXo *uuxov 
86p *19p *osSiued eun op euuon 
TLE op 191 epungas 
£6€ op oponu 
£96 “jestonjun oreet up 191 
DUES] MS maan 


N 


SIZ ETZ 10134 wn op sepeosa ojdininy - 


Lb 'SIdADIRA op oSuspnyi 
L99 "optospibuie ogu ojumo 

“ge "10124 mm ap 

916 eps um ap 

EIG eur] euin op 
SIS STS “ejospu op “ojuawojy 
PIE 'TIT “10194 tn op Omp 
TIO ta "V SOSA 
EGE ‘UAIN DP OPON 
DK 

+8 'op ams 

DK 

58 “ap onugugod 
LB “op vinunoj pnw 


W 


€91 'ap senay *snofessrT 
$ “pojouagbas ogdung ewn op 
662 ‘Tepoa oróuny vun ap 
L9€ “09€ “og5unz vun ap au 
£96 Wreiaaiun ORŠDYALIS ep UOJMIN op 1977 
EES "mom op 197 
TIS "emp op ojuamom 
605 eun op essem 
E 


Spy “op eursioa; 
tt “ap soxopuoytdginur 
vb 'dosog ës? 


1 


BEE op sat 
SCC ‘sauveyor Yoda 
x 
OSS “9ps 'ouejqoong 
f 
TSE 'ssorungios] 
ISẸ 'seonpqos 
69 "ojougdi1oAu02 op topaia 
99€ 'ojuod “Sopar 
POS “005 “ep ojnajpo o wmd poo; 
619 “2 mUd Ojpgut 1ojeA op etuaoa; 
OSG en sjoapurea op edunpnia 
TOS ‘epeo 
LES '5t2115)52 sepeuopooo wa 
STG 'suonpuri sepruapiooo uta 
66% ‘oonde pulou 
909 'ajoggradas op geidoyug 
49y ‘rum op op O emd game 
Lys teu qaaprea op võuepnu ` 
TOS “pop epeo 
Lt 'ogsextogtt ap trapo pp DESIDAU 
; 019 *oxngr 
(ët “Sotvjod supmuopiooo us 
POE "Ter1010A ocSung op 
f Top “ejdnp yer8oyug 
LbS ‘SIRARSA op võuepmu 10d 
E p9p ‘pwd 
pL 'sejonigiod ap ayps ewn ap 
Oy ‘ap mapro ep ogsiaaur *ogSrioyug 
+85 oun op eougpuadopuy 
18€ 'ouaitazauy 


1 


LOS *opips 'osugsouog 
SLC-LLC "epto]oqiodrg 
Dirt "eum ep 5931194 
Op] ‘ewn ap sou 
SEI ‘mun op s0203 
$07 ‘zun op 10d ogdunbo 
OPT ‘euin ap sopeSnftoo soxjo 
GEF "pn op osi2Asue ONYO 


DA pigowoor) ws OUR GRE 


zos *oordps erann 10d 
gop ‘edap jesimut lod “UNIDA, 
Ppp ORA 
999 'sopSe1IA. 

049 “"ppoajtoure-Jados 

PICK 

Dip “eprosome eqomeanpo 
699 *eppopowe *onSutqtA, 

giz ont 

LC pepo 

Gr “tez ‘onpm 

ise onbun 

gog “ougnun ameëuet 

gog “aquaBum 

oz op ogSenqns 

Er '£1c 'op euos 

gyz 'ajueynsoz 

cre EBO bjnposd 

TSE ‘sg op oispa ompord 

9€z-cez ‘op measa opoid 

Syz 'op oinpoid 

ETE 'opbisod 


vg ^um op mut oo ` 
qrg um op prom opiod 
gez 'songnotpuodiod. 
er 'Sopopered. 
sog swuožoyo 
gig “oodo 
Lig ‘edpupd jewon 
Log uson 
ert "tun ap oapeTou 
STZ “ETZ "um op eren ojd 
sta ‘etg “eposa 10d opeoydnmu 
TST "mp op opuowow 
FS ZIZ "um op oppor 
677 'Y 
KA 
vic OO et 
ec mt" 
Tra ua 
qyz souaga mba 
OSZ “puozeA opad ojdop 
j giz op Camp 
BEER 
orz “wn ap teonzaa ajusuoduios 


foL Gattung axpuz 


TE 
ozz un ap jjuozpoy oauoduroo 
` gig 'ogdenp gust uro 

ozz ‘ap tur opSemtquios 

“seg “stop sp opiduy 

em “LVE “op ogipe 


(59) 10124. 


cur 'epoapied mun ap 
eet “ajoquadiy nón op 
ger “sdio rum ap PMA 
095 ‘ap odio 
gig ‘ore emue 
GOE 'crz "opepiooqoA. 
Lys ap vounpnur 
gpg auopuadeper 
Spe 'etuopuodop. 
(510) pagina, 
199 'sonatugred ap, OgSentA 
RIN 
DEP "ounxpur JOA 
Kë 
ser Gun) euiguonse opepret) 
n 


GTI 'soxia op Oybusuel] ` 

Tp 'stppuapiooo op OUOPUDOJSUELI, 
OBS-6LS “OPE Oups. 

£yo "Ipuodouo vugyoferg, 
KR 

qog 'enb:o], 

Op-6€ 'ogbuseduron 9p MSIL 

- Q9 “Lp “onze ep afsal 

OS “2183 ep SOL 

Tp “orSesuduo) ap ape 959.L 
ge “sopas mud Se et, 
exe “opeuapio MIL 

gg 'eugs vum ap 

z 'eratgnbas eun ap “QUE E, 
YE 'otgompuus, op PADIL, 
co SOG op gra An 

Lip "engaproviso wineiodtual, 
+8 spans. . 

Lg ap emt p 01595 ' 

L8 'op emm 
18 “op opugenod soper 


e~ 


[£p “owursdns eun e 
ZOE 'eAmo en e ojuo dar y, 


RA 
1C€ "aan op soppuadag 
nt 'voupenh 
neo "open 
LE "at 
DC 
rer prosajodiaba 
. oez “piadas 
yo op utito103) “sexos 
CL ‘oinp onoruos 
6i Tata eum ap vos 
DOS “66p “19 "uueuong ap vues 
61 mis vum op prowd euog 
019 epis ogónios 
L9 “songs 10d ogónog 
. 809 "repond ovônos 
09% “osug3ouoy-0Ru Opi 
“LOS foougsouot op: 
ppc ux 
ggg osman 
Sge vip 
VEZ 'sepeiopsooo op sturamis 
Os 'ziei vp sa 
09 Ly *OB7L1 vp DAN 
9% "our ouitsons op 9150) 
pp “oghesuduos op oyw asap 
CC “und m3 nur ep msu 
Et wam op etap 
pg 'entdgosap 
Lg oun ap souno ap orsseldas 
GI tim op pepaed euros ` 
6f “eum op twos 
61 ‘stered sewos op upougabas 
se “de 
61 eum op ouso Qu 
ge "voruguaesodng i 
. gt QU 
gp uin op soma) sop. omg 
cx wounguo2s 
Op oyueunuop 
. ouni . 
zo 'eum op opmso o red sozyjanp 
FE 'soAmsod sou] ep 
vg oni, Sp 


Som Staue Woo oppo TDL 


E 

| Su E 
| DRM 
| 

| 


SO 
i 


00000; a q 308 03 6 
m EE 
PIS SE é Ce is ES 
2370728 mo »35 We Her e] 
862288 gas 982 + — a > 
928382 2053238 i ie g d 
Ee 3 295 ê E E 8 ê & $ rn e d H D et 'oguny ewn op orez occ 'septujop segan vied 
E 8 883 $ E 8 E [| ! E jg * bs VA BEZ "oam JOTEA OP PAG 
S eos i im -i i 
E 5 sé E : bi 2 81y “sesiessuen sagóoss ap Opou 10d 101-991 'OBPIPOULAJU! JO[£A Op ?ulo102], 
z 8 E El P [7] o ES emp 'soostp op otom 10d 08 'eupinpues op 2113102], 
H į 
` 8 g i i s coy ‘Ieue op oraw iod STZ HON op PILEDOSL 
2 A d 
g A ni S €Tp 'sooupugpio Staue ap oi 10d Z9€ 'ojhopgo op [eiueurepung euolca L, 
Q 1 
ogogo ` au B & m i i i scr 'snddeq ap eure10a1 ojad Fei 'sepeuope]ol Sexe y, 
cep pn: zz > id i 
SOSS i = a a T q i ! i 00p 'oe5nioa1 ap opijos um ap IZ] eoupuersur & 
2 $ z = 5 i 
8 g $ Ei 8. ê 2 3 ag j i Lr AMAIA, TZI "eeu 
pS S a EENEG i 4 o 
228 $ a 8 i ¿ Me > CC ole tun op WA OBSTLTA Op EXEL , 
B E i Y 087 “PEPPA Lei ronis 
ê $ e | n m oze “ap opdemos 911 “ep menue 94094917309 
3 i 
8 B i $ > gig op £3ugpnui “quedar L 
E d e 1 *seorunpegot sogõung 3 
eE 2 9 000 ) f N X ppe ‘epnur 8L9 'seogunpeso; soghuny op 
SSe $ 8 LE ppg j Gi 81 “ajuopuodopur . 819 'sresdojuy op. 
E 8 ARMUT E i É 
2 982825 : | : / S 81 amgepuadap LL9"SL9 eum sagãuny ap 
Së ` ] 
FS ES iae 3 H - j | 3999. | vez asa op mae 
e o5 E a d HON | fago 
25 É 2 8 3 & T bj 3 E E S 90€ 'ogoeidoyut op Pus L 
ES v o zë SS + 18258: . f > 
ER $08 E ` 3 L 9 S só (sto) Jong A, O€p *og5njoAat op atogiedns 1 
ER 5 9 SS 2 Saz E E 
EH à = 35 8 sf j H 3 S pog omg IORA " HH 
532 2 q 8 Lig 352 Wa 
Eis B S i m E] ER grg 'oumugu ORA oze “ap ogdeiou “ogóewos 
EISE & 
SC? 8 f 353 À GSE ‘OPIU JOJEA, .  QQb 'og5njoAo: op OPOS 
bg" 2 t S ` : 
é" i MES — | 38 E H ETE onsen JOJEA grp “ooug8omoy opriog 
SE E Ê E! j LI ‘ogun eum ap 108A 9 *rejn3uejo1 opeuap1002 aere 
E sE 
£9 v L— LI Së s | A 9 'sepeuapio02 ap eitiaistS 
3 $ i A E E ZE “eopuaa ogSepsue f. 8 “ap sajsa 
l EER ; 
DE 3 g E] £z euozuiot ogSetsue1], g amoug 
x EX A 
E A LJ | : oer 'odjeqei] ce emona 10S 
psp “0JOL LZS fetouorogtp og5enbo “«pagiedos 


grp “esisaven 05995 


+ 3102 3 NOY 38800 


9cz 'exiounid epeanap ep ASIL 


DONNOUY vjgowo»p MOI O39 PPL 


i 
i 


